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Eis  scheint  bisher  noch  nicht  bemerkt  u-orden  zu  sein,    dass 
es  Reihen  von  der  Form 

AqCoa^x  cos  nx-^-AiCos  •— *jr  cos  (w— 1)  x-i-A^  cos  ■— *a  cos  (h— 2)jr+ . . 

• .  -^-An—i  cos  äc  cos  X  y 

BqCob^jc s\nfLt+Bi  cos*^^xsin(n — l)j:+Ä2Cos»~*jrsin(ii — 2)x-i- .. 

. .  -f  J^a— I  cosxsiodT 

giebt,  deren  Summen  sehr  einfach  darch  eine  Potenz  des  Cosinus 
ausg^rflckt  werden  können,  und  daher  möge  hier  ein  kleiner  Bei- 
trag zu  einer  Untersuchung  darüber  folgen. 

Bezeichnen  wir  wie  gewohnlich  die  ßinomialkoelBzienten  des 
Expoilenten  m  mit  hiq,  mi,  m^fMmy  so  ist  nach  dieser  Bezeich- 
nung 

»=,,!iWli=(„  +  l)..!!<!!+i|^=(„+2). 

Es  sei  nun  die  folgende  Reihe  zu  summiren : 

(  2  cos  a:)"  cos  nx-i-ni  (2  cos  ar)"—*  cos  (n — l)j: 
+  («+!)» (2 cos a:)»-2 cos  (n— 2) X+...  +  (2n— '2)„-i  (2 cos x) cos x. 

Der  erste  Schritt  zur  Losung  dieser  Aufgabe  besteht  darin,  dass 
wir  die  Reihe  selbst  in  eine  andere  transtormiren ,  welche  keine 
Gosinnspotenzen  mehr  enthält.    Diess  geschieht  leicht  mittelst  des 
bdkannten  Satzes 

(2  cos  -^)    cos  ^2=imQ  +  Hfl  cos  r+wiacos  22 -f  , .  +  mm  cos  mz , 
Theil  IX.  1 
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aus  welchem  für  z=2a?  bei  umgekehrter  Anordnang  der  Reihen- 
glieder und  unter  der  Bemerkung 5  dass  mm^^^m^y  mm-i^=nii, 
mm— 2=9772  etc.,  leicht  der  folgend  entspringt: 

(  2  cos  :e )"» cos  77u;= 

977oCOs277U;-f-77t|  C0S(2w^— 2)a?+W72  cos  (2wi — 4)a?  + . . . +771||»_|  C0s2a: + 77lm. 


Wenden  wir  diese  Formel  in  jedem  Gliede  unserer  zu  summiren- 
den  Reihe  für  m=n,  n — 1,  n — 2,  ...  1  an^  und  bezeichnen  zur  Ab- 
kürzung 

cos2wa:,  cos (2» — 2):i:,  cos(2n— 4)a:,  ...cos2dr 
mit 

yo    y        Vi       9        y^       9  ....yi^-i; 

so  geht  die  fragliche  Reihe  in  die  folgende  über: 

Wo^O  +  Wl  ^1  +  »2^2  +  •  •  •  •  +  ««-1  yn-1  +  «» 

+  wi  {(«- l)oyi  +  (77  —  l)i  ^2 +  ••••  +  (  w—J)»-2»ii-i  +  (w—l)fi-i  i 

-K«+l)at(w-2)o.y2  + +  (7l-2)„-33(„-i   +  (7t-2)n^i 

+  (2w-2)„ll{liyn_l+l«}, 

die  im  Allgemeinen  von  folgender  Form  ist: 

i5^o  +  Q  y  1  +  Ci  ^2  +  •  •  •  +  ^-i  y^x 
+ 1 + 71,  +  (w+l)2  +  (72+2)3+ . . .  +(2w-2)„_, 

wenn  wir  nämlich 

Ci=«i+7ii(n— l)o, 

r^  =  W3  +  Wi(7l— l)i  +(71  +  1)2(71  — l)(y. 


C2) 


und  überhaupt  für  ein  ganzes  positives  k 

Ct = w* + «,  (71— l)iv-i  +  (71 + 1)2  (»i-2)*-a  + . . .  I 

...  +  (7i+Ä-2)*-i(7i-Ä+l)i  +  (w+*^l)t(n-*)o  i     ^  ^ 

setzen.     Die  vorstehende  (A;+l)gliedrige  Reihe  lässt  sich  aber 
sehr  leicht  summiren  y  wenn  man  sich  an  die  gani  allgemeine  Formel 

(a+W*=«*+«*-i  A  +  «*-«/52+  ••  •  +«1  ßlc^  +  ßlc 

erinnert.    Nimmt  man  nämlich  a  und  ß  negativ  uqd  beriücksichtigt 
die  Regel 

(-y)„=(_i)-yMi)M|=iiM^ 

so  ergiebt  sich  sehr  leicht 


(«+ A-l)t+(«+* -2)t-,  A +(«+*-3)*-4(/J+l), +... 

. . . +«r,  (/J+*-2)t_i  +  (^+*-l)t. 

Setzt  man  hier  a+k  —  lsin,  ß=sti,  so  erscheint  auf  der  rechten 
Seite  die  in  No.  (3)  vorkommende  Reihe ,  woraus  jetzt 

Ck=(2n)k         (4) 

folgt    Wir  haben  nun  noch  die  zweite  in  No.^2)  stehende  Reihe 
zu  samndren.    Nehmen  wir  aber  in  (3)  und  (4)  «=»,  so  wird 

1+Mi  +  («+!)«+•..  +(2«-2),K-i  +{2n—l)n=(2n)n, 

folglich  die  zu  summirende  Reihe 

1  +  nj  +(n+l)j+(«+2),  +  ...  +  (2«-'i)»_,=(2n)„-(2»-I)„; 

d.  i.  vermöge  der  Werthe  von  beiden  Koefflzienten 

__2n  (2n — 1) . . .  (b+2)  (n-j-l)  _  (2«— 1)  (2«— 2) . . .  (n+l)n 
1.2... n  1.2...R 


_  (2w-l)(2n-2)...  («+!)■  „ 
^1.2...n  l-sM—ni 

_,    2«(2«-l)...(n-H)_..n^. 


Substituiren  wir  dieses  Resultat  nebst  Dem,  was  aus  No.(4)  für 
k=l ,  2 , . .  (n— 1)  folgt ,  in  No.  (2)  und  restitulren  die  Werthe  von 
yo9  yi>  •"  yn-i9  so  ergiebt  sich,  dass  die  zu  summirende  Reihe 
gleich  der  tolgenden  ist: 

cos2it:i:  +  (2n)i  cos(2n— 2)ar  +  (2n)jCos(2n— 4)ar  +  . . . 

. . .  +  (2n)ii_i  cos  2x  +  J  (2n)n. 

Als  Summe  dieser  letzteren  ist  aber  2*"— ^cos*»jr  bekannt,  und 
daher  gelangen  wir  zu  der  bemerkenswerthen  Relation: 

!2**-*  cos  *»a:  =  (2  cos  ar)"  cos  nx-^-rii  (2  cos  o?)  »—  *  cos  (71 — 1)  x      1 
+{«+l)2(2cosa:)»-«cos(n— 2)jr+...+(2n— 2)„_,(2cosa:)cos:r  J    ^^^^ 

oder  auch  nach  Division  mit  (2cos:r)": 

-fc-    1       -  f      co«(n— l)d:  ,  ,    ,,.   cos(m — 2)x  . 

2»-'cos»:t  =  coswa;+ni  — jr^^ ^+  («+1)2  --t-t ^  +  •  •• 

2cos:i:  (2cosar)-^ 


. . .  +  (2w— 2),»_^ 


cosjr 


(6) 


(2cosa:)'»— ^ 


Durch  einen  völlig  analogen  Calcül  konnte  man  noch  ein  zweites 
Theorem  ableiten,  worin  die  Sinus  der  Vielfachen  von  a;  den  Co- 
sinus in  (5)  und  (ö)  entsprechen ;  man  gelangt  aber  schneller  dazu, 

1* 


wenn  man  die  Gleichung  (5)  differensiirt.    Auf  der  rechten  Seite 
hat  man  dann  lauter  Grössen  von  der  Form 

(2eoaa:)Peospx 

zu  differenziiren,  für  welche  man  erhält: 

d(2cosa:)Pcos»ar     ««i       «    Scospa;  .              dcosPx. 
-^ ^ ^-— =2p  {cosPo?  — ^  ^    +  cos pa:  — k } 

=— 2p  I  cos  Po;  .p  sinpx  +  cospx .  p  cosP— ^a:sin  x  j 
=  — />2p  cosp—^o?  { cos  X  %inpX'\-co&pxsv[k  x  \ 
= — 2/?  (2  cos  x)  P— *sln  (/>+  \)x. 

Unter  Anwendung  dieser  Formel  ergiebt  sich  jetzt  ausg(5)  für 
p=:n,  »  —  1,  ...  1 : 

22fi-i2n  cos*»-*a?sin  x= 
2«  (  2  cos  ar)«-^  sin  («+1)  a:  +  (2« — 2)«i  (2  cos  x)  "^*  sin  «a:  + . . . 

...+2(2«— 2)»-isin2jp, 


oder  durch  Multiplikation   mit  (2cosa:)'  und   nachherige  Vertau- 
schung von  n  mit  n--^l: 

(n — l)(2cosa:)**-*sina:=  \ 

(n — 1)  (2cosa:)«  sin  nx-\-{n — 2)  {n — l)i  (2cos.t)»— ^  sin  (it— 1)  x  \    ( 7  ) 
+(n— 3)%  (2cosa^)"-2sin(«-2)a:+ ...  +1 .  (2n— 4V-4sin2:c  ) 

oder 

{n — 1)  (2cos  a:)*-*  sin  x 

-r«-l)sin«.r+r«-l),  (^-^)s''P(w— 1)^  ■  jy  (^-3)  sin  (n-2)dr 

-L/o*.     A\        1.  sin  2a? 

(2cosa?)* 

und  diess  sind  ein  paur  Formeln^  welche  der  in  (5)  und  (6)  ent- 
wickelten entsprechen. 
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II. 

Bemerkuiifir  zur  Theorie  des  Integral« 

logarfthmus. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Schlö milch 

ap   der  Univenität  za  Jena. 


Bezeichnen  wir  die  mimerische  Constante  0,5772156. .  zur  Ab- 
kflrzung  mit  C,  so  ist  bekanntlich  fflr  alle  u  von  u^O  bis  »=ao 

ß(e-")=C+/« 


1  '"1.2    "1.2.3  '*133A 

Moltipliziren  wir  diese  Gletehung  mit  er^du  UDd  integriren  darauf 
zwiscnen  den  Gränzen  ie=0>  u=x>  9  so  wird 

0  %/  0  %/  0 


^      U      t  u^  .  .    u^ 


Wenden  wir  hier»  so  weit  es  geht»  die  bekannten  Formein 

y'»00  /»OD 

er^du=l,  I      M"e-»3M=1.2.3..« 
0  t/o 

an  5  so  ergiebt  sich 

t/o  t/  0 

d.  i.  wegen  der  Summe  der  Reihe  rechts  nach  einer  kleinen  Trans- 
position : 
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/  '*.iM;-1*M=-C+ß+y*e7»ß(c-')S«. 


(I) 


V,  HA  a«tt  ^Vrili  des  Integrales  rechts  zu  finden ,  benutzen  wir  die 
Mit  UAlfe  deren  wir  erbalten : 


t/  0  t/  0  t/  0      *+^ 

UnnA  Onkebang  der  Int^^tloMfolge  wird  das  Doppelintegral 
rechts 

t/  0    1+^t/  0  t/  0    1+^  Ha? 

Nun  ist  aber  bei  unbestimmter  Integration 

=  /(H^)+Co„st. 
und  hieraus  ergiebt  sich 

folglich  nach  Nr.  (2) 

/**r^Ä(e-»)8i«=--;2. 

Die  Gleichung  (1)  nimmt  jetzt,   wenn  man  x  für  u  schreibt,  die 
einfache  Ges&lt  an : 

/**/j:e-'8ar=— C    (3) 
Auf  das  vorstehende  Integral  lässt  sich  auch  noch  das  folgende 

Jo    Vl+a?  Jx 

reduziren.    Bei  unbestimmter  Integration  ist  nämlich 


*)    Archiv.  Thcil  V.  S.  206.  Formel  (9). 


J\y^x.        )  x~J  xi^^x)    J   X 

=  ir— /(1+a;)  — e-'/ir—  ier-'dxlx, 
was  sich  auch  in  folgenden  beiden  Fonnen  darsteilen  lässt*: 

=(1— e-')  &—/  (1+0?)  -  flxer^dx. 

Der  ersteren  bedienen  wir  uns  für  unbegrän^t  wachsende,  der  zwei* 
ten  für  unbegränzt  abnehmende  x.    Für  den  ersten  Fall  haben  wir 

Lira  (ire-')= Lim ^ =0, 

l+J+^  +  ... 

weil  schon  Lim  —  =0  und  hier  der  Nenner  >a?  ist;   femer  noch 

Lim/ Ixe-'dx^  /     lxe~*dx. 


tfim /  Ixe-'dx^  1 


Für  bis  zur  Null  abnehmende  x  ist  dagegen  vermSge  der  zweiten 
Form 


X         X 


Lim[(l— e-')te]— Lim[(J— j^+...)fa]=0, 

weil  bekanntlich  für  jedes  positive  fi>0  Lim:c^/!i;=0  ist;  ferner 

Lim/(l+a:)  =  ;(l)=:0, 
Lim  I  Ix  e-"* dxr=  j    Ixer-'dx. 

Wir  haben  demnach  vermöge  der  Gleichung  (4) 

Diese  Gleichung  kann  unmittelbar  dienen ,  um  die  Formel*) 


*)    Archiv.  Thoil  O.  Seite  313.  Formel  (7). 


8a    "I/o     r  (ThM)«»  ^ 

in  die  folgende  flberzufiihren : 

Sir(a)_      ^  I  /**  t    1 L_i?£ 

""5^^  Vo     Il+*     (H-j;)«ix' 

die  sich  fllr  |-—  :=y  wieder  in 


verwandelt. 


'-^'=-^-+/:'^-'« 


Velber  sphärisclie  Dreiecke,  deren  fitei- 
ten  Im  Terhältniss  zu  diem  Halbmesser 
der  Huipel,  auf  weleber  sie  If efpen,  sehr 

Uein  sind. 

Von 

dem  Heraasgeber. 


§.  1. 

Das  berühmte  Theorem  von  Legendre  aber  sphärische 
Dreiecke^  deren  Seiten  im  Verhfiltniss  zu  dem  Halbmesser  der 
Kugeln  auf  welcher  sie  liegen ,  sehr  klein  sind,  ist  allgemein  be- 
kannt >  und  man  hat  für  dasselbe  verschiedene  Beweise  gegeben, 
unter  denen  sich  der  im  ersten  Theile  des  Archivs.  S.  436.  mit- 
getheilte  Beweis  von  Gauss  durch  seine  Eleganz  vorzüglich  aus- 
zeichnet, und  wegen  seiner  elementaren  Form  zur  Aufnahme  in 
die  Elemente  der  Trigonometrie  ganz  besonders  geeignet  ist.  Da 
aber  dieses  Theorem,  welches  eigentlich  nur  die  beiden  ersten 
Glieder  der  unendlichen  Reihen,  in  die  sich  die  Winkel  des  sphä- 
rischen Dreiecks  .nach  den  Potenzen  des  Excesses  entwickeln  las- 


sen,  berücksioiti^,  ßir  die  Geodäsie  tod  so  grosser  Wichtigkeit 
ist  9  so  scheint  mir  eine  weitere  Eotwickelung  desselbeD*  d.  h.  die 
Entwickelung  noch  einiger  Glieder  der  betreffenden  unendlichen 
Reihen,  wünschemwerth  zu  sein.  Einen  Versuch  dieser  Art  bat 
schon  Buzenseiger  in  der  Zeitschrift  für  Astronomie 
und  verwandte  Wissenschaften,  herausgegeben  von 
ß.  von  Lindenau  und  J.  G.  F.  Bobnenberger.  Sechster 
fiand.  Tübingen.  1818.  S.  264.  gemacht.  Sein  Aufsatz  scheint 
aber  nicht  so  bekannt  geworden  zu  sein,  wie  ^r  es  verdient,  da 
ich  auch  in  den  grösseren  Werken  über  Geodäsie  denselben  nie 
berücksichtigt  gelundeii  habe.  Weil  nun  ausserdem  die  von  ihm 
angewandte  ganz  elementare  Methode,  wie  es  mir  scheint.  Man-, 
ches  zu  wünschen  übris,  namentlich  gar  nicht  erkennen  lässt,  wie 
man  sich, zu  verhalten  nahen  würde,  wenn  man  die  Entwickelung 
der  Reihen  noch  weiter  treiben  wollte,  so  scheint  mir  eine  neue 
Bearbeitung  dieses  wichtigen  und  interessanten  Gegenstandes  Be- 
dürfniss  zu  sein,  welche  ich  in  der  vorliegenden  Abhandlung  zu 
geben  versuchen  werde.  Die  von  mir  in  derselben  entwickelten 
Formeln  sind  freilich  nur  recurrirende ,  gestatten  aber,  wie  man 
hoffentlich  finden  wird ,  einen  leichten  Fortschritt  von  einem  Gliede 
zu  dem  nächst  folgenden,  wodurch  es  mir  auch  möglich  geworden 
ist,  die  Entwickelung  ohne  grosse  Schwierigkeit  noch  weiter  zu 
treiben  als  Buzengeiger.  Die  Kenntniss  der  hier  obwaltenden 
independenten  Gesetze  würde  natürlich  in  theoretischer  Rücksicht 
von  grossem  Interesse  sein,  ist  jedoch  für  die  praktische  Anwen- 
dung von  geringer  Bedeutung,  weil  die  für  dieselbe  so  wichtige 
und  unerlässliclie  Einfachheit  in  den  höheren  Gliedern  sehr  bald 
gänzlich  verloren  geht.  Vielleicht  lasse  ich  aber  späterhin  der 
vorliegenden,  vorzugsweise  die  praktische  Anwendung  des  Satzes 
im  Auge  habenden  Abhandlung  eine  zweite  von  mehr  rein  theoreti- 
scher Natur  folgen,  oder  gebe  durch  den  vorliegenden  Aufsatz  einem 
der  geehrten  Leser  des  Archivs  zu  eignen  Forschungen  über  diesen 
der  Beachtung  jedenfalls  sehr  werthen  Gegenstand  Veranlassung. 


§.  2. 

Die  Seiten  und  Winkel  des  sphärischen  Dreiecks  wollen  wir 
wie  gewohnlich  durch  a,  6,  c  und  A,  Bj  C,  den  reciproken  Werth 
des  Halbmessers  der  Kugel,  auf  welcher  dasselbe  liegt,  aber 
durch  X  bezeichnen.  Dann  werden  durch  ax,  bx,  ex  die  Ver- 
hältnisse der  Seiten  des  sphärischen  Dreiecks  zu  dem  Halbqnesser 
der  Kugel,  oder  eigentlich  die  Factoren  dargestellt,  mit  denen 
man  den  Halbmesser  der  Kugel  multipHciren  müsste,  um  aus 
demselben  die  Seiten  des  Dreiecks  zu  erhalten ;  und  nach  den 
Principien  der  sphärischen  Trigonometrie  haben  wir  also  die  Glei- 
chung 

1)      C0S-4  = r-T •; , 

sin  ox  sm  ex 

wobei  man  immer  festzuhalten  hat,  dass,  wie  es  die  Natur  des 
vorliegenden  Gegenstandes  erfordert,  die  Seiten  a,  6,  c  in  einem 
bestimmten  Längenmaasse  ausgedrückt  angenommen  werden.  Weil 
aber  bekanntlich 
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2co86arco8ea:=cos(6 — c)  j:  +  coß(ö  +  c)a:, 
2sin  bx8\n  ex = cos  (h — c)  x  —  cos  (  6+c)  x 

ist^  so  iässt  sich  die  vorhergehende  Gleicbang  dich  unter  der  Form 

cos  (6 — 'C)a: — cos(Ä+c)a: 

oder  unter  der  Form 

3)    icos(6 — c)x  —  cos(6  +  c)ar}co82< 
=  2cosaa: — cos(6 — c)x — cos(6+c)a: 

darstellen. . 

Setzen  wir  der  Kürze  wegen  allgemein 

In 
jKär=  (6— c)"cos  (Ä  — 'C)a:— (6  +  c)«cos  (Ä  +c).t:, 
n 
5ir=(Ä— c)»8in(6  — c)x— (ö  +  c)»sin(6+c)a: 

und 

In 
Äjr=^2ci^cüs  aar— (6— c)*  co8(ft--c)a?— (6+c)»cos  (A+c)  x , 
n 
®«=:äii^8io  oj?— (fr— f)»sln(6— c)d:— (6-fc)»sin  (6+c)  «; 

so  ist>  wie  man  leicht  durch  Differentiation  nach  der  Veränderli- 
ehen X  findet: 

ff 

^=— (fi-^)»M8in(6-c)a:+(ft+c)"+isin(6+c>«. 
cx 


^=     (6— c)«+^  cos  (6— «)  a>-  (6+c)«»+i  cos  (6+c)a: 


und 


^!£=— 2dM-t  sin  ax + (6— c)»+^  sin  (6— c)a?+  (fi+c)«+i  sin  (6  +c )  a: , 


n 


?®f  =     2a»+^cosaa:—  (6— c)^-!  cos(Ä— c)a:— (6+c)*H-i  cos  (6+c)a:; 
also  nach  4)  und  5) : 

und 
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Weil  nun  nach  3),  4),  5) 


8)    KxCosA:=Xx 

ist,  so  ist  unter  Anwendung  der  bekannten  Bezeichnung  der  Bino- 
mialcoeiBcienten  nach  den  Lehren  der  Uifferentialrecbnung : 

n 

.       dKx   S'^h^osA 


.+«»-1 


U.  6.  W. 

d^^^M^  dcosA 


da^   ' 


Bai^^  '   dx 


Nach  6)  und  7)  ist  aber 

dx  — 

m 

-Ä,. 

dx* 

dSs 
~  tx-- 

-ix. 

bx»~ 

~  Bx 

Ssf 

8»Är 

dx*  ~- 

d&x 
dx- 

4 

,KX9 

d^is 

dks 

h 

ar*  "~       dx-      "" 
1^-"  Bx ** 


und 


u.  8.  w. 


Bkx  ^ 
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8.r*  Sir 

84x_      dk 
3:c*  ~^        da: 


«  * 


=-e 


Xy 


"SP"— ■"  3a:  —  — *'' 

U.   6,  W. 

und  wir  haben  daher  nach  9)  zur  Bestimmung  der  Grosse 

j    dcosA   S^  C08  A  8^  cos  A 
'^''^^'  ""8F"'     fio;«     *"8F3— '  ••  • 

die  folgenden  recurrirenden  Gleichungen: 

10) 

£xC0S2l  =  S«> 

^  8cos^     -     1  .  1 

Alx  ^^ h'Sx  coaA='—&x, 

Kx — ö~2 — ~"2i .  Ar       g~      — 22«  jKjrCOS^^— Äxi 

o  88cos^            1   8«cos^  ^  8cos^  »  3 

^^"8^ ^      '""^sd^ 1%.  Ä«— g^— +Ü3.  ÄxCOSi« — üx, 

o  8^cos^  1    8^cos^      .     y  8^cos^ ,  ^     s  8cos^  ) 

Äx-g^4 4i.Ax-g^3        ^^'^'W^-^^'^'^J^  [    _4 

f        Kx  9 

4  I 

-t-4ft*£xcos^  J 

u.  s.  w. 

Eine  independente  Bestimmung  von  — ^ — ^  scheint  mir  wün- 

schenswerth,  gehurt  aber  jetzt  nicht  zu  meiirem  Zwecke ,  und  durfte 
vielleicht  auf  einem  von  dem  vorhergehenden  verschiedenen  Wege 
noch  besser  zu  erlangen  sein.  Weitere  Untersuchungen  hierüber 
einer  späteren  Abhandlung  vorbehaltend,  will  ich  für  jetzt  nur  in 
der  Kiirze  beiläuGg  bemerken ,  dass  man ,  wenn  man  die  Gleichung 

.      cos  üx — cos  hx  cos  ex 

cos  A  = T—1 — P 

smoxsinej: 

unmittelbar  9  ohne  die  Transformation  2)  aui'  dieselbe  anzuwen- 
den, nach  X  differentiirt.  Folgendes  erhält.  Zuerst  ergiebt  sich 
leicht  • 
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•       JL     9    •  ndCOBA 

sm  bx^sin  cx^  — = — 

ox 

= — sin  bx  sin  ex  (a  sin  aX'^b  sin  6a?  cos  ex  —  c  cos  bx  sin  ex  ) 

— (cos  ax  —  cos  bx  cos  ex  )  (6  cos  bx  sin  cor  -f-  <^  sin  ^^  ^^^  ^^)  f 

» 

und  folglich  nach  einigen  ganz  leichten  Transformationen: 

sin  bx^  sin  coi'  — ^ —  = —  a  sm  cursin  6d?sinca; 

4*  b  sin  co:  (cos  co; — cos  ax  cos  fror) 
-|-  e  sin  6a:  (cos  bx  —  cos  aar  cos  ex). 

Weil  nun  aber  bekanntlich 

sin  aar  sin  ex  cos  fi = cos  bx — cos  ax  cos  car, 
sin  oo:  sin  bx  cos  C=  cos  ex  —  cos  aar  cos  bx 

ist,  so  ist 

sin  6a:*  sin  cx^  — jr —  = — a  sin  ax  sin  bx  sin  ca? 

car 

-f  6  sin  oo:  sin  6.t:  sin  ex  cos  C 

•f  c  sin  oo?  sin  6a?  sin  ex  cos  £ » 

also 

dcosA sin  ax (a~6 cos  C —  c  cos  B) 

dx     "^  sin  6a7  sin  car 

welches  eine  nicht  unelegante  Formel  ist,  und  es  fragt  sich  daher, 
ob  sich  nicht  vielleicht  auf  diesem  Wege,  wenn  man  nämlich  die 
Winkel  des  Dreiecks  mit  in  die  Betrachtung  hineinzieht,  ein  ein- 
facheres independentes  Gesetz  finden  Hesse,  als  dies  auf  dem,  oben 
von  mir  eingeschlagenen  Wege  nüöglich  zu  seiQ  scheint,,  worüber 
aber  weitere  Untersuchungen  hier  nicht  zu  meinem  Zwecke  gehö- 
ren, weshalb  ich  nach  dieser  Abschweifung,  die  ich  jedoch  ab- 
sichtlich nicht  unterdrücken  wollte,  um  vielleicht  einen  oder  den 
anderen  zu  weiteren  Nachforschungen  zu  veranlassen,  jetzt  so- 
gleich wieder  zu  meinem  eigentlichen  Gegenstände  zurücxkehre. 

Setzt  man  nämlich  in  den  Gleichungen  10)  die  Vecänderliche 
a;=0,  so  erhält  man,  weil  offenbar  X^=:0,  ^=0  und  allgemein 

n  n 

So  =0,   00 =0  ist,  die  folgenden  Gleichungen: 

2^.1;)  (cos  ^)  =  «o> 

»..i!iC-^)=o, 


=  0. 
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-^.JSf(cos^) 
ä/3cos^\ 

U.    8.    VT. 

in  denen  die  Werthe,  welche  die  Grossen 

ni^si  4    3cas^     8*cos^      8^cos^ 

für  ar=0  erhalten,  anf  gewuhnliche  Weise  durch  Einschliessuni; 
in  Parenthesen  bezeichnet  worden  sind. 

Weil  nach  dem  Obigen 

iirt,  und  also  nicht  verschwindet,  so  eraebt  sich  aus  den  vorher- 
gehenden Gleichungen  auf  der  Stelle,  <&ss  die  Grossen 

(Scos J\    /8»cos^\    /^co»A\   ^S^cosA\ 

sämmtlich  verschwinden,  und  zur  Bestimmung  der  Grossen 
/        ^    /S^cosA\    /d*cö»A\    /d^ioaA\ 

hat  man  die  folgenden  Gleichungen,  deren  Fortschreitungsgesetz 
ganz  nnaweideatig  vor  Augen  liegt: 

11) 

2^ ,  ä;,  (cos  J)  =  ^05 

#^  /3^cos^\      .     #,  ,        .,  4 

4« .  Äo  ^— g^ä— y  —  ^4  •  *o  (cos^)  =  — «0  > 

^     h  ^S*cosA\      -     A  /3®cos-4\  .^     A  ^        .V        « 

62  .  Äo  y~Sx^-J  —"4  •  ^(^^"Ip— y  +"6  •  ^0  (cos  ^)  =  *o  , 
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di*  r 

^•"«V  a*»  } 

—  ^.k^{co»A) 

n.  8.  w. 

oder 

12) 

2 

(C08^)=      ^« 


22*  Ao 


V   s^-   /       8,.]?;,    8,.^  ü^X^   ^*    ^ 


Diese  Gleichungen  wollen  wir  nun  im  folgenden  Paragraphen 
zur  Bestimmung  der  Grossen 

/        A\    /3*cosJ\     /ö*cos/4\     /8öeos/4\ 
(eos^),  (-3-^^),  C-8:^->   (-8J«    >•  • 

anwenden. 

§.3. 

Bevor  wir  jedoch  dazu  übergehen  können,  ist  es  nothig,  die 
folgenden  allgemeinen  Betrachtungen  vorauszuschicken. 

Zuerst  bemerken  wir,  dass  die  Grosse 

immer  durch  die  Grösse 

ohne  Rest  tbeilbar  ist,  was  auf  folgende  Art  leicht  bewiesen  wer- 
den kann. 

Es  Ist 


und 


also 


1« 

_  a2ii+4^^2  ^  a^y^^*  4.  «211+3^:2^2  _  j:2^2ii4^ 
_^2  (a2ii+a_y2n+2)  «2  ^  ^2  (fl2n+2—  ar2«+2) ^2 

«4—.  «2  (^2  ^  y2)  4-a;2 y2  ==  (^2  -_  ^2)  («2^  ^2)  ^ 
o2«+4  (a?2— y2)  _  q2  (a:2ii+4_y2a-|-4)_j»2y2ii+4^2^2«-H 

a4— o2(a;2+y2)  +  a?2y2 

a2n+2_  ^2ii+2  a*»+2  — .  -,2«+2 

a«— a?2  3r  ^a_2^2      ' 

also  nach  einem  bekannten  arithmetischen  Satze: 

a2n+4  (j.2^y2)  _  gt  (a:2n-H  _  y2iif  4)  ^  j>2y2H+4  ^  y2  a:2p4^4 

— ^2  (a2ii  ^  ß2i»-2y2^  ^2»-4y4^  . .  .  ^  «^y^^*-^  +  y^) 
=       a««  (^2_y2)  ^  o2»-2  (^4_  y4)  ^  a2«-4  (j;«— y6)  ^_ .  . . . 

. . . .  +  a^(x^—y^)  +  a:2n+2_-.yan+2, 

wodurch  der  Satz  bewiesen  und  zugleich  der  Quotient  gefunden  ist. 
Weil  nun 


(cosA)  =  ^ 


ist>  so  ist  allgemein 


2      2»  ^2« 

und  folglich  nach  dem  Obigen ,  wenn  man  fiir 

2^22» 

ihre  Werthe  aus  4)  und  5)  einführt: 

2«  2" 

A^(cos^)  — jlo 
_  { ( 6 — c)2—  (6 + c)2)  {2a2«»^(6-e)2»  -  (ft  4-  c)2» )  3 
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aiso^  wie  man  nach  leichter  Entwickelung  des  Zählers  findet: 

Äo(cos^)  — Äo 
a«»  l  (  6  -  c)2— (6+c)« }  —  a«  ( (b-c)^  -  (b+c)^ } 

nnd  folglich  9  wenn  man  jetzt  ^  indem  man  vorher 

x=b — c,  y=ö+c 
setzt,  den  obigen  Satz  anwendet: 


I  I 

l,  l 

r  I 

-55 'S: 

+  + 

Li 


II 


o 


+    +  +    + 


rr 


+  + 


I    T 

«0       o 


+ 


I 

^         I 

3  |«§ 


11      I 


I 
19 


■4- 


+  + 

i  r 


1 


I 


-5^  + 
+  ^ 


f 


II 
I 


I 

10 


I 


19 


+ + 


§ 

1 

ao      o 


I 

I 

4- 

I    s 

19     ^ 


1    1      I 


I 

10 


+ 


I 


also,  wenn  der  Kürze  wegen 
TlieU  IX. 
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13)  '  £n=     ((ft— c)«— (6+c)2)o««-^ 
+  ((6— c)«  — (ö  +  c)6)a*"-» 


V    •  •         •         •        • 


gesetzt  Yiird: 


14)    IQ)(cos^)  — ^0 


Bezeichnen  wir  nnn  aber  d^  Winkel  des  ebenen  Dreiecks, 
dessen  Seiten  a,  b,  c  sind^  durch  H,  ^,  S;  so  ist  nach  einer  be- 
kannten Formel  der  ebenen  Trigonometrie : 


also 


sm3(^= iVc^  -^ 


— l ! — \r-. ! ! ^ = —  26€*  sm  A^ , 


und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 

1 5)    Kq  (cos  A)--'Xo=— 26c  ä  sin  21*^. 
Nach  12)  ist  jetzt 

reo«  A\-  ^0-2«'- (ft-c)"- (6+c)'_  6'  +  c''-a' 

d.  i.  nach  einer  bekannten  Formel  der  ebenen  Trigonometrie : 

16)    (cos^)=cos2(, 

ein   Resultat,    dessen   Richtigkeit ^  auch   ohne  die   vorhergehende 
Rechnung  sogleich  von  selbst  in  die  Augen  fallt. 

Ferner  ist  nach  ]]): 
d.  i.  nach  15): 
Es  ist  aber  nach  4)  und  13) : 
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Jto=(6  — c)»— (6  +  c)3=  — 4ÄC, 
2i=(A  — c)«— (A  +  c)2=-4ft«; 

also 

Auf  ähnliche  Art  ist  nach  11) : 

^*  •  ^0  ^--g^— ^  =  I  •^>  ^0  ^-g;^«--^  —  *;>  (cos  .4)  +  Äo , 

also  nach  15)  und  17): 

15  io  (^^1^)  =-  A«  (5^0  -  2^3)«n  2f«, 
und  folglich  9  weil  Äi)  =  —  4Äc  ist: 

Nun  ist  aber 

5Äo-22i 

=5  { (Ä— c)*—  (^+c)*  i  — 2  { ( ^H-c)2—  (6+c)2 1  a«— 2 1  (Ä— c)* — (6  +  c)*| 
=3{(6— c)*-(6+r?)*i  — 2{(6— c)2— (^+f?)2ta2 

=3{  ( 6— c)4—  (6+c)* } +8a26c 

= _  246c  (b^-\-c^)  +  8a2Äc  =  SÄc-  (a^^— 36*-»— Sc^), 

folglich 

18)     ^?!|^^  =  -r'V6c(a2^362-3c2)sin3l2 

=  —  Ä  6c  (362  _|.  3e2_  «2)  sin  21«. 

Eben  so  ist  nach  11): 

«    /Söcos^X 

=  70Äo(--83,4-J-28Äo(^-g^^    J  +  Äo(cos^)-Äo, 

und  folglich  nach  15) ,  17)  und  18) : 

=6c{V*^o(a*— 36«— 3c«)  +  "io— 22:4}sin2l*, 
also 

2» 
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j  /S*cos  A\ 

=-|J^o(«*-36*-3c«)+j4>-,',^j  siu  a«. 
Nun  ist  aber 

i  Äo(a«-362_3c»)  +  •  i;,-  j\  ^ 

=      i(a2— 36«— 3c2)((A— r)*— (6  +  c)*t 
+  H(A-c)»-(6+c)«) 

-iW     ((A-c)*-(6+c)»)«r» 
+  ((6— c)4— (6+c)-*)a* 
+  ((A_c)«-(Ä+c)«) 
=      ii  1(6-  c)«-(6+c)«)-(6Hc*)  I  (fr-c)«-<*+c)*l 
+  iil(*-c)*-(Ä+c)*|«*-x'.|(6-c)''-(6+c)3)a-» 
=     6c(V  Ä*+  ^^3«»+  Vc*)  —  6|;c(6«+c*)a«+?Äcflr*, 

also  nach  dem  Obigeo 


>«>  C-^-) 


sin^l». 


oder 


^^     \rT:c~) 


Diese  Rechnung  noch  weiter  fortzuführen,  liegt  jetzt  nicht  in 
unserer  Absicht ,  da  die  folgenden  Ausdrücke  immer  weitläufiger 
werden ,  und  wir  haben  daher  jetzt,  nur  erst  mit  Vernachlässigung 
Yon  Gliedern  der  achten  Ordnung,  für  cos^den  folgenden  Ausdruck: 

21)    cos^=cos2( — Ibc  sinTPa:^ 

-^rii  ^c  (362+3c2— a«)  sina^a:* 

wo,   wenn  r  den  Halbmesser  der  Kugel  bezeichnet,  auf  welcher 
das  sphärische  Dreieck  liegt,  nach  dem  Obigen  bekanntlich 


22)    ar=i 

r 


ist. 
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Bezeichnen  wir  den  Flächeninhalt  des  ebenen  Dreiecks «  des- 
sen Seiten  und  Winkel  a,  b,  c  und  2(,  S&>  ^  sind,  durch  ID;  so 
ist  bekanntlich 


also 


und  folglich 


2):=  4  6c  sin  2(, 


©«=i6«cVm2i«, 


6csin2(a=^©2. 
oc 


Daher  ist  auch: 


5\2 

23)  cosil==cos3(  — ?.  9=-a:2 

Oc 

— Ä(362+3c2-  a«)  "^x* 

Oc 

mit  demselben  Grade  der  Genauigkeit  wie  vorher. 

Auch  ist 

6c  sin  21« =235  sin  3(, 

und  folglich  nach  21) : 

24)  co8A  =  co87l  —  i©sin2t.a:2 

—  (AT  (362+3c«— a2)©sin3(.  :r* 

X     (       V64+V62c2  +  Vc4j^  .   ^     . 

Setzen  wir 

Ol  =  CLT 9  6i  =  6a?,  Ci  =ca: 
und 

(Di=:i  6iCi  sin 2( ; 

so  lässt  sich  die  vorhergehende  Gleichung,    wie  sogleich  erhellen 
wird ,  auch  auf  folgende  Art  ausdrücken : 

25)  cos  il=co8  2t — iS)i  sin  71 

—  A  (Sbi^+^i^—ai^)^i  sin  2t 
V6i*+V6i^ei2+Vci4 


—  «75U}  iw,    «    ,        2\        211       4      1^1  Sin  2( 


oder 
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26)  cos  21 — cos^ 

bei  welcher  Formel  wie  früher  nur   erst  Glieder  der  achten  Ord- 
nung vernachlässigt  worden  sind. 


§.4. 

Bezeichnen  wir  jetzt  den  halben  Excesis  des  gegebenen  sphä- 
rischen Dreiecks  durch  £,  so  ist  bekanntlich 

-.^         »^     1  +  cos  aä:  +  cos  bx  +  cos  ex 

27)  cos  E=  -X 1 — ^— TA — —i • 

^  4  cos  \ax  cos  \ox  cos  \cx 

Nach  einer  bekannten  goniometrischen  .Formel  ist  aber 

2  cos'^ao:  cos  \bx^  cos  \{a-{-b)x-\-  cos  \{a  —  b)x , 

also 

4  cos  4aa:  cos  \bx  cos  ^co: 
= 2  cos  4(a  +'6)07  cos  \cx + 2  cos  J(«  —  b)x  cos  Jco? 
=cosi(a+6+c)a:+cosi(6+c — d\x-{-Gos\{a-{-C'-b)x-{-Qos\{a-\-b—c)x, 

und  folglich 

2«)  cosJ5;  = 

1  -f-  cos  ax  -f-  cos  bx-\-  cos  ex 

cos  5(a+6+c)o;  -f-  cos  i(b-\-e — a)x  +  coSi(«+c — b)x-{-cos\{a-{-b — e)x' 

Setzen  wir  nun  der  Kürze  wegen  überhaupt 


n 


29) 


und 


30) 


Ä'x=  (a  +  Ä  +  c)»cosi(«t  +  ^+c)^ 
+ (6  +  c  —  a)"  cos  4(6  +  c — o)x 
+(a+c — 6)"coS2(a  +  c  — 6)a: 
-f-  (a + 6  —  c)"  cos  i  (a + 6 — .c)a:, 

S'xz=z      (a  +  6  +  c)»sinKa+*+c)a: 
+  (6  +  c — a)"  sin  K^+^ — ^)^ 
+  (a +c  —  A)"  sin  J(a  +  c  —  b)x 

+  (a  +  6— c)»sinj(ß+^  — c)-»" 


n 

lÄ'ar = a"  COS  a.r + 6«  cos  bx  +  c"  cos  ex , 
L<S'x = a»  sin  aa: + 6"  sin  bx  +  c"  sin  ex ; 
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SO  ist 


n 

-:-^=-4(o+*+c)»+»8in  i(«+*  +  c)x 


und 


—  4(6+c  —  a)»+i  sio  1(6  + c  —  a)a; 

—  i(a + c— 6)"+*  sin  K«  +  c  -  Ä)a: 
— 4(«+Ä — €)"+*sin4(a  +  & — c)jr, 

n  ' 

g^=  l(ß+*  +  c)"+*  cos  J(a+6  +  c)a? 
+  J(6 + ^ — a)»+*  cos  i(6  +  c—  a)x 
+  i(o  +  c— &)»+!  cos  i(o + c  -  6)0? 
+4(a  +  ft— c)«+*cos4(a  +  6— c)a? 


n 

-= —  =      a"+*  cos  ax  +  ^"+*  cos  6j:+  c»i *  cos  ca: ; 
also  nach  29)  und  30): 

und 

Well  nun  naoh  dem  Obigen 


33)  cos£;=:- 


u 
/ 

X 


X 


oder 

34)  ^',cosJK=l+K 


ist»   so  ist   nach   dem  schon   oben  angewandten  bekannten  Satze 
der  Differentialrechnung: 
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35)       kJ"^^^ 


Sj:" 


O 


n 


y^,  8*-»cosJE    , 
^""^  aar—i  •    aar 


Nach  31)  und  32)  ist  aber 

aks  _ 

dx 


1 


-iS 


Sf 


und 


o  s 

-^^=-(4)».-ä^=-a)''- Ä^' 

U.  8.   W. 


8»ä'x__Sä*_     ^, 
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n.  s.  w. 
und  man  erh&lt  daher  nach  34)  und  35)  die  folgenden  Gleichungen : 

36) 
iC'xCos£=l  +  i',, 

Jr,  ^-^  - 1, .  i^'.  cos  £=-.  ^', , 

J^,?^-2,.ii',^-^_2,.a)«i',co8£;=-«',. 

^'^^i^3,.i^,?^3„.(J)'»i^,^|^+3,.(i)»^.coe£=6v. 

+  44.(J)4Ä*xC0s£;J 
a.  8.  w. 

n  n 

Weil  DUO  nach  dem  Obisen  allgemein  S'q^^O,  &o=^  '^^^ 
and  offenbar  auch  E  für  a;  =  ö  verschwindet,  so  erhalten  wir  aus 
dem  Vorhergehenden  die  folgenden  Gleichungen: 

o  o 

«■.C-^-3..ttAC-^=«, 

*<^H«)»i?oC-^+»..«)<(^)=o. 

-68.(4)«Ä'o) 


U.    8.    W. 
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aus  denen,   weil  nach  dem  Obigen  K'Q=i  ist  und  folglich  nicht 
verschwindet,  auf  der  Stelle  erhellet,  dass  die  Grössen 

/dcosE\    /d^cosE\    /d^co8E\   /8^cosE\ 

A""8^/ '  v"!^/ A"8^^/ A^e^y '  ^  •  • 

sämmtlich  verschwinden ,  und  zur  Bestimmung  der  Grossen 
/dj^cosE\     /a^cosi;\     /dJcösE\     /88cosE\ 

hat  man  die  folgenden  Gleichungen : 

37) 

*'»C~^»/~  ^*^*^"^"(~ä^*    /■'^**^*^*^*'(~53    //  _  k. 


U.  8.  W. 


deren  Gesetz  ganz  deutlich  vor  Au^en  liegt. 
Die  erste  dieser  Gleichungen  giebt : 

^a^cos^\_  .       . 

V    8^*     y— 4Ä0— Xo> 
d.  I.  nach  dem  Obigen 

^/'S^cosirv 

also ,  wie  man  mittelst  leichter  Rechnung  findet : 


d.  i. 


Die  zweite  der  obigen  Gleichungen  giebt  also: 


I 


27 

H.  i.  nach  dem  Obigen 

ya^cosJSX 

und  folglich,  wie  man  nach  leichter  Rechnung  findet:* 

also 

Nun  ist  aber  nach  dem  Obigen 

a*+*4+c*— 2(o26«+&*c2+c2a2)=~46«c«sin2l2, 
woraus  sich 

40)  (?fg|^)=_56«c«siD2l^ 

ergiebt. 

Daher  ist  nach  den  obigen  Gleichungen:  > 


4(^^|~) = -  "  *"<''  ^'o  «■'»  ^*  +  o'.Ä'o-  Ä'o. 


'S*cos£\  .. % 

Aber 


=-  h  t  (a+6+c)ö + (6+c^  a)ö  +  (a+c— 6)« + (a+Ä— c)«!  —  (oHÄHc**). 

und,  wie  man  leicht  findet, 

(a\h\cf  +  {h^c^aY  +  (a+c— 6)«  +  (a+^— c)« 
= 4a« + 60a46» + GOa^^*  +  46« 

+  (60«4  +  360a2Ä2  +  6064)c2 
+  (60aa+6062)c4 
+4cS 
also 

«'4  { («+  Hc)«  +  (6+c-a)« + (a+c-6)e  +  (o+Z^-c)«  j 
==  1',  (a«  +  15a462  +  löa^ö*  +  6«)      , 
+  A  (15a4  +  QOa^Ä«  +  1564)c2 
+  A(15a2  +  1562)c4 

+  Ac«, 
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folglich 

„V^'o-i'o=-iS  (o«-^o46a-o«6*  +6«) 

+  ;j(a4+6o»6«+6*)c« 

Dividirt  man  nqn  mit 

=  c4 — 2(aa  +  6«)c2 + a4 — 2a262  +  6* 
in 

c«— (a*+Ä«)c4 

— (a4+ 60*62  + &*)c* 

+  (a6-a462— a264+6ö) 

hinein  y  so  erhält  man  als  Quotienten  die  Grösse 

und  es  ist  folglich  nach  dem  Vorhergehenden 

Ä^^o  -ko=  —  \%  (aHbHc'^)  {a4+64+c*— 2(a262+6acHc2aa)|, 

also  nach  dem  Vorhergehenden 

,»,^'o-i  0=  V62c«(a«+6a+c«)sin  21«. 

Weil  nun 

jf'o==(a+6+c)H(Hc--a)H(a+c--6)2+(a+6--c)2==4(a2+6Hc2) 
ist  5  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

^(^S^) = •"  V6«c2(a2+62+ca)  sin  a« + V*  V2(a«+6Hc«)  sin  21« 

=—  V62c2(aH6*+c«)  sin  21«, 
also 

41)  (^^g^=-V6'c«(««+6'«+c«)sirim 
Also  ist  nach  den  obigen  Gleichungen : 

Aber 

=  iJ  8 1  (a+6+c)»  +  (6+c-a)8 + (a+c— 6)8  +  (a+6— c)8|_(a«+68+c») , 


29 

uod ,  wie  man  leicht  findet : 

(a+6  +  c)«+(6+c— a)«+(a+c  — Ä)«  +  (o  +  &— c)8 

=4a«  +  112a«6»+280a46*  +  112o«&«+46« 

+  (112a«  +  1680a4A«+1680a264  +ll2b^)c^ 

+  (280a4  +  1680a26«  +  280&*)c4 

+  (112aa  +  1126«)c<» 

also 

«iff  I  (a+b+c)^  +  (6+c— a)H  (a+c— 6)» + (a+Ä-^)»} 

=  «V  (ö® + 28a«6«  +  70a464  +  280«^«  +  b^ 

+  ^;,  (28aö  +  420a46a+420a«64  +  28äö)c« 

+  U70a^  ^420a%^  +  70b^)c^ 

+  ^\  (28a2  +  286«)cö 

1 
ö4' 


+  AC8, 


und  folglich 


41fd  A  0  —  *  0 

=  —  öV  (63«8— 28aW-.  70a*64  —  28a«&«+636«) 

+  oV  (28aö + 420a4&2  ^  4200*64  +  2Sb^)c^ 

+  6'4(70a4  +  420a26«  +  7064)c* 

+  Ä(28oa+2862)c» 

-Sic«. 

Dividirt  man  nun  mit 

a4  +  64  +  c4  Jl,  2(a«6«  +  6«c«  +  c^ä^) 

= c4  —  2(a2  +  62)c2+ «4  _  2a26« + 64 
in 

63e.8_(28a*+2862)c« 

—  (70a4  +  420a26«  +  7064)c4 

—  (28a« + 420a46a + 4200*64  +  286«)c2 

+  (63«» — 28a662 — 70a464 — 28a«6« + 636») 
hinein »  so  erhält  man  als  Quotienten  die  Grosse 

63c4  +  98(aH6*)c* + 63ft4  ^  98a*6«+ 6364 
=  63(a4  +64  +  c4)  +  98(a*62+  b^c^  +  c^a^ , 

und  es  ist  folglich 

=  —  6^^  {a4  4  A4  +  c4  — 2(a26«+  b^c^ + c«a*)  | 
X{63(a4+64+c4)  +  98(a*6«+6«c2+caa«) } , 
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d.  i.  nach  dem  Obigen 


H  8 

=r\ö^c^\  63  (a4+64  -|-c4)  +98  (a%^+  Ä«c«  +  c^a«)  1  sin  21«. 
Weil  nun 

k'o = (a+6+c)2+ (6+c-a)2  +  (a+c— 6)«+  (a+6— c)«=4(aH^Hc^)5 

j^'o=(o+6+e)4  +  (Hc— a)4  +  (a+c— 6)4+(a+&— c)* 
=4|a4+64  +  c4+6(a262  +  6*c2+c2a«)} 

ist,  so  Ist  nach  dem  Obigen 

^^)=— vg*  62c2(aHÄHc^*siD3(« 

+  Vi  bH^  {«4  +  64  +c4  +  6(02^2 + bH^  +  c^a«)  j  sin  21« 

—  B^,62c2{63(a4  +  64 +c4)+98(a2^2+62cHc2a2)j  sinSt«, 
also 

42)  (^T^=— ö'46*c2  |99(a4+64+c4)+74(a26H6^cHc^«*)|sin212. 

Daher  ist 

43)  cosJE= 
1— ^i^62c»siD3l2.a;4 

— sÄjö^c«  (aa+6Hc«)  sin  "ü^.x^ 

—BffB'uTü6*c2{99  (04+64  + c4)  +  74(a2Ä2  +  6-^c2  +  c2a2)j  sin Ä^.ar», 

wobei  nur  erst  Glieder  der  zehnten  Ordnung  vernachlässigt   sind. 
Führt  man  die  aus  dem  vorhergehenden  Paragraphen  bekannte 
Grösse  S)  ein,  so  wird 

44)  cos  E  = 

1— J35%4 

—  «Jvü{99(a4+64+c4)+74(a262  |- b^c^-\^c^a^)\'S>^x^. 
Führt  man  die  Grossen  a^  =  a:r,  6^  =  6:r,  6*i  =  ex  ein,  so  wird 

45)  cos£=: 
1— Ä6i*ci2sin2t2 

-rii6i%i*(ai2+6i«+cx2)sin2l2 
-»irÄ4A^Ci2{99(ai4+6^4+ej4)+74(ai26i2+^^2^^2^.ei2a,2),sin2(2 

und,  wenn  man  wieder 

2)i  =  46iCisina 

setzt: 
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46)  cos^  = 
-,'.(ai*+*i»+Ci«)SDi* 


Weil 


oder 


§.  5. 


47)  — 5 =2co8A—z 

'        ox  ox 


ist  5   so  ist  nach  dem  schon  in  dem  vorhergehenden  Paragraphen 
angewandten  bekannten  Satze  aus  der  Differentialrechnung  allgemein : 

^n^  ,    3»+^.cos^2  .8»4^icosJ 

^^^  *'       8^+1      =    ^^«^    8a;n+i 

8cos^  8"co8/l 

+''i"8i~'""5S5r- 

8*cos^    8"^^ cos  ^ 

u.  s.  w. 

8*~^  cos  .i^   8^co8.i4 
+^•^1    da^-^     '     dx^ 

8"  cos  A   8  cos  ^ 


+  Wn 


dx^    '     Si 


Setzt  man  nun  hierin  für  n  eine  gerade  Zahl^  so  erhellet  auf 
der  Stelle  ^dass»  so  wie  nach  §.  2.  die  Grössen 

/8co^^\     /8^cos^\     /8^cos^\     ^S^co8A\ 

\    dx    J'  \    dx^    J'  V    Sx^    J'   \    öx^    J'"" 

sSmmtlich  verschwinden^  auch  die  Grossen 

/8.cosJn     /8^ .  cos  A^\     /d^.cosA^\     /Sr^sA^\ 

\      Sx     J'  \     Sx^     )'  V      3^^     /'  V      BP~J"" 

sämmtlich  verschwinden.    Weil  aber 

cosA^+sinA^=zl, 
und  folglich 

8».cos24^    8'*.sin^^ 

^      ^      8a;«      "~" 
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ist,  so  verschwindeD  offenbar  auch  die  Grossen 

/8 .  sin  A^\     /8^sin^\     /'d^.ainA^\     /d^.sinA^\ 

\      da:      J'   \      dx^     J'  \     dx^     )'   \      hx^     )''' 

sämmtiich,  und  da  nun  ganz  auf  ähnliche  Art  wie  vorher 


i-/\v  1    8sin^*       .     .dsin^ 
50)  i.-g-_=siD^-g^, 


also  allgemein 


•   ,,  ,   8»fi.fiiDil«  .      >+i8ini4 

^1)  ^— ä^Ji+I— =     ^^°^    8^+1 

8sini<  8"sini4 

S^sin^  8»-~^sin^ 

u.  s.  w. 
fr^^sin-i^  fflsin^ 

8"  sin  A  8  sin  ^4 

ist,   so  erhellet,   wenn  man  in  dieser  Gleichung  nach  und  nach 
91  =  0,  2,  4,  6,  8,....  setzt,  sehr  leicht,  dass  auch  die  Grössen 

/8  sJD  A\     /a»6in^\     (Z^&mA\     (^smÄ\ 

sämmtlich  verschwinden. 
Weil  endlich 


8cosiJl  .      dA 


und  folglich  allgemein 


^ox  8"+^  cos  A  .    ß^^A 

^^)      8>+i     =^^*''^8SHrr 

8sin^  8*^ 
*    8a?    *  8ä" 

g^sinJ  8»-M 
""^'^    dx^    •8j:'^i 

u.  s.  w. 

8»^^sin\4  8®^ 

8"sin^  8^ 
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ist«    so   erhellet  auch«   ^enn  man  in   dieser  Gleichung  nach  und 
nach  n=0,  2,  i,  6«  8,  ....  setzt«  sehr  leicht«  dass  die  Grdssen 

/dA\     /d^\     /aM\     /9^\ 
\JSiJ'  \dx^J'  W>/'  \dxrj'    ••• 

sämmtlich  verschwinden. 
Weil  nun 

dcos^  .    JA    dsinJ  JA 

ist«  so  hat  man  die  folgenden  GleichuHgeo : 

d^cosA           .     .S^A     dsinA'dA 
--gj5-=-.sin^g^a SJ-ai' 

8^cosi<  .      8M     ^88ini<  B^A 

^ffl>sin  i<  dKi 
^^    dx^    'SZ^ 

8^sin^   dA 

d^cosA  .      8M     ^8sin^  d^A 

dx^     ""'^®*"'^8ar«'^^""5]r8^ 

'"^"    dx^      SS* 

l^8^sin_^  8M 
8^:^    '  dx^ 

8*sjnj<  8M 
~^    8ir4    'dx^ 

8^sin^  dA 

dx^    '  dx ' 

u.  s.  w. 


und 


8*sin^  ^3^A  .  8cos^   dA 


8ar« 

—  «-"B^g^a 

■      dx     • 

aar' 

8«  sin  il 

.8M 

.  „dco8^ 
+  *    Sa: 

•8ar' 

,   „8*C08^ 

8«-4 
•8a;« 

.    d'cos^ 

!)A 

+       aar» 

'da' 

Theil  IX. 
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J.K   ^^  COS  ^   3*^ 

+  ^      So:*       dx^ 

u.  s.  w. 
also  nach  detn  Vorhergehenden: 

U.    S.   VI. 

und 

/a^cos^\ /a*^\ 

U.    S.    «V. 

Ordnet  man  nun  diese  Gleichungen  auf  folgende  Art : 
riß  cos  A\         ,.     ../S'A\ 

/a«cos^\       ,.  ^/aM\    -/a2sin^\/a«^\ 
/a '  sin  ^\    .      ..  (i*Ä\  .  ,  /ö*  cos  ^\  /a*^\ 


« 
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so  sieht  man  9  dass  «ich  mit  Hülfe  derselbeo  mittelst  der  aus  §.  3. 
bekannten  Weithe  von 

/a«cos^\      /8^co8^\      /d^co8A\ 
nach  und  nach  die  Grössen 

finden  lassen ^  wobei  man  nur  zu  beachten  hat,  dass  nach  dem 
Obigen«  und  wie  sieh  auch  von  selbst  versteht ,  (co8ii)=cosX9 
(BiDA)=Bin7l,  (A)  =  Ti  ist. 

Es  ist  also 

r-     A^f^'^\  f^^BA\ 

und  folglich  nach  17) : 

54)  rg^J=l6csinX 
Folglich  ist  nach  dem  Obigen  ferner: 

55)  f— gp— J^j6c8ln2lcos2l, 


oder 


^)  (^l^)=i(«'+c*--«»)«°2t. 


Ferner  ist 

+  i»s6c(36« + Sca—a«)  sin  a« 
=  6c  t  A  (S**»  +  3c«  -  a'^ — ;  (6«  +  c* — a«) }  sin  a«, 

d.  i. ,  wie  man  leicht  findet : 


57)  (g^)  ;=  Ä6c(7t»+  7c« +0«)«»  2t. 


3* 
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Also  ist  nach  dem  Obigen 

58)  (^^1^)  =  lÄc  I  rV(76«+7cHa*)  cos  H—bc  sin  31«  |  sin  21 
oder 

(^^)=  io  (7bH7cHa^  (6Hc«-aa)  sin  31 

d.  i. ,  wie  man  nach  leichter  Rechnung  findet: 

59)  (^g^) = TS («*  +36*+3c*~4o'»62+62ca-4c«o«) sin 2f . 
Ferner  is.t 

(8^cos^\ 

=  —  i6c(a*+36*+3c*  —  4aa6«  +  Ä^c«— 4c%2)  sin  ^l« 
—  A6c(6H^-a^)  (7ä2+7cHö*)  sin  ^l« 

und  folglich,  wie  man  nach  leichter  Rechnung  findet: 

«» © 

=  ^bc(a*  +  316*  +31c*  +  löa%^ + 31b^d^  +  16c%«)  sin  3t. 

Folglich  ist  nur  erst  mit  Vernachlässigung  von  Gliedern  der 
achten  Ordnung: 

61)  ^=3t  +  j6c  sin  31.^:2 

+  rhbcia^  +  762+  7^2)  sin  3t .  :i* 

+  iifl^6c(a*+316H31cH16a26a+3i^2e2+i6c«a«)sin3t .  o:«, 
oder 

62)  ^=31  + i©^:« 

+  Titir(a2  +  76«  +  7ca)©a:* 

+  tiUe  (a*+316*  +  31c*  +  16a«6«+  316«c2  +  16c«o2)  ©o:«, 

oder  auch 

63)  ^=3t+46iCisin3I 

+Tio6iei  (V  +  76x2+7ci«)sin  3t 
+«iBTF6iCi(ai*+316i*+31ci*  +  IdaiHi^+Slbi^Ci^+lGci^a^^Biu  X 
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oder 

+iilf<i(«i*+31A|*+31c/+16cii«6i«+31A|^iH16ri«ai«)3>i. 
Mit  VeraachlässiguDg  von  Giiedeni  der  sechsteo  Ordnung  ist  aber : 

65)  sinJ  =  8in2t-A(a*— **— c«)8in3C.Ä« 

.  +iliF(aH36*+3c*— 4a«6«+6V-4c«a«)8in3t-^S 

oder 

Offs  a\ 

66)  si.^=g-;(a«-6«-c«)ga;« 

+  T4«(a* +36*+3c*— 4oW+6M-4<jV)^**. 
Auch  ist  mit  demsdben  Grade  der  GeDaaiglceit : 

67)  siiiil=siD2t— i>,(ai«— 6i«-Ci«)siDK 

-hlo(«iH3*,*+3c,«-4oi^H6i*ci*-4«i^«)«iiia, 
oder 

Umgekehrt  ist  auch,   wie  man   leicht  findet ,    mit  demselben 
Grade  der  Genauigkeit: 

65*)  sin  a =8in  A + A  (a«— Ä*-«»)  sin  J .  o:« 

+viö(3a*— 6*— c*— 2a*6«+«6*c«— 2c*a«)sini<.  ar* 
oder 

67*)  «in2t=sini<+A  (a^«-.*!«—  Ci«)sin ^ 

+Tio(3ai*-6i*-Ci*-2ai«6iH86i«c,*-2ci^«)sin^- 

§.6.  s 

Nach  62)  hat  man  nun 

+  ,l»(«*»+7«»+7c»)5>a:* 

+  «»l.»  (a*  +  316«  +  31c* + 16o«6»  +  316 V+ 16c«o«)<Dx«. 

+  aa(*H7«^7c«)!I)a:« 

+  «»i««(6*  +31a*+3Ic*  +166V-f31<Ai«+16o^«)©«« 
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+  nUo  (c*+31a*  +  316«  +  16««o«+  Zl(flb^+m'c^  ©a;«. 

Addirt  nifcn  diese  drei  Gleichungen  zusftintnen,  so  erhSIt  man, 
weil 

(^  +  fi+C)— (21+®+€)=2£ 
ist: 

69)  2£;=5Dar«+,\(a2+6»+c2)2>^« 

oder 

70)  2Bia.©i +^4  («1»+  *i«+ci«)  a>i 

+  T.li.(ai*+*iHci*+«i«6iH-6,%Hcx«o,«)©i, 
oder 

Bestimmt  man  aber  aus  der  Gleichung  69)  die  Grosse  Qj:^> 
so  erhält  man  ohne  Schwierigkeit  mit  Vernachlässigung  von  Glie- 
delrb  der  achten  *)  Ordnung : 

— lÄü  (3a* +36H3c*-2aa6«— 2ft«c2-2e«o«)jEr* , 
oder 

73)  ©i=2£— i'ii(ai2+Äi«+Ci2)i; 

—  1  Aa  (3«!  *+36i  H3ci  *  -  2ai2Äi^2*i«Cia— 2ci*ai*)  £, 
oder 

74)  §=l-A(aiH  V+Ci^) 

— 58'g<r(3aiH3ÄiH3ci  -2ai«6i2— 26i%^2€iaai2). 

Führt  man  nun  den  gefundenen  Ausdruck  von  (Qx'^  in  den 
obigen  Ausdruck  von  A  ein^  so  erhält  man  nach  leichter  Rechnung: 

76)  A^H+IE 

-4^BiT(38a*  — 196*^19c*-^a%*+26«c^c2(^)£a:S 

wobei  \irieder  nur  Grusigen  der  achten  Ordnung  vernachlässigt  siDd« 
Auch  ist  mit  demselben  Grade  der  Genauigkeit: 


*)  Du  nättilidb  nadl  69)  i?  selbst  eine  Girosse  der  zweiten  Ofdnang  ist. 
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76)  A=Ti+}E 

Umgekehrt  «her  Ut 

77)  2I=^-j£ 

+  iir;Ä(j(38a*-^lö6*— 19c*  --a»6a+26«c^^-c«a«)£a:* 
oder 
79)  7i=A—lE 

+4iriiir{38«i*-W*i*-Wcj*-a,«6iH26i^i^Ci«ai«)  A. 

6aD2  äholidie  Formeln  ergebep  nieb  für  die  Winkel  B,  C 
und  9,  e. 

Geht  man  blos  bis  auF  Glieder  der  zweiten  Ordnung,  so  ist 
mit  Vernachlässigung  von  Gliedern  der  vierten  Ordnung : 

A  =  Tl  +  lE,  31=^— JE; 
79)  <  Ä=©  +  ?£,  »  =  Ä-J£; 

welches  bekanntlich  das  Legendre'sehe  Theorem  ist,  wenn  man 
nur  überlegt,  dass  in  allen  uDsern  obigen  Formeln  E  den  halben 
Excess  bezeichnet. 

Leicht  würde  man  in  die  obigen  Formeln  auch  den  ganzen 
Excess  einfuhren  können,  was  wir  dem  Lrser  überlassen. 

Um  eine  Controle  für  die  Richtigkeit  unserer  Rechnungen  zu 
haben ,  wollen  wir  mittelst  des  aus  6@)  sich  ergebenden  Ausdrucks 
von  E,  nftmlich 

£  =  l^a:»  +  ^»3  (o» + 4«  +  c«)3>  j:* 

die  Grosse  cosjEJ  nach  der  Formel 

co8E=l'-'iE^+^\E^ 

entwickeln,  und  den  sich  ergebeqden  Ausdruck  mit  dem  oben  in 
44)  ftvf  ganz  anderem  Wege  gefundenen  Ausdrucke  von  cosjEJ 
vergleichen. 

Es  ist  aber,  wie  man  leicht  findet: 


40 

+  yia  (a*  +  6*  +  c*  +  a^b^ + fi^c«  +  c%2)  JD^o:» 

und 

£^  =  A©*^=  AÄ^c^S«  sin  ?12 .  x"^ 

also 

cos£=l  — |JD*ar* 

jöV«  (a*  +  Ä*  +  c*  +  2o2Ä« + 2Ä«c2 + 2c«««)  \ 
*  —  ^ + Ti'iD  («*  +  6*  +  c*  +  a«6*+  6«c2 + c«o«)        |    ®«^». 


Da  nun 


«O       _1_       64       _k.       15       *>» 


und 


all  a 

TBOffTlI¥ir  —  61*4 

40      J_       64      _       30      74 

— 9  vrinr  t  5^11  bü      rsr  du — y«i  do 
ist,  so  ist 

cos£=l— |JD*a:4 

— i^rfBxr{99(a*  +  6*+c*)  +  74{a«6a+  6«c»+  c^a*)}  3)«a:«, 

welches  genau  mit  der  oben  auf  ganz  anderem  Wege  gefundenen 
Formel  44)  übereinstimmt. 

Um  eine  Controle  wie  die  vorhergehende  für  die  Richtigkeit 
der  obigen  etwas  weitläufigen  Rechnungen  zu  gewinnen ,  war  die 
nächste  Veranlassung  zu  den  in  §.  4  segebenen,  sonst  eigentlich 
für  unsern  gegenwärtigen  Zweck  nicht  unbedingt  erforderlichen 
Entwickelungen. 

§.7. 
Nach  einer  bekannten  Formel  def  sphärischen  Trigonometrie  ist 

oAN    .    I    a          cosH^^+g+QcosUg+g-^) 
80)  siniai«= %in£sinC    • 
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Nun  ist  aber,  wie  leicht  erhellen  wird» 

cos4(^  +  Ä+C)=— sinE, 

cosi  (B+  C-^Ä)=ain  (B+  C—E) ; 


also 


ftiN    •   1    2      fein  £  sin  (g+C^£) 

81)  sinifli*= -. — g-  .    y> — r- 

^        *  *  sin  ^  sin  C 


and  folglich 

a.sin^oi^     cos  ig  sin  (jg+  C— JS).^sin  Jgcos  {B^  C-^E) 
dE      ~  biüBbiüC 

also 

^^  8 .  sinioi«     sin  (B+  C-  2E) 
^> 5]B~=       sinÄsin(?     ' 

woraus  sich  nun  ferner  leicht 

8^sini^_     2cos(g+C— 2JK) 
5£ä      —  siDjffsinC 

8^siii4ai^_      2g,8in(g+C-2£) 
S£äi      —  —  öinÄsinC      ' 

^^  ^  a^.sinjaig  '2^.co»{B+C—2E) 

dE^      ""  sinÄsinC 

a^siiii^__     2^.sin(g+C— 210 
8£6      ""  sinÄsinC 

u.  s.  w. 

ergiebt.    Also  ist 

(siniai«)=0. 


84) 


/8.sintai^\_    sin(g+C) 

V  Si      /""     sinÄsinC 
/8^,siniQig\  _  _  2cos(g+C). 

V  8J5;*     y~"       sinÄsinC'* 

/S^^inioi 2\  _     2g.sin(g+C) 

V  8£3      y sinÄsinC    ' 

/8*^sini^\  _     23.co8(g+Q 

V  5E^^      /  sinÄsinC    ' 


u.  s.  w. 


und  folglich 
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'  *  sin^siDC   l 


2cos(^+C)    i:« 
"^    sinÄsioC  'O 

_2g.siD(g+C)      £'^ 
siiüBstaC    '1.2.3 

2«.cos(g+0        jE;^ 
"^    sinÄsinC       1.2.3.4 

_2*.sin(g+C)  Jgft 

sin  ^sin  C    '  1.2.3.4.5 

+ 


oder 


^,    .    ,    2      fiin(^+C)    2£      co8(g+Q    (2E)« 

StD(g+C)      (2E)3 

"~2sinJ5slDC' 1.2.3 

cos  (B+C)      (2E)* 
+  2«lBj?8inC1.2.5T4 

8in(g+C)         (2E)^ 
+  28inÄsin6"1.2.3.4.5 


Durch  Differentiation  nach  E  erhält  man : 

d.sin^ai*       ,    ,  ,     8«!      »,  .        8«i 

— ö-t; — =ßin  l«!  cos  5«!  5g'= i*»*°  ^  gr 

8inoi   2ai8at sinoi   S.Oi* 


also 


8£»      ""*•""«!    "    8"£^   ■*""       öE"-    dE 

g  sin^ 

,   sin  Ol   fl^.fli^     ^      '    Ol      Soi  8.q|^ 

""'•""^'    8£a  +*•        8ai  •  dE'  dE     ' 

sinox  8^.01^  ,  ,   OiCQsat — sinflt   Soi    8. 

^*''"5r""8E5^+*-       "^a'         •8£-" 


2 


■    __^     gingt   ^'^i^  ■  1  <iiC06C4"^ainai   S.«;*  8.g| 
— '•    Ol    •    dE^    '^•■^        i^;*  '"SB'TI 


a 
dE' 


Für  £=0  ist  a|=:0.     Bestimmt  man  nun  nach  den  bekann« 
ten  Regeln  die  Werthe  der  Brüche 
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810 17|       -  aicosfli — sing^ 


ffir  ai=^0,  so  erhält  man 

(sinai\__-     /oi  cos  Oi  —  sin  ai\_      , 

und  es  ist  also  nach  dem  Vorhergehenden 

d.  i. 

8in(.g4-0     ./8.«^»\ 

2cos(g+C)     ,  /8«.ai»\     ,  /e.gj'y 

Daher  ist 

°'^  V  SEJ—  aloBalnC 


und 


oder 


nnd 


'^n  ö£*/~~  Bin  Äste  C  "*"*<  810  Ä  sin  C'    ' 
89)  (-g^=4(cotÄ+  cot  O 

90)  (^^^) = 8 1  i  +  J  (cot  B^  f  cot  C»— cot  Äcot  Q  \. 


Daher  ist 

^'^  ''*  -       sinÄsinfi^ 

,.tcos(g+C)     ,  /sin(g+C)Y) 
"^^  <  sinÄsin  C      •  \8inBsmCj  *  ^ 
oder  »  . 

02)  oi^ = 4(cotÄ+cot  C)-ß+  i  { 1  + 1  (cot^Hcot  C^ — cotÄcot C) }  JP ; 
folglich >  wie  man  dmrch  leichte  Rechomg  findet: 

2«!*— h^  -  ci«  = — 4  (2  cot  A  ^  cot  Ä—  cot  C)  JB 

^(     2cot^*— cotÄ»— cotC«,  ■) 

"■*  j— cot^rcotÄ  +  cotO  +  2cotÄcotC3 
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und 

38ai  ^  —  IQbi  *  —  19ci  *  —  «1**1*  +  2fti»Ci« — Ci^Oi« 

^      j    288(2coti<«— cotÄ«— cotC^)  ) 

'^""  |+608(cot-4(cotÄ+cotC)— 2cotBcoto|  ^* 

Also    ist   nach   76)   mit  Vernachlfissigung   von   Gliedern   der 
achten  Ordnung: 

93)  A=zTl+lE 

-f  A(2coi^— -cot  J?-cot  C)£2 

2 cot^2_cot JB2— cot  C^  J  ~ 

cot^(cotÄ+cotO— 2cotÄcotC)  i       '. 

und  folglich  mit  demselben  Grade  der  Genauigkeit : 

94)  x= J— ;£ 

-  4\  (2  cot  ^  —  cot  Ä—  cot  C)  J5?* 

^    r     2cot^«— -cotÄ^^cotC*  }  ^, 

J— TV(cot^(cotÄ+cotC)-^2cotÄcotC)  J 

Auch  ist,  wie  man  leicht  findet: 

— 4(1  +  1(2  cot  ^a—cöt24(cotB+cotC)  +  cotÄcötC))£a, 

und 

Oi*+3fti4+3ci4— 4ai«Äi«+V^i*— 4ci«V 
=  16  { 7  cot  ^a— cot -4  (cot  Ä + cpt  O -S  cot  Ä  cot  C)  £«, 

so  wie 

= 32  { 3  cot  A^ + cot  A  (cot  Ä+  cot  C)  +  ö.cot  B  cot  (/)  £«. 
Also  ist  nach  67)  und  66*) : 

95)  sin^=sin}(  +  |cot^sin2(.£ 

+  H 1  +  ^s  (24  cot -4*— 7  cot  ^(cotÄ+cotQ— 5cotÄcotO)  »in7i.E^ 

^nd 

96)  sin3(=sin^ — fcot^lsin^.f 

— Ul  +  T\(4cot^«-7cot-4(cotÄ+cotO— 5cotÄcotC))sia4.£a 

oder 

97)  ^^=zl  +  lcotA,E 
^  sin  21 

+J{l  +  TV(24cot^«— 7cot-4(cotÄ+cotO— 5cotÄcotC))iS* 
und 
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—  i  { 1  +  it  (4cot  i4«  — 7coM  (cot  Ä+cot  C)— öcotÄcot  C)]  JS«. 

Die  Anwendypg  der  im  Obij^en  eDtwickelten  Formeln  io  der 
Geodäsie  zu  zeigep ,  kann  hier  nicht  unsere  Absicht  sein ,  da  diese 
sehr  wichtige  Anwendung  als  hinreichend  bekannt  vorausgesetzt 
werden  kann.  Wir  bezweckten  hier  nur  eine  weiter^  als  gewohn- 
lich geschieht^  getriebene  Entwickelung  der  Formeln  nach  einer 
Methode  9  welche  leicht  erkennen  iässt^  wie  man  sieh  zu  verhalten 
'  haben  würde  ^  wenn  man  zu  noch  mehreren  Gliedern  fortschreiten 
wollte  >  welchem  nothwendigen  Erforderniss  uns  die  bisher  anee« 
wandten  Entwickelungsmethoden  nifht  gehörig  zu  entsprechen 
scheinen.  Auch  braucht  hier  nicht  erläutert  zu  werden,  wie  man 
sich  zu  verhalten  haben  würde,  wenn  die  Winkel  oder  Bogen 
nicht  wie  vorher  in  Theilen  des  der  Einheit  gleichen  Halbmessers, 
sondern  in  einem  andern  Maasse  ausgedrückt  werden  sollten, 
welches  Alles  zu  bekannt  und  namentlich  einem  Jeden,  wer  in 
geodätischen  Rechnungen  nur  einigermaassen  geübt  ist,  zu  geläufig 
ist,  als  dass  darüber  hier  noch  besondere  Bemerkungen  nöthig 
sein  sollten. 


IV. 

Anwendung  der  Tlieorle  der  Um- 
liiillnngrsenrven  anf  die  Scliatten- 

eonstructionen« 

Von 

Herrn  Cf.  T.  Meyer, 

Bergwerkscandidaten   zu    Freiberg. 


So  vielfache  Anwendung  die  Mathematik  schon  in  jeder  Be- 
ziehung und  unter  den  verschiedenartigsten  Verhältnissen  erlitten 
hat,  so  ist  doch  nicht  zu  leuenen,  dass  es  auch  noch  Zweige 
der  Wissenschaft  und  der  Praktik  ^ebt,  wo  sie  entweder  gänz- 
lich vermisst  wird,  oder  doch  wenigstens  ein  grösserer  Einflusg 
derselben  zu  wünschen  wäre.  Zu  der  erstem  dieser  beiden  Ab- 
theilungen, nämlich  deur  der  Wissenschaft,  gehört  auch  unstreitig 


<4h^  MKif  «fewMf  tSäJBtif  IfnAst  itfffmtBV  ^bbE  ssTSBrnutri         ^ 
Willy  fnt  ßfftttF  m  ifraüHi^  iMwiwwtmi 

i6m»  »d^  inMi.  bte  iMit  int  4» 


«4i#mft  <9§ttwf«b;     frrli  <^»fi»  buir  d^r  tinÖM^Ubmt  haUhtm , 

1^rtn»tinnMlrp0im  statt,  an  w^tiut  meh  lüaaa  dl»  alksnnesiMii  ffatlk^ 

tvi^mfinif  (li«i^  ft^itaiinfiiilioifMr  imd  nöaliefr  aniL  Th«!  aar  cd»  bc- 

ÄtIHi  ftfr  ;in^  ^^rsH^fumftmwr  Kiiditiiiieni  Cneane  sstiflbct  wini» 
mitrntu'M  m€  4»  iUwJk  rMttidick,.  (tau»  vA  midi  im  Foienim  osr- 
tmntlii'M  mit  fina  ftntsftdnfutkorpifni.  fisr  as^mtsn  Olaiiiiiii^  b«ae&a£- 
#l|vm  i«Mnfi#<  jnnuii  .«>lit&4t»  dl«  »n  haaässxtmn  vntknmnumd&n 
tß^ff^  f^pdf  nika&eh  4tm  tAtsainmAilrp^r4t»ihm9Kk»^  «iB^Kni- 
IM»  nml  4tfar  h^ss^fh^initib^ r  alivK^rtr  Kinssir  ^feamicL,.  Uim&c^ 

fciÄwfi  4f«r  ^^muuififim  K^irp^r^  jnämüf-k  K^bj  rot  Knoii  &<irxft. 

4li{|f^«*Jk  46m  fVinripr  an/  w#Cr&4i»  «»  ftier  iwmgntKrfc  anfammt^ 
#lMil  44  ^ifiit  an  iiuim  «dantsit  immtun  fefinnl». 


j^^f^^/"^^^^^     ^^i^w^w^^^^^        ^w^^"^^^!^^^^^^      ^^pw^^^      ,^_ 

^lillli^fflPifiwtlMiii-  ( A-  Ar  is^fflMflflwtA^n 

liMiÄrWikiin)  ütoJiülhinpni  T<in  KatigwurikSiPtm 

MMM»  .illlitiitt?  ^  i»  ipM»  fü«  Air 
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teo  Ordnung  der  Schatten  eine  Corve  deredben  Art  giebt,  und 
3)  in  Tvidcheni  Verhältniss  dann  die  neue  Curve  steht,  und  wie 
eine  Verein faclniog  der  Construction  eintreten  kann »  was  sich  frm- 
lieh  schon  mehr  auf  einselne,  specielle  Fälle  bezieht. 

Diese  drei  Fragen  werden  jedoch  nicht  scharf  getrennt  abge- 
handelt werden,  da  sie  ihrer  Natur  nach  zu  eng  verwandt  sind, 
als  dass  dies  ohne  Weitläufigkeiten  und  Wiederholnngen  geschehen 
kSante.  Zur  Losung  der  gestellten  Au^ben  ist  es  nur  Torerst 
erforderlich,  2u  zeigen,  von  welchem  Principe  der  Schattencon- 
struction  wir  hier  im  Allgemeinen  auszustehen  haben,  es  ist  die 
Basis  anzugeben,  wodurch  die  Theorie  der  Umhüllungscurven  in 
Wirksamkeit  zu  treten  vermag. 

Da  es  sich  hier  lediglich  um  dasPrincip  handelt,  und  solches 
an  sdhweren  F&Uen  mit  nicht  mehr  Vortfaeil,  als  an  einfachem, 
und  Aue  mit  grosserer  Cndeutllchkeit  dargethan  werden  kOnnte, 
wie  man  denn  in  allen  Stücken  von  dem  Ein&cfaeren  zum  Compli- 
elrteren  übergeht,  so  werden  wir  auch  hier  einen  der  einfachem 
Fälle  als  Grundlage  asnehmen ;  es  stehe  nämlich  der  den  .Schat- 
ten werfende  Rotationskörper  mit  der  Ebene  seiner  Neigung  paral- 
lel dem  Licbtstrahie.  Ist  dies  nicht  der  Fall,  so  wird  dadurch 
das  Cranze  nicht  geändert  und  blos  wenig  modiicirt,  wie  wir  spä- 
ter dttrdi  ein  ßeispiel  sehen  werden. 

Es  sei  z.  B.  der  horizontale  Schlagschatten  (natflrtich  geome- 
trisebe)  eines  Rotationskörpers,  wie  AdCD  in  Taf.  L  Fig.  1.  (im 
Aufriss  sind  die  Buchstaben  mit  einem  index  versehen)  zu  finden, 
der  von  I^chtstrahlen  parallel  der  Richtung  o:  beleuchtet  wird. 

Da  hierbei  die  Aufrissebene  meist  blos  dazu  dient,  um  die 
Rotationsfläche  ihrer  wirklichen  Gestalt  nach  dem  Beschauer  zu 
zeigen,  und  überhaupt  mehr  nur  als  Hilfsconstrnction  zu  betrach- 
ten ist,  so  wird  man  sie  gewöhnlich  parallel  der  Neigung  des 
RotatlonskfSipers  gelegt  finden ,  und  sollte  dies  nicht  der  Fall  sein, 
so  kann  man  sich  auch  leicht  ein  derartiges  Profil  verzeichnen  ; 
doch  soll  hierdurch  keineswegs  angedeutet  werden,  dass  dies  un- 
bedingt nöthig  sei,  sondern  es  dient  nur  zur  Vereinfachung,  wie 
man  auch  selbst  aus  dem  Verlaufe  deutlich  sehen  wird;  auch 
Hummel  hat  ein  ähnliches  Verfahren  bei  der  Schattenconstmction 
der  Kugel  befolgt  (8.  44.  des  obengenannten  Werkes). 

Man  suche  zuerst  den  Schatten  einer  durch  die  Axe  EF 
gehenden,  rechtwinklig  zur  Neigung  des  Körpers  liegenden  Ebene 
TSffJKJes  ist  dies  am  einfachsten;,  ^as  leicht  nach  den  gewöhn- 
lichen Regeln  der  optischen  Zeichnungslebre  geschehen  kann. 
Ist  die  Begrenzungslinie  eine  Curve  zweiter  Ordnung,  von  denen 
wir  hier  ausgehen,  so  wird  man  sich  der  Aufsuchung  einzelner, 
Punkte  blos  dann  bedienen,  wenn  die  Cnrve  eine  Hyperbel  ist, 
da  deren  Construction  selbst  nicht  viel  Vereinfachung  gewährt ; 
liat  man  es  aber  mit  einer  Parabel  oder  Ellipse  zu  tfaun,  so  wird 
Ynan  zweckmässig  nur  wenig  Punkte  bestimmen  und  dann  sogleich 
loie  Curve  auf  gewöhnlichem  geometrischen  Wege  vollends  aus- 
filhren.  Es  i^  nierzu  freilich  erforderlich,  zu  wissen,  dass  auch 
der  Schatten  dieselbe  Gattuns  der  Curven,  als  die  Rotationsfläche 
in  der  Begremsungslinie  zeigt,  und  ich  will  daher  mit  wenigen 
W#rten  dies  näher  tnrläiiteni,  da  eine  ausfährKciiere  Bewensiuh- 
rung  mich  zu  weit  vom  e^ntUdhen  Gegenstaitde  abführen  wfirde. 
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Liest  nämlich  die  Fläche,  wie- hier  angeDömmeo,  rechtwinklig 
gegen  den  Gnindriss  des  Lichtstrahls ,  so  werden  alle  Gurren 
sicli  bei  ihrer  Abbildung  im  Schatten  nur  inttofern  ändern  ^  al» 
ihre  Constanten  verschiedene  Werthe  erhalten ;  denn  offenbar 
bleiben  alle  Ordinaten  (wenn  man  die  Axe  der  Fläche  als  Abscfs- 
senaxe  betrachtet)  gleich  gross  und  rechtwinklig  zur  Abscissenaxe« 
welche  sich  vergrussert  oder  verkleinert  y  je  nach  der  Neigung  des 
Lichtstrahles  x  gegen  den  Horizont  und  der  Neigung  ß  des  Korpers 
(Taf.  L  Fig.  2.) ,  und  zwar  tritt  x^ ,  als  variable  Abscisse  an  die  Stelle 

von  a:=-r-V3 x»   so  dass   also  die  neue  Curve  die  Gleichung 

sin(p — «)'  ** 

yi=r/'(sin(^!l"a))  ^^^'  ^^®""  ^'*  *®'  ^^^^^  .y=A*)  war. 

Trifft  aber  der '  Lichtstrahl  im  Grundriss  schief  auf  dÜe  den 
Schatten  werfende  Fläche ,  so  eilt  dieses  Gesetz  nur  noch  bei  den 
Linien  der  zweiten  Ordnung,  da  solche  auch  für  zusammengehö- 
rige (nicht  rechtwinklig  auf  einander  stehende)  Durchmesser  die 
gewöhnlichen  Gleichungen  zeigen,  was  allgemein  fSr  alle  Curven 
nicht  bewiesen  werden  kann ,  obgleich  die  Möglichkeit  vorbanden 
ist,  dass  es  noch  für  viele  andere  Linien  höherer  Grade  Geltung 
hat.  (Es  ist  hier  natürlich  der  Kreis  als  zur  Gattung  der  Ellip- 
sen sehurig  angesehen  worden ;  er  ist  als  Ellipse  zu  betrachten, 
wo  kleine  und  grosse  Axe  denselben  Werth  erhalten.) 

Hat  man  sich  den  Schatten  dieser  Fläche  in  ghik  (Taf.  L 
Fig.  1.)  dargestellt,  so  verzeichne  man  sich  die  Ellipsenprojection 
eines  der  Kreisscbnitte  rechtwiiiklig  zur  Rotationsaxe,  etwa  cdah. 
Bei  der  Lage  des  Körpers,  die  die  Figur  darstellt,  ist  es  offen* 
bar,*  dass  die  beiden  Axen  der  Ellipse  auf  den  Schatten  der  Rota- 
tionsasce  und  rechtwinklig  dagegen  zu  liegen  kommen,  was  bei 
einer  schiefen  Beleuchtung  nicht  der  Fall  ist,  wie  das  letzte  Bei- 
spiel zeigen  wird ;  es  ist  dies  ein  nicht  wesentlicher ,  aber  doch 
sehr  erleichternder  Umstand.  Verzeichnet  man  nun  in  beliebigen, 
möglichst  kleinen  Abständen  auf  der  Schattenaxe  der  ghik  ähn- 
liche Ellipsen  nach  den  Axen  gihi,  g^h^,  g^h^  etc.,  so  geben 
diese  den  Schatten  von  eben  so  viel  rechtwinklig  zur  Axe  geführ- 
ten Durchschnitten  des  Rotationskörpers,  und  eine  tangentiale 
Verbindung  ihrer  C!onturen  muss  der  gesuchte  Schatten  des  Kör- 
pers selbst  sein.  Je  näher  man  die  Ellipsen  verzeichnet,  um  desto 
weniger  kann  man  fehlen,  und  legt  man  unendlich  viel  Ellipsen, 
so  wird  der  Schatten  auch  genau  richtig  werden;  d.  i.  mit  andern 
Worten,  eine  Umhüllungscurve  solcher  Ellipsen  giebt  den 
gesuchten  Schatten. 

Hieraus  folgt  nun  sogleich  die  Lösung  der  ersten  der  oben 
aufgeworfenen  Fragen:  wie  man  sich  überzeugen  kann,  welche 
Curve  als  Begrenzungslinie  des  Schattens  (oft  blos  seitlich,  da, 
wie  in  der  Figur,  oben  und  unten  halbe  Ellipsen  schliessen  müssen) 
resultirt;  denn  man  braucht  solche  blos  nach  der  gewöhnlichen 
Theorie  der  Umhüllungscurven ,  wie  sie  Littrow  in  seinem 
Werke  „Elemente  der  Algebra  und  Geometrie^^  angiebt,  zu 
berechnen ,  indem  ähnliche  Ellipsen  nach  einem  gewissen  Gesetze, 
welches  durch  die  erste  Schattencurve  gegeben  ist,  fortschreiten. 

Auf  das  Nähere  über  Umhüllungscurven  gehe  ich  hier  nicht 
besonders  ein,  da  sowohl  deren  Theorie  als» bdcannt  vorausgesetzt 
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w^fdeo  mufl»,  als  auch  das  Verfahren  sogicach'am  besten  durch 
die  Beispiele  deutlich  werden  wird. 

Es  sei  z.  B.  der  Rotationskdiper  aus  einem  PaEabelbogeb»  d«r 
sich  um  eine'Axe  hinter  seinem  Scheitel  dreht/  entstanden. 

Die  Begrenzungsiinie  des  Schatteos.  der  durch  die  Axe  recht- 
winkiie  zur  rfeigung  des  KOrpers  gelegten  FßTche  ist»  wie  frfiher 
gezei^,  eine  Curve  von  der  Form 

/arisin«  \_Af    p.sina 
yi-'f\^sin(ß^)J-\  sin(^-«)'^" 

also  wieder  eine  Parabel,  deren  Parameter=- .   '^ ^  ist;    doch 

kommt  hierauf  weiter  nichts  an,  sondern  wir  gehen  gleich  von  der 
Parabel  im  Schatten  aus,  deren  Gleichung  wir  yi^=pxi  nehmen 
wollen,  ist  nun  fe  die  Schattenprojection,  der  Axe  und  og^zzzokm 
der  kleinste  Abstand  derselben  von  d#  Curve  (natürlich  vom 
Scheitel),  welchen  wir  d  nennen  wollen,  so  wird  die  neue  Curve 
eine  Umhüliungscurve  ähnlicher  Ellipsen  sein,  deren  Mittelpunkt 
sieh  auf  fe  von  o  aus  nach  beiden  Seiten  fortbewegt,  wobei  die 
Axen  sicn  nach  den  Entfernungen  der  Curve  von  1/ ändern.  Be- 
zeichnen wir  die  variable 'Halbaxe  der  Ellipse  durch  r,  so  wird  der 
andere  Halbmesser  nr,  da  die  Ellipsen  ähfilich  sein  sollen,  wenn 
n  die  Verhältnisszahl  zwischen  beiden  Axen  bedeutet,  und  ist 
n  =  l,  so  ist  die  fortlaufende  Linie  ein  Kreis,  welcher  Fall  bet 
aufrechter  Stellung  des  Körpers  eintreten  würde.  Bezeichnen  wir 
ferner  die  variable  Entfernung  des  Halbmessers  r  von  dem  ange- 
nommenen Anfangspunkte  o  durch  a  (analog  Li  ttrow)  und  durch 
X  und  y  die  Cöordmaten  der  neuen  Curve,  sb~wifd  nach  der  Glei- 
chung der  Ellipse: 

^T      ^^      —is 

und  nach  der  der  Pai^bel: 

'■'■'■■  ••■•,.  »•=^+jj-».  "■   . ;     . 

woraus..  jTolgt:.' 


Aus  dieser  Gleichung  ii^t  nun  a  durch  Differenziiren  darauf 
als  Function  von  x  zu  bestimmen  und  dessen  Werth  dann  wieder 
zu  substituiren. 

DiVerenziirt  man  daher  obige  Gleichung,  so  folgt: 

«  « 

2(«-a;)=2««(d+^)|:.- 
Theil  n.  4 
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wooach  sieh  a  als  eine  Function  des  Sten  Grades  von  :r  darstellt; 

nnd  bei  der  Substitntion  derselben  in  obiee  Gleichung  i«t  leicht 

\6tsiclitlidi>    dasa  eine   Curve  buberer  Ordomif^  resultiren  müsse, 

worauf  mr  uns  aber  niebt  weiter  einlassen  wollen ,  da  wir  dasselbe 

ebfacher  zeigen  kSnnen^  indem  wir  i2=^^  annehmen;     es   wird 
dann : 

3     

OBd'soaacfc: 

3      ,  t 

«v+ (*+ vW)'=»** + V^^.)*- 

Setzt  man  zur  Vereinfachung  noch  ii=l>  so  wird: 

offenbar  die  Gleichung  eines  buhem  Grades. 

Viel  günstiger  föllt  schon  das  Resultat  aus,  wenn  der  Kuiper 
durch  eine  hyperbolische  Linie  beerenzt  ist^  d.  h.,  wenn  die  Pa- 
rabel der  vorigen  Angabe  in  eine  nalbe  Hyperbel  übergebt. 

Behält  man  vorige  Bezeichnungen  bei  >  bo  ist  in  diesem  Falle : 

r~V^P+^— a  +  rf, 

wo  a  und  6  die  Axen  der  Hyperbel  bezeichnen»  und  ist  im  Axe 
des  Rotationskörpers  zugleich  die  der  Hyperbel^  so  dass  sich 
also  gleichsam  eine  ganze  Hyperbel  um  ihre  imaginSre  Axe 
dreht  (wie  Taf.  I.  Fig.  1.  darstellt) ,  so  wird : 

Für  den  Fall  r=*jVfa+4»*— a+dT  ediSIt  man  ebenfalls  eine 
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Cnrve  hSheni  Grades,  für  r=*V6*+a*  regultirt  aber  wieder  eine 

Hyperbel«  was  sehr  erfreoUch  ist,  da  gerade  letasteres  Verfaftitniss 
dM  des  gewöhnlichen  Dmdrebangs-Hyperboloids  ist. 
Setzen  wir  vorerst: 

»=jV6»+o«— o  +  rf, 
so  geht  , 

Ober  in: 

Die  Differentiation  giebt: 

(o— a?)  V6«T^=n»(p«  V  «»+a«+  (rf-a)  J. «), 
V^+;?[«a--^)-:r]=i.«(rf-o)j.a, 

(«(l-^)-a:)«(ß«+a»>=n«  (rf-a)«.p.««, 

(«^a-^)*+*"-a^a-^)«)(*Ho«)=i««(rf-«)*p..^. 

Beseiehnet  man  l-^~pr  durch  (i,  so  wird: 

Bestimmt  man  hierausr  ir,  so  wird  solehes  eine  Functios  sehi, 
in  welcher  a:  «ivter   dem  vierten  Wnrselzeichen  vorkommt«   micl 

aetst  man  daher  aHj^eraein  a=9>(V^)  und  sulMstiitiiirt  diese  Gri^pse 
o|Mn,  MO  ist  doich  eme  leichte  Betrachtung  sogleich  zusehen«  dass  ;a 
mit  dtto  vitflen  Worzekeichen  bdiaftet  nicht-  ganz  »erscbwindm 

4* 
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kann,   so  dass  also   eine  Cfleichung  von  wenigstens  dem  vierten 
Grade  entstehen  muss. 

Bedeutend  einfacher  wird  die  Redniang  für 


denn  es  wird  nun: 

nV+(«-^)*=«*-p(**+a*); 


a* 


diCerenziirt : 


a: 


a — ar  =  — ga"-«» 


naa«""6«-n«a«' 


und  daher  die  gesuchte  Gleichung: 

y^       .  n^^a^  ' 6*jr* 

^+  (pZ:^2«2)2~ (42  _  „2^2)2+  i , 

y*     a?*(nWr-*6*)      ., 
a*"*^  (62— w*a*)*  ""*• 

a«     6*— «%*"-*' 

d.  i.  die  einer  Hyperbel,  wo  die  (Vuhere  Axe  a unverändert  bleibt, 

6  aber  in  V6* — n%*  übergebt  (y.  sind  hier  die  x\bscissen,  x  die 
Ordinaten  der  neuen  Hyperbel).  . 

Ist  6*<n*o*,  so  wird  die  Curve  nach  der  Formel  eine  Ellipse, 
doch  ist  dies  augenscheinlich  nur  für  die  nächsten  Punkte  des 
Scheitels  möglich,  so  dass  also  die  andern  Ellipsen  keihe  Ümhill- 
iungscurve  geben  können ;  die  nächst  grossere  wird  immer  die 
andere  umschliessen.  Der  Schatten  wira  dann  ^ch- picht  mehr 
von  der  Umhüllungscurve  abhängig  sein,  sondern  nur  aus  den 
beiden  Endellipsen  bestehen,  die  sich  dann  sehneiden  müssen. 

Durch  diese  Gleichung  bat  man  nicht  nur, bewiesen,  dass  der 
Schatten  des  Hyperboloids  wieder  eine  durch  äine  gan^e  Hyperbel 
b^repzte  Fläche  ist,  da  sidi  die  Axe^  a  nicht  änfj^rtj  .WjE^m  vie- 
len Fällen  schon  von  Nutzen  sein  wird»  sopd^p  man  ipai)Q.  anefc' 
sogleich  diese  Hyperbelnach  der  Abhängigkeit  der  neuen  von  der 
Ulten  Axe  a  und  6  constmiren ,  •  was  zwar  nicht  ein(kch  ist,^  älier 
doch  in  vielen  Fällen  einen  Vorzug  dagegen' -Tverdient;  dass  'ttik|b 
8i<^  durch  Schnitte  0.  a.  mehr  Punkte  des^  Sehättem^  bestimtbt  ^ 
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VoD  noch  grosserm  Vortheil  als  beim  Hyperboloide  wird  aber 
die^  Construction  durch  Urohüllnngscurven  bei  dem  Umdrehunss- 
Ellipsoide  oder  Sphäroide  und  dem  Umdrehungs  -  Paraboloide^ 
woran  sich  dann  ein  Körper  scbliesst^  der  aus  der  Drehung  einer 
Hyperbel  um  ihre  Hauptaxe  entsteht.  In  diesen  Fällen  resultirt 
nicnt  nur  dieselbe  Curve^  sondern  es  ergeben  sich  auch  ziemlich 
einfache  Abhängigkeitsverhältnisse,  welche  von  wesentlichem 
Nutzen  für  die  Zeichnung  sind. 

Aus  der  Vergleichmig  dieser  Fälle  mit  den  vorigen  ersieht  man 
sogleich  ^dass  aJ^mai  dieselbe  Curve  entsteht»  itenn  die  Rotation 
um  eipe  Axe  stattfindet»  dass  sich  aber  eine  Linie  höherer  Ord- 
nung ergiebt,  wenn  die  Rotationsaxe  nicht  mit  einer  Axe  der  Er- 
zeugungscirrve  zusammenfällt,  daher  auch  bei  der  Ellipse  und  der 
Hyperbel  zwei  verschiedene  Rotationsbewegungen  möglich  sind, 
uSmlich  um  die  grosse  und  kleine  Axe,  bei  der  Parabel  aber  blos 
eine  einzige  um  ihre  =eine  Axe,  um  im  Schatten  eine  Curve  der- 
eielben  Ait  zu  erhalten. 

Ich  werde  nun  auf, diesig  Körper  ^ecieller  eingehen  und  zwar 
bteim  Ellipsoide  beginnen.  - 

^\  Soll  (Taf.  1.  Fig.  39  ein  geneigt  stehendes  Sphäroid  ABCD 
(wo  wir  den  allgemeinen  Fall  annehmen ,  dass  die  notation  um  die 

grosse  Axe  staU^efunden  hat)  als  Schatten  auf  der  horizontalen 
lodenlläche  projicirt  werden,  so  wird  man,  wie  früher  schon  an- 
gegeben, erst  den  Schatten  einer  rechtwinklig  zur  Neigung  liegen- 
den, durch  die  Axe  AB  gehenden  Durchschnittsfläche  bestimmen 
und  dann  die  Ümhülluogscurve  der  ähnlichen  Ellipsen  suchen, 
welche  die  Projectionen  von  Schnitten  rechtwinklig  zu?  Axe  dar- 
stellen und  deren  Fortschreiten  durch  die  erstere  Ellipse  gegeben 
wird.  ,Es  sei  nun  die  Gleichung  der  erstem  Ellipse  aofy»  bei 
Beibehaltung  der  frühem  Benennungen, 


ß*  .  r* 


so  wird,  du  wie.  früher 


«2+6a-l* 


ist,  gellt' man  vom  Mittelpunkte  o  aus, 

■  •  .    ■       #    ■ 

-DiCerehziirt  man  diese  Gleichung,  so  folgt: 


a — xzzz 3-a,  a= 


und  folglich  wird  die  Gleichung  der  Umhüllungscurve : 
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«2^^2^2  +  p— 1- 

Der  gesucbte  Schatten  ist  also  eine  nene  Ellipse ,  deren  kleine 
Aze  gleich  der  des  Schattens  des  ersten  Schnittes  bleibt,  während 

die  grosse  :==V^a*  +  n*6*  wird,  d.  h.,  man  ranss  h  mit  dem  Ver- 
hättniss  n  (welches  man  leicht  dnrch  Messen  zweier  beliebigen  r 
und  nr,  etwa  o/'und  oCy  mit  einem  Maasstabe  und  Division  erhal- 
ten kann,  wenn  es  nuthig)  midtipliciren ,  weiche  6r5sse  sogleich 
in  oc  und  od  gegeben  ist^  nnd  dann  die  Hypotenuse  eu  den  recht- 
winklig  an  einander  gelegten  Linien  a  und  nh  ziehen,  um  die 
grosse  Axe  zu  erhalten.  Noch  einfacher  kann  man  dieselbe  auch 
dadurch  finden ,  dass  man  tanseutial  an  den  Aufriss  in  der  Rich- 
tung des  Lichtstrahls  eine  Linie  zieht  und  deren  Fnsspunkt  ^uif 
die  verlängerte  ab  projicirt;  denn  man  nuiss  den  Endpunkt  erhal- 
ten, da  der  Aufriss  als  ein  Yertikaldurchschnitt  betrachtet  wer- 
den kann. 

Es  ist  einleuchtend,  dass  man  bei  gewöhnlicher  Ausführung 
nicht  einmal  eist  die  Ellipsen  abfy  und  cdfg  zeichnen  wird,  son- 
dern man  findet  nur  die  Punkte  a,  o,  /,  g,  üund  d,  wo  oa=a6=:ii, 
ofz=zog-=^b,  oc^zodziznb  ist,  und  construirt  dann,  nachdem  man, 
wie  angegeben ,  die  neuen  Axen  gefunden  hat ,  sogleich  die  Schat- 
tenellipse,   was  am  besten  durch  Krümmungskreise  erfolgen  wird. 

Ist  dus  EUipsoid  durch  Drehung  um  die  kleine  Axe  entstan- 
den, so  bedingt  dies  nur  wenig  Unterschied  und  kann  somit  fBg- 
lich  übergangen  werden. 

2)  Den  Schatten  eines  Umdrehungs  -  Paraboloids ,  wie  ABC, 
zu  verzeichnen  (Taf.  II.  Fig.  1.). 

Das  Verfahren  bleibt  dem  frühem  ganz  ähnlich,  daher  wir 
uns  hier  auch  ziemlich  kurz  fassen  können.  Der  Schatten  des 
Schnittes  durch  CDFG  ist  cdfg,  und  zwar  wieder  eine  JParabel 
nach  der  frühern. Angabe;  man  hat  nicht  nuthig,  sie  zu  verzeich- 
nen, sondern  es  genügt,  die  Punkte  c,  d,  fnnd  g  zu  wissen. 
Der  Schatten  irgend  eines  Kreisschnittes  giebt  die  Axenpunkte  A, 
h,  i,  /,  oder  einfacher  nimmt  man  gleich  f,  g,  a»  6,  und  es  ist 
nun  die  Umhüllungscurve  zu  suchen,  welche  entsteht,  ^wenn  ähn- 
liche Ellipsen  auf  der  Linie  cd  nach  dem  Gesetze  der  Parabel 
fortschreiten.  Bezeichnet  man  analog  den  frühern  Beispielen  ok 
durch  r,  oi  durch  nr,  nennt  das  variable  eo-=a  und  die  Cootdi- 
naten  der  neuen  Curve  .<;  und  ^  v^n  Anfangspunkte  e  mus,  so 
wird,  bezeichnet  man  durch  p  den  Parameter  oer  Curve  fgei 


und 


also: 


r*=pa. 


differenziirt : 


woraus  folgt: 
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«y  +  (« — «)' = n*ptt ; 


'  d«  i.  die  Gleichung  einer  Parabel,   deren  Anfangspunkt  um  ^-j- 

weiter  auf  de^  Abscissenaxe  surflcklie^  als  bei  der  Parabel  y^=px. 
Es  findet  sonach  hier  das  eigenthümiiche  Verhältniss  statt,  dass 
üe  neue  Curve  von  der  alten  nur  dadurch  verschieden  ist,    dass 

ihr  Anfangspunkt  um  -^  welter  hinausgerflckt  wird.  Ist  die  Ellipse 

ein  Kreis,  d.  i.  n=l,  so  wird  die  Entfernung  j,  d.  h.  der  iSchei- 

tel  der  alten  Parabel  giebt  dann  den  Brennpunkt  der  neuen.  Um 
nim  diese  Parallel  zu  verzeichnen  ,^  ist  vor  Allem  nutfaig,  p  zu  be- 
«tinmien ,  was  ganz  einfach  auf  rein  geometrischem  W^e  erfolfft, 
Indem  in  c  der  Scheitel,  in  f  oder  ff  ein  beliebiger  Punkt  der  Pa- 
rabel vom  Parameter  p  gegeben  ist*;  man  verbinde  /  und  c  durch 
eine  gerade  Linie  und  errichte  darauf  in /^  ein  Perpendikel,  weiches 
die  Abscissenaxe  in  m  schneidet,  es  ist  sodann  md:=p.  Die  Ver- 
hftltnisszahl  n  findet  man,  wie  beim  Umdrehungs-Ellipsoide  ange- 
geben, =J7  (9^^^'^»  ^^^  nimmt  man  dann  p  —mal  und  ^ftgt 

solches  von  c  rfickwärti?  auf,  so  findet  man  den  neuen  Scheitel  c^, 
von  welchem  aus  man  nach  der  gewöhnlichen,  ziemlich  einfachen 
PaKabelconstruction  diese  selbst  verzeichnet.  Auf  andere,  ein- 
.  fiBtchere,  Weise  kann  man  auch  den  Scheitelpunkt  wie  beim  Sphäroide 
finden,  so  dass  man  also  nicht  einmal  n  ,zu  bestimmen  oraucht. 
Am  Ende  schHesst  die  Parabel  natürlich  tangential  an  den  eliipti- 
sehen  Schatten  der  Basis  des  Körpers  an. 

3)  Zwischen  dem  Sphäroide  und  dem  UmdrehungsParaboloide 
mitten  Inne  steht  gleichsam  der  dritte  zu  betrachtende  KSrper, 
der  nämlich,  welcher  aus  der  Drehung  einer  halben  Hyperbel  mn 
iiure  Abscissenaxe  entsteht ;  denn  in  der  Formel  ist  die  Abweichung 
vom  Ellipsoide  gering,  während  er  sich  der  Gestalt  nach  mehr 
dem  Paraboloide  nähert. 

Eine  «bermalij^e  Wiederholung  der  Zeichnung  wäre  jedenfalls 
fiberflüssig   und    Ich   beschränke    mich  daher  hier  darauf.    Mos 
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die  Formel  för  die  Schatten-Hyperbel  herzuieiten,  zumal  ein  solcher 
Körper  nur  selten  vorkommt. 

Behält  man  die  frühern  Bezeichnungen  bei,  so  wird  die  €rlei- 
chung  der  Ellipse  wieder: 

während  man  für  die  Hyperbel  hat: 


««     r« 


!• 


a«      6« 

es  ist  hier  a,  also  auch  a:,  vom  Mittelpunkte  (nicht  dem  Scheitel) 
der  Hyperbel  aus  gezählt.  Führt  man  nun  die  Rechnung  wie  ge- 
wOhnhch  durch,  so  erhält  man: 


differenziirt : 


n*62  .,  q2j. 


a— ar=r — sr«,  cc^ 


«2  »>  «-a2_„2^a»         ^ 
und  sonach      *  '       : 

d.  i .  die  Gleichung  einer  Hyperbel ,  wo  die  grosse  Axe  =  V^^^— w^^ 

die  kleine  z=&  ist. 

■ .  • «  •     .  •  "  _ 

.  Einen  Uebektand  bei  der  Verzeichnung  eines  solchen  Körpers 
giebt  nun  aber  die  Bestimmung  von  ^  und  6,  welche  blos  mittels 
Keciinung  erfolgen  kann,  indem  man-  mit  dem  Maasst^e  zu  zwei 
verschiedenen  Abscissep:  in  der  erstern  Hyperbel  zwei  verschie- 
dene Ordinalen  abnimmt;  aus  zwei  Gleichungen  lassen  sich  dann 
zwei  Unbekannte  a  und  b  finden.  Dies  ist  natürlich  blos  nOtfaig^, 
wenn  die  Gleichung  des  schatten  werfenden  Körpers  nicht  bestimmt 

fegeben  ist,  da  sich  sonst  hi.erau^^  wie  oben  gezeigt,  a  und  6 
nden  lässt.  Ein  um  so  günstigere'^  ^crbältniss  ist  es  daher,  dJEiss 
gek'ad^  dieser  Körper,  wie  schon  erwähnt,  zu  den  seltenen  eißbSrt 
und  durch  das  früher  beschriebene  btypetboloid  vertreten  wird. 

Ich  hoffe,  dass  durch  das  Vorhergehende  das  Principe  auf 
welches  es  wesentlich  ankommt,  hinlänglich  deutlich  geworden 
sein  wird,  so  dass  man  in  voifkommenden,  mehr  oder  weniger  ab- 
weichenden Fällen  im  Stande  ist,  sich  selbst  neue  FornldB  iUiid 
Abhängigli^eiten  zn  entwic|celq. 

Zum  Schlüsse  der  Betrachtung  über  Rotationskörper  will  .ich 
blos  noch  ein  Beispiel  anführen,  um  zu  zeigen,  dass  das  Verfah- 
ren sich  nur  wenig  ändert,  wenn  die  Lichtstrahlen  nicht  parallel 
der -Ebene  ^ner  Neigung  auf  den  Körper  fallen;^  es  treten  dann 
zusammengehörige  Durcfamesi^r  ad  die  Stelle  der  Axen. 
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Es  «ei  abo  (Taf.  II.  Fig.  2.)  ein  Sphärold  ABCD  von  einem 
eowobi  im  Grand-  als  Aufritis  schief  stehenden  Liohtstrahi  X  be- 
leeditet  und  es  soll  der  Schatten  gefunden  «verden»  den  es  auf 
die  horizontale  Bodenfläche  wirft 

(Dm  auch  die  sehr  nützliche  Anwendung  auf  das  geometrische 
Zeichoen  darzntbun,  sei  es  mir  erlaubt  ^  hier  abweichend  darauf 
aufmerksam  zu  macheb,  wie  leicht  sich,  hat  man-^iJSiC^JD|  im 
Anfriss  gegeben,  dieses  EUipsoid  in  den  Grandriss  zeichnen  iässt; 
man  hat  blos  nuthig,  die  Linien  oofi»  ßß^  taneentiai  von  der 
Ellipse  des  Aufrisses  herabzuziehen ,  so  giebt  op  eine  Axe  der 
Ellipse  im  Grundriss,  während  die  zweite  rechtwinklig  dagegen, 
FG,  natOrlich  gleich  CtDi  ist;  hieraus  verzeichnet  man  &nn 
leicht,  am  besten  durch  Krflmmungskreise,  die  Ellipse.  Es  genügt 
zur  Erklärang  dieses  Verfahrens,  vorher  zu  wissen,  dass  wieder 
eine  Ellipse  resultiren  müsse,  und  dies  ist  einleuchtend,  da  man 
sidi  als  ElliDsen  darstellende  Kreise  hat,  die  wieder  nach  einer 
projicirten  Ejlipse  fortschreiten,  ganz  ähnlich  wie  bei  dem  früher 
Mschriebenen  Falle  der  Schattenconstruction.) 

Man  verzeichne  sich  zuerst,  ganz  wie  früher,  den  Schatten 
einer  durch  die  Axe  CD  gehenden,  rechtwinklig  zur  Neigung  des 


Körpers,  also  auch  rechtwinklig  zur  Aufrissebene,  iiegenden 
iSchnittebene,  al^g,  und  hierauf  den  Schatten  eines  Kreisdurch- 
schnittes des  Körpers,  am  besten  den  durch  die  Mitte,  als  cdfg» 
Es  ist  nicht  nOthig,  beide  Zeichnungen  auszuführen,  sondern  es 
genügt,  wie  wir  später  sehen  werden,  die  einer,  nämlich  am  besten 
der  Beinern,  was  von  der  Neigung  des  Ellipsoids  abhängt;  hier 
wird  man  also  blos  ahfg  auszuführen  haben.  Die  Constrnction 
dieser  Ellipsen  ergiebt  sich  daraus,  dass  sowohl  ab  und  gf,  als 
auch  fg  und  cd  zusammengehörige  Durchmesser  derselben  sind, 
wovon  man  sich  dadurch  überzeugen  kann,  dass  sowohl  die  Axe 
AB  9  als  auch  der  Kreisdurchmesser  CD  alle  mit  dem  andern 
Durchmesser  parallele  Sehnen  halbirt,  was  auch  im  Schatten  blei- 
ben muss.  ■  Die  Aufgabe  besteht  nun  eigentlich  darin,  die  Umhül- 
luDgscurve  zu  suchen,  welche  aus  der  Fortbewegung  von  Ellipsen 
Sbidich  cdfg  auf  ab  nach  dem  Gesetze  der  Veränderung  von  Pa- 
rallelen mit  gf  oder  of  in  der  Ellipse  abfg  entsteht;  dasselbe 
Resultat  ergieot  sich  aber  auch,-  wenn  man  umgekehrt  Ellipsen 
SbiüiGh  abgf  auf  cd  nach  den  Ordinaten  der  £dlipse  ci^/*  sich 
fortlaufend  denkt,  was  auch  aus  der  Betrachtung  des  Elnpsoids 
selbieit  hervorgeht,  und  darauf  gründet  es  sich,  'dass  man  eine 
beliebige; der  Kreiden  Ellipsen  ausziehen  kann,  nämlich  die,  welche 
man  als  fortschreitend  annimmt,  wozu  man  natürlich  lieber  die 
kleinere  wählt.  .  Dass^  aber  überhaupt  eine  Ellipse  ausp^ezpgen 
winrden  muss  ütid  mäh  nicht  wie  bei  dem  frühern  Falle  einer  pa- 
rallelen Beleu<;htung  verfahren  kann,  soll  gleich  im  Folgenden 
nfther  gezeigt  werden.  Will  man  nämlich  diese  Aufgabe,  wie  ^e 
bier  gestellt  ist«,  sogleich  lösen,  so  wird  man  nicht  nur  Winkel 
eiilfUbren'  mflsseki,  sondern  auch  ziemlich  grosse  Ausdrücke  der 
AM^^gigkeit  erhalten,  welche  für  die  Zeichnung  unbrauchbar  sind; 
dagegen  komAit  man  zu  einem  sehr  einfachen  Resultate,  wenn 
man  die  zusammengehörigen  Durchmesser  der'  fortschreitenden 
Eilipsel  verlegt,  nämuch  so,  dass  der  eine  auf  die  Linie  fiült,  auf 
der  die  Ellipsen  fortschreiten;  es  wird  dann  hk  der  eine,  mn  der 
andere  der  zusammengehörigen  Durchmesser.  Hiernach  lassen  sich. 
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niia  eiDfacbe  AbhiogigbBitBverhältnisse  der  Umhüilangscurve  finden. 
Bezeichnet  man  ok  m  Ebilbmesser  der  sich  verändernden  Ellipse 

durch  r  und  om  durch  nty    also  — F-=n«  so  wird,  behält  man  die 

and«m  BezeSchMingen  wie  frfiher  bei,  so  dass  also  ocxrz^oA-^ay 
ofrs=:og^=ihy  «rzfintferaung  des  r  von  o,  jr  die  Abscivse  der  Um«- 
MlungscurFe  von  o  ans  imd  y  die  da,zn  gehörige  Ordinate  paral- 
lel r  ist,  da  för  zusammengeliorige  Darchmesser  dieselben  dei- 
dnrogen  als  fSr  die  Axen  gelten : 

und 

WO  fi  das  Verhältniss  angiebt,  in  dem  die  mit  h  parallelen  Dnrcli- 
messer  zu  dem  rariablen  r  stehen  (es  ist  dies  ein  constantes  Ver- 
hältniss, da  beide  Linien  immer  denselben  Winkel  einschtiessende 
JDnrchmesser  ähnlicher  Ellipsen  sind).  Es  ist  nun  aber  hiereaeh  r 
in  dem  Stande  wie  ok=:(ib,  und  bezeichnet  man  diese  constanfe 
Grösse  durch  f,  so  wird  demnach: 


und  folglich 


r  =  --V«i*— «*, 


«y*+(«-^)*=n«^(aa— flf«). 


welche  Gleichung  wir  auch  friSher  hatten,  nur  dass  hier  f  statt 
dort  6  steht.    Ganz  ähnlich  wird  daher  auch  das  Resultat: 

die  Gleichung  einer  Ellipse  zwischen  znsammengehgrigen  Ihirch- 

messern,  von  welchen  einer  =V^a*-|-n*P  ist  und  der  andere  =/ 
bleibt. 

Um  also  den  Durchmesser  der  zu  verzeichnenden  Ellipse  auf 
der  verlängerten  cd  zu  finden,  errichte  man  in  o  ein  Perpendikel, 
mache  dasselbe  =n/,  *d.  i.  =Qm,  und  ziehe  die  Hypotenuse  pc, 

welche  die  verlangte  Grosse  V^a^+n*/*  eiebt.  Aus  den  zusam- 
mengehorieen  Durchmessern  hk  und  st  Beschreibt  man  nun  wie 
gewohnlicC  die  Ellipse. 

Die  Construction  der  Ellipse  aas  zusammengehörigen  Durcb- 
messern  kann  auf  verschiedene  Weise  erfolgen;  eine  ziemiicfa 
«in&che  Art  will  ich,  hier  anhangsweise  noch  beifügen,  ohne  jedo^ 
rinen  weitem  Beweis  dafür  zu  liefern. 

Hau  beschr^be  um  den  einen  Durchmesser,  am  besten  den 
grossem»  AB  (Taf.  I.  Fig.  4.),  einen  Kreis  oder  Halbkreis',  er- 
riefate  auif  AB  im  Mittelpunkte  C  ein  Perpendikel  CF  und  ver- 
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binde  FE;  leet  man  nun  durch  beliebig  Punkte  €%,  f\,  C^,  C±  etc. 
der  AB  ähnlicne  Dreiecke  im  Halbkreise,  was  leicht  durch  Paral- 
lelen geschieht,  so  erhält  man  in  £|,  E2,  E^,  £4  etc.  beliebig 
Tiele  Funkte  der  Ellipse. 

Man  kann  auch  die  Methode  der  Construction  durch  Kriim- 
mnngskreise  hier  anwenden,  obgleich  mit  weniger  Yortheil,  als 
wenn  die  Azen  gegeben  sind.  ' 

Nachdem  nun  so  das  Princip  festgestellt  und  auch  die  Rota- 
tionskörper ziemlich  ausführlich  betrachtet  worden  sind,  bleibt  es 
nur  noch  übrig,  auch  mit  wenig  Worten  auf  die  gekrümmten 
Flächen  der  zweiten  Ordnung  überhaupt  einzugehen  und  deren 
Relationen  zu  den  beschriebenen  Umdrebungskurpern  der  zweiten 
OrdDUOS  amnigeben.  JMe  Uerhergehongen  K5iper  sind  nan^nl» 
lieb:  <&s  Eilipsoid«  das  Paraboloid  (elliptisches  Paraboloid)^  das 
H3fperbole(d  tind  zwar  mit  einem  und  mit  zwei  MKnteln  oder  mit 
ununterbrochener  oder  getrennten  H5hhingeo,  and  endlich  das  hyper- 
bolische Paraboloid. 

Was  das  EUipsoid  betrifft,  so  ist  das  Verfahren  bei  der  Schat- 
tenzeiehnung  ganz  wie  beim  Spbäroid,  nur  dass  ein  elliptischer 
Durchschnitt  sich  statt  eines  Kreisdurchschnittes  im  Schatten  als 
Ellipse  projicirt«  Der  einzige  Unterschied,  der  eintreten  kann,  ist, 
dass  sich  bei  paralleler  Beleuchtung  schon  ein  Fall  ähnlich  dem 
zuletzt  erwähnten  bei  schiefer  Beleuchtung  herausstellt,  was  Ton 
der  Stellung  der  Neigung  des  Korpers  abhängt. 

Das  elliptische  Paraboloid  vernält  sich  zum  Umdrehungspara- 
beloid  ganz  wie  das  Eüipsoid  zum  Spbäroid,  so  dass  hierüber 
nichts  weiter  zu  sagen  ist,  und  ebendasselbe  gilt  von  einem  Hyper- 
boloide mit  einem  Mantel  zum  Umdrehungshyperboioide ,  wie  ans 
der  Entstehung  solcher  KSrper  sehr  leicht  tolgt ;  s.  Leroy  „Dar- 
stellende fi-eometrie'',  deutsch  von  Kauffmann.    S.  38. 

Das  Hyperboloid  mit  zwei  Mänteln  oder  getrennten  H«ihlunffen 
findet  seinen  Reprisentanten  in  dem  dritten  der  drei  zuletzt  be- 
trachteten Rotationskörper,  der  aus  der  Drehune  einer  Hyperbel 
um  ihre  wirkliche  Axe  entsteht,  nur  dass  wir  im  Beispiel  sich  blos 
eine  halbe  Hyperbel  drehen  Hessen ,  während  bei  diesem  Hyperbo- 
loid die  andere  Hälfte  nicht  vemadilässigt  werden  darf.  Es  hat 
dies  noch  den  Vortheil,  dass  man  dann  gleich  den  Axenwerth  a 
mit  im  Schatten  erhält. 

Der  letzte  dieser  Körper,  das  hyperbolische  Paraboloid,  hat 
zwar  keinen  Vertreter  im  Frühern ,  doch  werden  wir  auch  darüber 
kqra  hinweggehen  k<Snnen ,  indem  der  Kiirper  zu  ungewöhnlich  Ist, 
tun  «ine  Fonnelableftung  zu  lohnen ,  bei  welcher  man  es  offenbar 
steht  mit  einer  UmhüUungscurve  fortlaufender  Ellipsen,  sondern 
vielmehr  von  Parabeln  oder  Hyperbeln  zu  thun  hat,  die  nach  einer 
andern  Parabel  fortschreiten. 
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V. 


■I       f 


ireber  tlie  verscliiedeiieii  AnsdruclLe 
466  RiüiiiiiningshallMHessers  ^Hier  se- 

'.  -  ■;■■  ■  •     ■■.'  •■  •       ron,d«ii_     :' ;  ■  ■ 

Herrn  Dr.  J.  Ph.  Wolferö, 

'.    astironomischeil  tl^chner  an  der  Konigl.  Sternwarte 'zn  Berlin. 


,"* 


:  .  In  den  Lehrbüchern  der  Mechanik  kottifnea:  verschiedene  Atus^ 
drücke  des  Krümmungshalbmessers  in  Anwendung ,  je  nachdem 
man  andere  Coordinaten  oder  andere  Urvariabeln  annimmt.  Einige 
derselben  werden  auf  nicht,  ganz  einfache  Weise  hergeleitet,  wes^ 
halb  hier  einmal  der  Versuch  gemaeht  werden  soll ,  dieselben  i^ysije- 
matisch  herzuleiten.  .  Hierbei  wird  jedoch  die  Aufgabe  in>ao  fern 
bei^du^änkt,  als  nur  eine  Curve  einfacher  Krümmung,  die  also  in 
einer  Ebtoe  liegt,  betrachtet  werden  soll. 

8.  l.  Aufgabe.  EsisteineCurve^P(Taf:iI.Fig.30uodaiif 
ihr  der  Punkt /^  durch  die  rechtwinkligen  Cöordipiaten  AB^x  und 
PB^y  gesehen ;  man  soll  den  Krümmungshalbmesser 'der  Curve 
in  dlÄ  Punkte  bestimmen. 

Auflösung.  .Sind  ÄD=:a  und  CD=zß  die' Coordinaten  des 
Mittelpunktes  C  des  esou|lrenden  Kreises,  ist  y  sein  Radius  d.  h. 
der  gesuchte  Krümmungshalbmesser;  so  müsisen  bekanntlich  fjir 
die  Corve  und  den  Kreis  sowohl  die  Coordinatei\^ des  Punktes«^» 
als  euch  ihre  en8teq.mn4  zweiten  Differentiale  identisch  seip. '  :Pa 
nun  die  Gleichung  (j^a  gebuchten  Kreises  ist:  .:.,,: 

1)  Y^=(y-ßr+(ü^-a)^, 

so  ersieht  sich  hieraus  durch  zweimalige  Differentiation,  weil  /,  a 
und  ß  constant  sind : 


;« ■  •  •  T- 


2)  0=:=(3(-/J)rfy+(.r-a)Är, 
3)  0=dy^+dx^+(yß)ddy-{-(x—a)ddx. 

Durch  Verbindung  dieser  zwei  Gleichungen  erhält  man 
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4)  «    a_  i'h^+d^d^ 


dy  ddx  —  dx  ddy 
und 


5)  a_^^_  (%'H-<fa^«^y  . 

'  dy  ddx  —  dx  ddy 


Substituirt  man  die  letztern  Werthe  in  1)  und  zieht  akdann  die 
Quadratwurzel  aus,  so  ergiebt  sieb 

j^      ^     (rfy»+cfcgg)^ &» 

^     dyddx — dxddy     dyddx — dxddfß' 

Hier  bezeichnet  ds^=V dai^+dv*  das  Element  des  Bogen»  der 
Cunre  und,  es  ist  hier,  keine  der  Veränderlichen  x,  y  und  $  als 
urvariabel  Vi)ran8gesetzt. 

Zueatx  i.    Nimmt. man,  wie  es  gewöhnlich  geschieht,  x  ab 
urvariabel  5  also 

.        .     '  dd.Cr=^0 

an^'^ö  drhSltman  sogleich 


I      I 


ri.i 


In  dieser  Formel  pflegt  man  wie  hier  das  negative  Zeidben  ^n 
wählen ,  wenn  die  Curve  gegen  die  Abscissenaxe  cobcav  ist. 

Unter  derselben  Vorau6setzurfg>  dass  ddx=ß  sei,  erhält  man  aus 

ds  dds  =  dy  ddy ,  .  i 

ond  so,  wenn  man  dtly  aus  II.  eliniinirt: 

111  dsf^.dy 

Zusatz  2.    Nimmt  man  y  als  urvariabel  an,  setzt  also 

ddy  =  Of 
80  folgt  aus  I.: 

&3 


•      «1 


,\,-...,    ;,  1    •  .IV.    y-dydtUf-        '     ■ 

Unter  derseHbeo  Voraossetzaag  folgt  aber  aus  dfi=^d3fi.-\rd^i 

dsdds  =  dxddx, 

und  wenn  mäfi^  <^^her  ddx  aus  IV.  elkninirt : 

-^       ds^.dx 

'  v";>  i  ;  .  r    ^      dydds*  •    » 


■        • 
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Zusatz  3.    Nimmt  man  endlich  $  als  urvariabel,  also 

ddi  =  0 
an,  60  wird  aus  d$^  =  iLc'^  +  dy*i 

Oz=:dj:ddx+  dyddy. 

Wenn  man  nun  mitteist  der  letzten  Gieiefaung  zuerst  dd^,  dann 
ddx  ans  I.  eliminirt,   so  erhält  man 

v-  r=-^. 

§•2.  Aufgabe.  Man  soll  (Taf.II.  Fig.  4.)  den  Ki'Cmmnngs- 
halbmesser  im  Punkt  P  der  Curve  AP  ausdrucken  durch  Polarcoor- 
dmaten,  indem  dieser  Punkt  durch  den  Radius  Veclor  PMszr 
und  den  Winkel  PMA:=zv  bestimmt  wird. 

Auflösung.  Es  sei  die  Länge  ^1^,  durch  welche  die  Lage 
desPols  Jlf  gegen  den  vorigen  Anfangspunkt  bestimmt  wird»  constant 

=  a. 

Alsdann  erhalten  wir  sogleich  zwischen  den  rechtwinkligen 
Coordinaten  des  §•  1.  und  den  jetzigen  Polarcoordinaten  die  zwei 
Gleicbm^fen : 

1)  a;=ra—r  cosr, 

2)  yz=zrsimv* 

Differentiiren  wir  diese  Gleichungen,  ohne  Annahme  einer  bestimm- 
ten Urvariabeln,  so  erhalten  wir: 

3)  e2ar=rsin  fii29— coeedr, 
^  4)  dy =r  cos  vdv-t-  sin  v  dr* 

Aus  3)  und  4)  ergiebt  sich  sogleich,  wie  bekannt: 

Differentiiren  wir  femer  3)  und  4)  noch  einmal,  so  folgt: 

5)  ddx=r  coBvdv^-j-  2 sin vdrdv+r  sin vddv — coavddr, 

6)  ddy= — rsiüvdv^'i'2co$^vdrdv-t-rco3vddv'i-8invddr* 

Substllulrf  man  die  so  erhaltenen  Werthe  vo»  cbr,  c^^  ddat  waä 
ddg  in  L ,  so  ergiebt  sich : 

{i^dv^^dr^^ 
,VIII.    Y^^av^^^di^dv—rdö'ddT^TdTddt 

&8 

""r*dü*-f-2dr«dü— rrfnWr+rdrdrft)* 
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Hier  ist  keine  der  drei  veränderlichen  Grossen  $ ,  r  and  r  als 
unrarlabel  angenommen. 

Zusatz  1.    Nimmt  man  r  als  urvariabel,  also 

i/cfesrO 

nm,  iM>  erhäk  mtm  avs  VIII.  unmitteHiar : 

•  .■ 

Unter  dieser  Voraossetcung  wird  aber  aus  ds^z=:r'^iltl^-l'di^: 

dsdds=:  rdrdtfl  +  drddrp 

tttid  wenn  man  mittelst  der  letzten  Gleichung  dar  aus  IX.  eiiminirt^ 
nach  einiger  Reduction : 

'    '     2dtdrdv  —  rddsdv' 

Zusatz  2.    Nimmt  man  r  als  urvariabel,  ako 

ddr  =  0 

an«   so  erhält  man  aus  VIII.: 

^-    ^—^dvH^dr^ihi^rdrddv' 

Wir  erballe»  aber  bei  dieser  Aunabrae  au0  d!f*  =  r^ifo*-f  tk^t 

d$ddM  =  Tdipd^'^-f^dvdihy 

und  wenn  »an  wm  ddp  aus  XI.  eHmtntrt  und 'rediicirt ^ 

^jl rds^dv 

''      r  cb  dxy^  ^  dr  ddt* 

.Zx-e&ti  3.    Endlich  wollen  wir  $■  als.  lurvaxiabel  oder 

dd$  =  f3i 
aDoehmen.    Alsdann  folgt  aus  ds^zrzr'^dd^-^-di^i 

■     ■  0s=:rcfr<fo*+r*«forf<fo+rfrrfißfi% 

EliiniDirt  man  mittels^  dieser  Gleichung  zuerst  ddr^  dann  ddt>  aus 
Vm.,  so  erhält  man  nach  kurzer  Reduction: 


■    .      •  * 
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Y¥v  rdsdo 

^*^-    y—rdv^^ddr 

Anmerkung.  Hiermit  sind  alle  einzelnen  Fälle,  welche  bei 
rechtwinkligen  und  Polarcoordinateh  vorkommen  kennen»  erschöpft; 
dagegen  lässt  sich  noch  ein  recht  einfacher  Ausdruck  für  den 
Krümmungshalbmesser  darstellen »  indem  man  das  YopD  Pol  M  auf 
die  Tangente  in  P  gefällte  Perpendikel  MQ  als  veränderliche 
Grosse  einführt.  Setzen  wir  demnach  MQ^zp,  den  Winkel  PTMy 
welchen  die  Tangente  mit  der  Abscissenaxe  bildet,  =d  und  den 
Winkel  QPM=^i  ;8o  ist  bekanntlich 

.     '     •  9,     du      ,.  ^     dy       ,  »     ,d:t  •.,-».; 

tangö=^  ,  sinö=^-  und  cososz^-. 

Femer  haben  wir 

cosvdv  4- 8\nvdx 
sin  f  =: ^-T . 

Substituirt  man  hier  die  Werthe  von  dx  und  dy  aus  §.  2.  unter 
No.  3.  und  4.9  so^wird: 


sm£=--r- 


rdv 

5" 

■ 

und 

i^dv 

Nimmt  man  nun^  wic^  in  §,  2.  Zusatz  h,  tiats urvariabel,  also 

i  ddv=^0-, 

an,  so  erhält  mao :dilrch  Differentiation  der- letzten  Gleiobung: 

.        2rdr  dtf    r^  dv  dds 
"^^^  —di 1^- 

2rdrdv     r^dv  rdrdv^^drddr      ,«      « 

=Si -3^' ä (Sa^a«.i.) 

rdv  { r*  dv^ — rdv  ddr + 2</r^  dv  \ 

""  .  ds^ 

Vergleicht  man  dieseq  Wertfa  mit  IX.^  so  erhält  man  sogleich 

I  Tdr  •     •  i  •  1 

'        dp\.  ;      :!      .1^    .,111^ 

Es  scheint  nicht  unangemessen,   diese  seltener  vorkommende 

Formel  durch  einige  B^ispTel^  zu  erläutern..; 

■■■■  'i        ^  .  ■ ' 
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Beispiel  1.  Es  sei  ÄTMB  (Taf. II. Rg. 5.)  eIneEltipse,  deren 
feaMto  grosse  Axe  =0  nnd  halbe  kleine  ^e  s=A  ist.  Für  den 
BUttelponH  C  als  Anfansspunkt  oder  Pol  und  die  'grosse  Axe  jJs 
Absets^kiaxe ,  sei  die  Abscisse  CQ  des  beliebigen  Punictes  JIkzix, 
die  Ordinate  MQ=y,  der  Radios  Vector  CM—r,  TMR  Xvfi  m 
M  gezogene  Tangente  und  CTz=zp  das  auf  sie  geföllte  Perpen- 
dikel.   Aus  der  Gleichung 


folgt  sogleich 


Femer 


l)y«  =  ^'(o»-r;i;^. 


.^x  j.  dy       tfl  X 


d.  h.  weil  sin  a  =  ^ .        ^   ==  ist : 


»"'=^^' 


oder,  indem  man  dx  eliminirt: 


Aus 

^  +  J^=1  and  «»  +  y«=r« 
eiliSit  man  aber  1<    - 

und  wenn  man  diese  Werthe  in  4)  substituirt: 

K\  «&         

ffienuft  erhfilt  man  dartb  DifferentiatioQ : 

y= 56^ 

TheUDL 


1         I. 


I ; . 


rll 
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F  aaf  die  Tangmite  geftllie  Perpeodlkel  FV^p'.  ALmUdo  \si, 
weil  d«r  Abstand  FC^s^^  tet»  vro 

a 
^    die  Excentricität  bezeichnet, 

p'  z=p  \-  ae  sin  « 
oder 

Ist  nun  F'  der  zweite  Brennpunkt,  so  wird  im  Dreiecke  FMF', 
dessen  Seite  FF'  in  C  halbirt  ist,  nach  einem  bekannten  Satze 
der  Elementargeometrie: 

r'2  ^  (2a— rO*  =  2r«  +  2a V  =  2r«+  2a«-  26* 

und  so : 

2)  a«  +  6*  —  r«  =  2ar'  —  r'«. 

Femer  aus  r'*  =  y2  +  (oe  +  a:)2:  i    .. 

0J  ej7=:r'. — a. 
Sttbstituirt  man  nun  di^.W^rthe.vcyi  2)  und  3)  In  1);  so  erhält  man 

.      /^        V2flif^  — /«•  ' 

■  • »      '  ■  • 

Hieraus  ergiebt  sich  durch  Differentiation : 


^'^       (2ar'-.r'«)' 


und  nun  nach  XV. 


I    ». 


(2ar'  -r'«)' 
= ^2 — ' 


Dieser  Ausdruck  wurde  sich  üoh  unmittelbar  ergebeo  habe«,».  «venU 
man  den  Werth  von  a*  +  6*— r*  aus  2)  in  die  Gleichung  filr  y  des 
Yorigen  Beispiels  substituirt  hätte. 

Beispiel  3.  Es  sei  AMB  {IsX.  II.  Fig.  6.)  eine  hyperboliaehe 
Spirallinie,  also  wenn  Z,BCMr=.  v  und  der  Radius Veelüf.iCflf:^« 
gesetzt  wird,  ihre  Gleichung 

l),fr=:a. 


•j...   =   . ..  . 


3 

•j 
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WO  a  constant  ist  Die  gerade  Linie  TMR  sei  eine  Tangente  an 
der  Curve»  dieselbe  bilde  verlängert  mit  der  Axe  ACR  einen  Win- 
kel =  d.  Ferner  sei  CT=p  das  Toh  C  auf  die  Tangente  geföUte 
Perpendikel,  endlich  CG =x  und  AI G=iy  die  rechtwinkligen  Coor- 
dinaten  des  Punktes  M  in  Bezug  auf  C  als  Anfangspunkt  und  CR 
ais  Abscissenaxe.    Da  nun 

2)  o:  =  —  r  cos  v , 

3)  ^  =  r  sin  t? ; 

so  ersieht  sich  durch  Differentiation  der  Gleichungen  1),  2)  und  3) 
and  Verbindung  derselben : 


Hieraus  folgt: 


^^    ,                   -       rsinvdv 
5)  ay=rcoBt(W'--' . 


6)  tango  =  — j^= i : — 9 

-^        ®  ax      coso-f-fsinv 

^    ,    ^      sin©  —  vcost? 


•J 


.4 


Ferner 


."  r 


8)  ÄGz^Äubtang  ^rslnv^^^^^^^^, 

.:>  ."  .       ■    •  i 

9)  Cgsaa? 4- subtattit  ^  't'*'  -^  ■  ■■    i      •  '  ■  ■ 

,  ....  ■  . .1 

eniUidl,  w«U  CrasCJSsln«: 

Aus  K))  ftfgt: 
and  so  nach  XV. 


>(t  +  r^)^ 


^"^        a» 


Sabstitnirt  man  uisM  r  seinen  Werth  durch  v  nach  1),   so  erhält 


5» 


(» 


.     •.     il! 


'» . : .        ■  ■  .  . 


••      •  ■■  /i 


I  •  • 


VI, 


'\'i\  ■  i*? 


Bemerknng^en  ttber  die  Knrre  der 
Hrfimmuniifsiiiittelpunkte. 


Von  dem 

Herrn  Doctor  F,  Arndt, 

Lehrier  am   G^ipnasinin  zu  Stralsund. 


.  \ 


Dass  der  geometriscbe  Ort  der  Krummungsmittelpunkte  für 
die  Punkte  einer  Kurve  von  doppelter 'Krümmung  keine  Evolute 
,  der  letztern  ist,  bat  unter  Andern  Lacroix  im  Trait^  du  cal- 
cul  diff.  etc.  tom.:h  pi  625..  Paris.  1810.  «yntb e tisch  und 
p*  630 — 31  äuckianalytiAcfa  '^^wlesen  *).  Die 'Krümmungsradien 
Tangiren  weder  den  Ort  der  Krümmungsmittelpunkte,  noch  ist  das 
Diirerential  des  Bogeitu^  d^r  leiai^D .  depi  Oijff^rQQtial  des  Krüm- 
mungsradius gleich-.' '  ich  liabe  die  Relation  zwischen  den  beiden 
Differentialien  9  sowie  die  relative  l^age  dfnr,  :Tan^qt#//Uiid::;d<l8 
Krümmungsradius  aufgesucht ,  was  meines  Wissens  noch  nicht  ge- 
schehen ist»  und  deshalb  hier  mitgetbeilt  wird,  .i^eil  es  bei  manchen 
Untersuchungen  von.^Niitzen  seia  Iqtnp.     -       '-  - 

Bezeichnet  or,  if ,  z  einen  beliebigen   Punkt  einQr.Kuvre  im 
Räume,  a,  ß,  y  den  ihm  zugehörenden.  Krümmungsmitteipdiikt,  g' 
den  Krümmungshalbmesser,  _. 

1.    A(x^a)  +  2?0y-/3)  +  C(2-y);=0..  .  .    ,     ,. 

die  Osculationsebene  im  Punkte«  ^v,  ^,  z,  deren  Durchschnitt  mit 
der  Kugel  -  \ 

2.  (:r-«)2  +  (y-ß)^^  +  (2-r)2=  Q^  

den  Osculationskreis  giebt,  so  geboren  dem  letztern,  weil  tfsiidurDk 
drei  unendlich  einander  benachbarte  Punkte  der  Kurve  geht,  bekannt- 
lich noch  folgende  Gleichungen  isui, -die. durch  zweimalige  Differen- 
tiation der' beiden  vorhergehendli^n  nach  x,  y,  z  entstehen  : 


*)  Manvergl.  anchLittrow  aaiüjUr -Gfiometrie.  p.  294.  Wien.  1828 


«      •  • 


09 

■      3.  irl&r-f  Bdy  +  Cd%  =  0, 

4.  (x^a)dx  +  (y  — /J)3y  +  (2— y)3x  =  0, 

wo  Sts*  =  dx^  -{-  dy^  -f-  ^2*  Ut  Man  findet  Jiier  die  Coefficienten 
der  Öscolationsebene : 

A=dy3h''-dz3^, 

und  für  die  Coordinaten  des  Krümmungsmittelpunktes  die  Glei- 
«hangen 

wenn  wir  zur  Abkürzung  ~ 

C%  — Ä8z=:P, 

Bdx^Ädy=zR, 

setzen.  Elinfiiiirt  man  aus  den  drei  Gleichungen  8.  x  ^also  auch 
^,  z  sia  bekannt^  Funktionen  Ton  o:)«  so  bekommt  mun  zwei  Glei- 
chongen  in  a,  ß,  y,  welche  die  Kurve  der  Krümmungsmittelpunkte 
«ttsdcii^IceD*  > 

Es  sei  nun  B  der  Winkel ,  welchen  die  Tangente  an  die  Kurvi» 
der  Krümmungsmittelpunkte  in  einem  bestimmten  Punkte  derselben 
a,  ß,  y  nüt  oem  entsprechenden  Krümmungsradius  bildet;   da  die 

Gleichungen  der  Tangente  sind  IT— a=g-(Z-y),  F-/3b=|^Z-7); 
die   Gleichungen    des   Krümmungsradius    X  —  x  = (Z  — ; «), 

Jr-*ys=^^^(Z-z);  so  ist  -   . 

■ 

WO  rftf=V"8a*^-|-  3j32+3v*  das  Differential  des  Bogens  der  Kurre 
der  SrfimnRumnnttelpnnKte    ist^      Die    Differentiation   der   Glei- 
dmng  2.  mit  Kücksichtauf  4..giebt  aber 

11.   (^-«)aa  +  (y— iS)a/J  +  (2-y)8y=-.^^, 

folglich  nach  10.  und  11. 

12.   d^=rdbcosM«. 


/ 
\ 
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Es  kommt  jetzt  darauf  an ,  den  Winkel  S  «a  bef  timiseu«  Za  dem 
Ende  muss  man  eine  andere  Relatien  zwischen  den  Differentialen 
dQf  da  suchen.  ' 

Differenziren  wir  die  GleiehnngeD  1*  «nd  4. »  indem  Alles  ver- 
änderlich ^fdaeht  wird»  .und  hetücksichtigen  dabei  3*  und  0.»  so 
kommt 

dxda  +  Bydß  +  828/ =0, 

.  - »    - »        . 

Eliminirt  man  aus  diesen  heideii  GleichunG;en  der  Reihe  nach  dy, 
dß,  da  und  setzt  zur  Abkürzung 

13.  (x'-a)dA  +  (y— i9)3Ä  +  (x— y)SC=^8a + B8ß  +  C8y  =  T, 

■  •  ■  *       ■ 

so  erhält  man 

r  Qda  —  Pdß  =Td2, 

14    yRöß^Ody^TBar, 

l  Pdy -- RBa  =  Tdj/^ 

Nun  betrachte  man  die  Gleichung  11.,  muitiplicire  sie  der  Reihe 
nach  mit  P,  Q,  R  und  setze  im  ersten  Falle  für  Pdß,  Pdy»  im 
zweiten  ffir  Qda,  Qdy,  im  dritten  für  Rda,  Rdß  ihre  sich  aus  14. 
ergebenden  Werthe,  sq  kommt  für  /\a>*-a)  +  Q(y-ß)  +  ^(z-y)  =  U: 

i    Uda  =  TSz'(y^ß)^  7%(2— y)  —  Pgdg, 

15.    )  üdßz^Tdif.(%^yii^Tdz(ai'^(4^Qil»itä 
(^VdY^Td]fiw-'tc)'^Td.'e(y—ß)  —  RffiQ. 

Jetzt  quadrire  man   diese  Gleichungen,   addire  die  Quadrate  und 

«ehe  nie  Wuffsel  au8>'flo  erhält  man 

•  ■       "  ..." 

+  (  T9a?  (? — y)  i-  5r9i  (# — «) —Uod»)* 
+  (Tds(a;-a)-TSa:(y—ß)-EQdQ)*i. 

iSetzt  man  aber  für  ar— a,  y^ß^z-^y  ihre  Werthe  aus  8.,   so 

wird  17= ^- 8«';    bekanntlich  ist  aber  JP*  +  <?*  +  Ä* 

=  /Wj*,  aUo 

^  17.   ij-d$y 

•  .  ■    .  ■ « 

Auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  16.  giebt  die  Entwickelung 

femer,  mit' Berücksichtigung  von  8>: 


/ 
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und  •omit  TOfwandelt  sieh  Ae  OMehnng  16.  in 

18.  8«»a(y  =  j?Vy»  +  ZW^«. 

Weil  endlich  der  KrSmmuDgsradius  q^z-j^,  so  hat  man  statt  18. 
die  Gleichung 


19.  atf=y^(^JTv. 


T  T 

Aas  dieser  Relation  folgt  leicht  -jz  =  sin  Odo   oder  sin  6  =  'BSä 

Ada  +  Bdß  +  Cdy     ^  ,.,  ^         ^        ..^j 

^^ 5§tf Daraus  sieht  man,    dass  9  zugleich  der 

Winkel  ist,  welchen  die  Tanfleflte  tfiit  der  Osculationsebene  bil- 
det, dass  folglich  die  Proj^ctton  der  Tangente  auf  die 
Osculationsebene  der  Krümmungsradius  ist. 

FWt  m  6itihie  ThtjeM  ein  Aui^rtielr  su  sechen,  b  wel- 
chem blos  die  Elemeale  it0  ||e|eb«iM  Kafi^  vorkommen.  Ein 
solcher  ergiebt  sich  leicht  aus 

7'=(j?— «)ö^  +  (y-/J)8Ä+(z— y)ac. 

Denn  man  hat 

dA  =:  8^3*1 — dzd^y , 


folglicfi,  weiin  man  diese  Werthe  in  die  Torhergehende  Gleiciiung 
einluhrt  und  für  ;r  — a, .^— j3,  z — y  ihre  Werthe  aus  8.  nimmt: 

St*  ' 

=a  ^  [ftt  (8«^  3»t  ^3*f»V) + %  (3»«3*^  -  3**3^) 

+  dz  (S'a;3^—3^»x)  ]. 

Bezeichnet  t  den  t<'texionswinket,  so  ist  bekanttfermasaen 

21.   T±iTdsi',  • 

und  die  Grösse  r,  also  auch  ^T verschwindet,  öderes  wirddp= J:9cr, 
9=0,  wenn  die  gegebene  Kutvö  v^n  Einfacher  Krümmung  ist.  Nur 
in  diesem  Falle  isf  folglich  die  Kurve  der  Krümmungsmittelpunkte 
eine  Evolute  der  gegebenen. 

ABC 

Für  die  Verhältnisse  ;a  ^  n  «  TS  endlich  kann  man  die  Cost- 

nasse  der  Neigungswinkel  der  Osculationsebene  gegen  die  Kbesen 
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t 

der  yz,  xz,  xy  einführen;    heuMen  diese  r^.  v»  f».,  A»  «o  Ist 
nach  20. : 

22.    Trr-i^Ccosva'ar  +  cos^^  +  cosXa»!) 
=  ^9f  (cosvd'^r  +  cos  ^^  +  cos  ä3%). 


■  I 


VH. 


Beweis  eines  Tbeorems  von  ileit 
•  Kegrelsclinltteii. 

Von  dem  ^ 

Herrn  Doctor  F.  Arndt, 

Lehrer  am  Gymnasium  zu  Stralsood. 


Durch  vier  Punkte  in  einer  Ebene  sei  ein  beliebiger  Kegelschnitt 

gelegt;    es  wird  die  Richtung  der  beiden  Axen   (der  einen  Axe 
er  Parabel)  gesucht. 

Nimmt  man  zwei  Gegenseiten  des  durch  die  vier  Punkte  bestimm- 
ten Vierecks  als  Coorainatenaxen  an»  welche  den  Winkel  u  ein- 
schliessen,  und  bezeichnet  die  Coordinaten  der  beiden  auf  der 
Axe  der  x  liegenden  Punkte  durch  a»  0;  «',  0;.die  Coordinaten 
der  beiden;  abdern  auf  der  Axe  der  y  liegenden  Punkte  durch  0 ,  /? ; 
Oy/3';  die  Gleichung  des  Kegelschnitts^  der  um  das  Viereck  be- 
schrieben worden,  durch 

Ay^  ^^Bxy  +  Cx^+Wy  +  '2Ex-{'Fz;^0i 

so  hat  man  folgende  Relationen: 

1.  Cci^  +  2Ea  +  F==0, 
%  Ca'«  +  2£a' +  F:^  0, 

3.  24/3«+2i>/J  +  F=:0, 

4.  ^/3'2  +  2Z>/S'  +  F=  0. 

Eüminirt  man  £  aus  den  beiden  erst^  Gleichungen,   H  aus  den 
beiden  andern ,  so  kommt 


'  I » 


I  I 


•  » 
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F  F 

R  rT=—    A — -- 


Ist  mm.  i  der  Winkel ,    welchen  die  Axen  de^  Kegel8Ghoi(|ci  mit 
der  Aze  der  j;  bilden»  so  liat  man  bekanntermassen 

A   .        af.  __      CsinStf — ggsintt 
ö.  tang  ^5~^_2Äcostt+Ccos2tt' 

folglich,  wenn  man  die  Werthe  ^fXd^A  und  C  aus  5.  in  6.  einführt: 

,^^  F/gy  sin  2tt—  2g  cc^  /g^  sin  u 

7.  tang  2g  ^  ^^^^,  ^  ^^,  ^^^  2tt)  —  2^  a«'  /3/5'  cos  u 

Damit  ist  die  Richtung  der  Azen  nur  von  dem  Verhältniss  p  ab- 
hängig und  somit  noch  unbefltimint,    wie  es  auch  sein  muss»   in 
dem  aurch  vier  Punkte  unendlich  viele  Linien  zweiten  Grades  gelegt 
werden  können.        ' 

fndes^en  nept  es'  einen  Fall»  in  welchem  tang '2$  von  -p  un- 

abfaSngig  ist,  lin^  dm  diesen  aurzufinden«  setze  man  tang2|==v,  in  jem 
y  eine  constante  Grosse  bezeichnen  soll.    Bringt  man  die  Gleichung 

Fßß'  sin  2tf — IBuo'  ßß'  sin  u 

F(aa;+ßß'  cos  2k)  —  2J?  aa'  ßß'  cosu  ""  ^ 

auf  Null»  so  erhält  man 

F{  ßß'  sin  2m  -  Y  (o^'+ßß'  cos  2m)  }  -  2Baa'  ßß'  (sin  u-y  cos  m)  =0, 
und  da'  diese  Gleichung  für  jedes  B  ge^en  soll »  einzeln  : 
>•  ,  ;  8;  ßß'  8!d  2u — y  (««'  +  ßß'  cos  2m)  sr'O', '    . '  •  ' 

i        '  :  i' '  •     *  ■       • 

•i       .  T  :  .   ■         9-  sinM — yco8M=0. 

■■••"  «         ■■...■ 

■         ■  *       j  1  V  •    ■ 

. .  EU^nirt  mw  Vi  aus  diesen  beiden  Gleiefaimgen,  so  entsteht 
(ß^  —  €u/)  sin  u.:^Vp  also ,  da  sin  u  nicht  verschwind^;     i 

«  .       i  •  •  I 

" .. ':  .*■;  ':■  \      10.  ßß'=aa'.  '.";■■■  \   '  , 

Man  ertiftlt  ferneir  aus  9,  tangMsy^  also 

11.  tang  2§  =  tang  M. 

Man  übersieht  leicht,  d|tss  der  Gleichung  10..  der  Fall  entspricht, 
in  welchem  die  vier  Punkte  in  einer  Kreislinie  liegen,  und  da 
nach  11. 

|=iiMUnd  |=90ö+iM, 

so.  haben  wir  folgendes  Theorem,  welches  mir  vor  längerer  ZUit 
ab  ein  kop  Claus en  gefundenes  von  dem  Herrn  Herausgeber 
gelegentlich  zum  Beweise  vorgelegt  wurde: 
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„Beschreibt  man  durch  vier  in  einer  Kreislinie 
liegende  Punkte  unendlich  vi'eleLiniendes  zwei- 
ten Graden,  so  sin4  deren  Axen  einer  und  der- 
selben Richtung  parallel  derjeF*lgeil  AämHbB. 
welche  die  von  clen  Gegenseil^ö  des  ViWeck» 
gebildeten  Winkel  halbirt/' 


1 .  \ 

■  iL'  ■ : 


t      I.!  ;   "       .       >    • 


V.  •■■      . 


.1 


i. 


TXDL 


Elementare  ParsteUune  einer  jhOclisl; 
einfaclien  Berecbniinj^  des  ]^elsTei>, 


V«A 


Herrn  Doctor  Wilh.  Matzka, 

Professor  der  Mathematik  bu  Tavn#W«  i 


<■(!.■.     • 


1.  J.  Schwäfr  (gestorben  1813  zu  Nancy)  hat  bekanntlich 
in  einem  kleinen  Werkdben  (El^mens  de  g^oniötf  ie.  8.  Nancy. 
li813.  p.  104)  ein  äusserst  einfaches  Vorfahren  gelehrt  *),  das 
Verhältniss  tt  der  Kreislinie  zum  Durchmesser  näherungs- 
weise zu  bestimmen  9  welches  auch  bereits  einige  ^freilich .  nur 
wenige)  neuere  L«M)licher  der  GeMietrie  Bxif&Mmatkf^p'inhen ; 
z.  B.  Vinc^tit'in  seinem  Cöur»  dö  g^oftt-^tfle.       ' 

Es  gründet  sich  dieses  Verlahren  auf  den  leicht  nachweis- 
baren Zusammenhang  umfangsgleicher  regelmässiger  Vielecke^  dass, 
wenn  R,  r  bei  einem  regelmässigen  necke,  una  JB'^  r'  bei  eineia 
regelmässigen  2necke9  welche  gleiche  ÜmfäAge  haben,  die  BäR^ 
messer  der  um-  und  eingeschriebenen  Kreise  vorstellen, 

•■■.;•  .»•  ^  .     .  . 


t:. 


*)  Terq^uem  weist  in  liieuviUe  ^,  Journal  de  mathem.^'  t.  3. 
an.  1838.  p.  98.  nach,  dass  schon  Bescartes  („Oeuvres  de  Desöar- 
te«''  pubL  par  V.  Cousin.,  t  11.  p.  442. \  'diesen  Vorsang  gQl9lir.li>aiid 
Bttler'iib  J;.  17^  („Nori  tfomm.  Pefrd]p.«'  t.  9.  p.  larfl.  darauf  kdiT- 
flterksaM' g^adil  hat.  -^  So  muss  jdPas  fit  äen  finUlöthekek  Yei^rAbJMr« 
immer  wieder  neu  erfunden  iv^idleftf  •       ■    ,_      ^. 
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ist.  Vtrdop^^lt  man  dwi  die  Seitemahl  fortwShrend  und  Btelll  die 
Halbmesser  der  successlyen  Vielecke  in  die  Reihe 

r,Ä;    r',ft';    t\R''\    r^\R»';....; 

80  ist  vom  dritten  Gliede  an  jedes  folgende  erst  das  arithmetische 
und  dann  das  geometrische  Mittel;  ja  son^ar,  weqa  bet  weiterem 
Yoraohreiten  £e  Glieder  sich  hinreicnend  einander  genähf  rt  haben, 
auch  nur  das  arithmetische  Mittel  seiner  'beiden  Vorgänger.  Und 
die  Grenze  der  Glieder  ist  der  Halbmesser  des  Kreises,  von  dem- 
selben  Umfange,   wie  aUe  diese  reprelmäesigen  Vielecke. 

Sind  dann  einmal  zwei  solche  Glieder  A  und  B  erreicht,  deren 
geometrisches  Mittel  mit  dem  arithmetischen  in  so  tiel  Desimal- 
Ziffern  als  man  für  die  Grenze  verlangt,  übereinstimmt,   so  findet 

man  sogleich  die  geforderte  Crrenze:  =Ä+  — x —  =  B s — . 

,  2.  Leider  lässt  diese  so  leicht  herzuleitende  und  höchst  ein- 
fache Rechnung,  weil  der  Zusammenhang  der  eigentlich  zu  suclien- 
den  Zahl,  n,  mit  der  vorläufig  zu  berechnenden  Hilfs^Ssse- -— 
Halbmesser  des  Kreises  von  gegebenem  Umfange  —  nicht  offen 
und  klar  vor  Augen  liegt,  nicht  überschauen ,  wie  man  dem  vor- 
gesteckten Ziele,  d.  i.  dem  Verhältnisse  der  Kreislinie  zu  ihrem 
Durchmesser,  durch  allmälige  Feststellung  seiner  nach  einander 
folgenden  Dezimalziffern ,  Schritt  für  Schrift  näher  rückt,  was  man 
bei  einem  mündlichen  Vortrage  dieses  Verfahrens  ungern  vermisst. 
Das  bewog  mich,  eine  andere  Hilfsgr^lcise  ausfindig  zu  machen, 
welche  diesem  Mangel  abhilft.  Als  solche  fand  ich ,  wie  die  nach- 
folgende Herleitang  ausweisen  soll,  am  zusagendsten  das  nmgekerte 

obig^  Verhäftoiss^ -,  nemlich  jenes  des  Durchmessers  zur 

Kreislinie,  so  wie  zum  Umfange  des  ein-  oder  umge- 
schriebenen regelmässigen  Vieleckes;  da  man  hier  die- 
selbe bequeme  wiederholt  abwechselnde  Berechnung  des  arithpie- 
tischen  und  geometrischen  Mittels  benützen  darf. 

; .  3. :  S9i  (inf  Taf.  111.  Fig.  1.)  d  der  DerchxAtosee?  eines  Krei« 
Bemi  'V#p dem i)imei«eesehriebenen regdnul0sigeri necke uq4 $lH«!dca 
eine  Seite  AB  und  AC,  der  Umfang  »  udd  ja' ;  von^dem  umM- 
schriebenen  regelmässigen  necke  und  inecke  eine  halbe  Seite  CE 
und  GH 9  der  Umfang  P  uad  P' ;  ^o  dass  man  hat: 

l  '      - 

p  =  nyAB=h.2AD, 

■••;  P=n.WEi  ' 


also 


i  :        P'x=in:StGH; 

^^^AD-^  2AF=z  AC—  CE^2GU' 


.  i..  Hictfren  benutzen  wir  vor  AUem  die  Proportion 

P'.p-'iGHxDA, 
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v^intern  CO  txan  DnrchmeBser  Cf  und  nibnn  AJ,   nitÜwe^h 
SJDAcoOGHwWd*).    Ab«  diesem  folgt:  t' 

GH:DA=OG:JD=^:JD, 

."■..;.■  1 .  .'i  .i    :  .  ■    /     i- 

dahorwird  jP2|^=z:  c2:J/>.  •.  '  x  -  •  .  •'.)  .:.  .'•  ; 

.    _^  •        ■ 

.  Zur  Wes»chaffiiDg  der  JD  betrachteo  wir  das  l>re£^  OCiE, 
In  tvelchem  2):^  II  C!c-L  OC;  daher  erhalten  wir 

ODiDA  —  OC.CE, 

•  •       ■ 


..I 


......  1  .  .  . .  f 

und.  hieraus 

{.•     :  i:  .'    ..        .  ^  .  . 

Mithin  geben  beide  Proportionen  vereint 


und  sofort^   wenn  p^   P,  P'  in  Bezug  auf  eine  beliebige  Langen- 
einheitidie  Maasszablen   oder  Zahlwerthe  der  betreffenden  Viel* 

ecks-Umfänge  vorstellen: 


/ 


j       11      •       •  1    •     • 


So  einfiäiiih  auch  diese  Gleichung  schon  ist>  so-  wird  sie  doch  üoeh 
Ifinfkehe^y'  wenn  man  ihr  Umgekehrtes  nimmt  und' dile'Thöilinig 
€^inzeln  Vollbringt;  da  dann  " 


^<)>*> 


wird.  Ihr  gemäss  ist  fQr  jede  Längeneinheit  der  umgekehrte  (re- 
ciproke)  Werth  des  Umfanges  P*  des  umgeschriebenen  2necks  das 
arithmetische  Mittel  der  umgekehrten  Werthe  der  Umfange  p  und 
P  der  ein-  und  umgeschriebenen  necke ;    oder  der  Umfang  JP'  des 


*)  Aehnliche  so  wie  auch  cotigroente  Dreiecke  pflege  ich  jederaeit 
so  in  bezeichnen ,  das«  gleichyieUe  Buchstaben  die  Spitzen  gleicher  W^i* 
kel  andenten ;  wonadi  atiiÄi  jede  xwei  mit  glelohTielten  Biidistabeii  be- 
seichneteii  Seiten  homolog  sind,  and  man  demgemäss  sehr  leicht  ober- 
sieht,  welche  Winkel  gleieh  and  welche  Seiten  gleichliegend  seien. 
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umgeschriebeoen  ^^cks  Ist^das  harmoDische  Mittel  der  Umfänge 
p  und  P  der  eio-  v^ä  umgeschriebenen  necke  *). 

5.  Die  bei  F  und  D  rechtwinkligen  Dreiecke  CDA  und  CFO 
haben  den  Winkel  ao  C  ^enleinschaftlich  ^  also  sind  sie  ähnlich, 
und  daher  ist  '     ^    7        ' 

iiA',lllA  =  CQ:FOy  un4  p^cb  dem  Obigen  in  3.  ? 


=  />':p. 

folglich 

i 

Ferner  ist  zur 

-  f 

r 

Elimination  Von  Fi) 

-FO 

^  Li 

im  DrVie<9[e 

06^  die  f 

X  OG,  iQ^ikki» 

'.'   1 

.  1  * 

1    "    , . 

* 

GÖ:FÖ  = 

<5^Ä:  FA. 

i.  .1 

n^iQticb     ; 

-       . 

■     ...          •        .   ■    ».. 

/     -        ;  ■  1 

'■'  ■  .  1 .  - . . 

|:F0  = 

! 
:  P'tp' ; 

II 
■I  • . 


*        •! 


;f. 


ahso  giebt  die  Vereinigung '>^ger  FxQp^tionen  die  neue 


.  I 


iilid  hietaits«i;!ir.enii.  meder  .p«  |iS  P'die.  Zahl»verthe  der  beCrele»^ 
den  Umftnge  vorstellen»  ist 


:...'■'}» 


Nimmt  man,   der  Gleicbförmigl^eit  wegen,   auch  hiervon  das  Um- 
gekehrte, so  wird  .^  .      , 

'Ml  ^.   ■■-■•..  .'    *  «'        l'-p     f-  "■  ■    ^!:."  .  ■ 

6).  :  iQwischftn.'dra  Umföngen  o  und  P  der  beiden riegelinfissi- 
gen  necke  besteht  eines  Theils  die  Proportionalität  derselben  zu 

Att  Eb^bni^em- OD  nnd  "^  der  ihnen  ieingeschriebenen' Itrc^,' 

iie|iÜich'(T?;^ftuch:i^4.):-  .  •;...    .  ,,^  ,,^„  ^.  .  .  ■„  „.. 

p:P=zOD:^', 
omI  andern  Theils  ist  im  rechtwinkligen  Dreiecke. O^A^' 

•  •        .  •  j  •    r  •  •  •  •  'l'  s 

»I   .  4 .        I     •       .  t     '|.1<  ■■  ••■..«■  •■,  ■.•■••,.■ 

•      .  *  I       "  •    •  »  ■■  ,  ,  •  ! 

i*).  l^i^'ifClxt^re  AuVlegung  obi^^c .  Gleidiuiig  fand .  kh  r&los  in  [YJan 
fifwinden'«  ^»iBÜ^'m.  d»  €reom.^%  aoersetzt  von  JacdbiV  Jena  Ifi&V 
•iHr»elgj(;-  i(1|WohI  s)&  «choQ. Ijia^y^^tif.tTlß)  «uid;  Harreb«1i^'jClT37> 
kannten* 


Diese  Pfoportfon   wird  vereinfacht «   weon  man  durcb  p^  und  d^ 
theilend  ihr  die  Form  anweist: 

oder 


( J  ~W  ~(«d)*' 


80  das8  man  danach  aus  jedem  der  umgekehrten  WerAe  der  I7ni* 
fönge  p  und  P  den  des  andern  leicht  berechnen  kann. 

7.  Die  letzte  Gleichung  macht  dadurch,  dass  sie  noch  mehr 
an  Einfachheit  gewinnt,  wenn  man  sie  mit  dP  multiplizirt,  ii"h» 
die  Umßinge  p  und  P  zu  dem  Durchmesser  d  ins  Verhältniss 
nimmt,  folglicn  in 

Übergeht,  darauf  aufmerksam ,  dass  dieses  Verfahren  füglich  andi 
auf  die  früheren  zwei  Gleichungen  anzuwenden  sei.  Geschieht 
dies,  indem  man  selbe  mit  <2  multlplizirt,  so  eriialten  sie  folfende 
Gestalt: 


8.    Kennt  man  demna(^k  eines  der  beiden  Verhältnisse  -ß  und 

^,  80  gdehf  ^man  das  andere  mittelst  dtt  Gleiehfing  (!.)>  dann  m 

d 
ihn^  gemi^  der  Gleichung  (2»)  das  arithmetisclve  Mittel,  jph  wA 

zu,  diesem  und  zum  nächst  vorhergehenden  Verhältnisse— gemSsii 

der  Gleichung  (3.)  das  geometrische  Mittel  — . 

Auf  diese  ^WeÜ8^  liegt  jedeanaehfelgeHdeVerltiknissiiKlscbeB 
den  zwei  unmittelbar  vornergehenden  und  diese  Verhältnisse  nähern 
sich,  bei  unendlichem  Wachsen  der  Seitenzahl  n,  einer  Grenze, 
welbhe,  weil  für  lim  n=aD,    wenn  man  die  KreisKnie  e  lienn^ 

sowohl  Imptszc  alsauch  IimP=u  ist,  —^li^^^lmsn'^ uki 
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I1I1UH9'  Da  nuD  auch  diese  Grenze  zwischen  jeden  zwei  Qaob  eia- 
ander  berechneten  Verhältnissen  liegti  so  aiQssen  diejenigen  und 
so  viele  Anfangsziffern  derselben  richtig bestinoont  sein s  als  Tielqhe 
und  wie  viele  m  beiden  Verhältnissen  die  nemlichen  sind. 

0.    Legt  man  z.  B.  das  eingeschriebene  regelmässige. SSecbs- 
eck,  nz=6,  zu  Grunde«   so  ist  seine  Seite  gleich  dem  Ualbmesseir 

(FW  ... 

-sr;  daher  sein  Umfang 

rf  d      1 

p^iQ-^zzsSd  nnd  sooacii  — =s=tj- 

Daraus  findet  man 

I  •  1  ■  ■ 

Bedient  man  sich  bei  der  weitem  Rechnung  der  Tsteliigen  Loga- 

S'tliroen>  so  findet  mau  allmälig  folgende  zusammei^gehörigea  Vf^r- 
Sltnisse:  ■  .;. 


!    «1  ■ 

17       * 


^       f 


;  * 


n 

diP 

d:p 

(t 

0-288678 

0-333333  ' 

12 

0-311004 

0-391975 

24 

0-316489 

0-319220 

48 

0-317854 

0-318536. 

Von  0-319220  und  0-317854  ist  das  arithmetische  Mittel  =0-318537 
hinreichend  nahe  gleich  dem  geometrischen  0*3185364.  Nimmt  man 
nui  die  beiden  letzten  Zahlen  0*317854 

nnd  0-318536 

Bö  ist  ihr  Unterschied  .  .  .  '•  .  .  •  682     . 
seip  Drittd.«  ....••*....  227 

also  die  Grenze  —  =  O?318309.  ''•'* 


1 
Eis  itrt  demnach  In  6  Anfangssiffern  nahe  richtig  --= rf:<;=0'318309 ; 

dalnr  findet  man  das  eigentlich  verlangte  Kreisverhftltniss  9r5=tf;<l 
Ka*l4iea  Der  richtige  Wertb  Ut  »=3*  14159265,  daher  der  g^ 
finidiBiie  erst  in  de#  6ten  Ziffer  nm^l  zu  gross. 


N  a  ch  t  r  a  g* 

10.    Eben  als  Ich  das  Manuscript  zur  Absetidnng  bereit  lege, 

flUlt  mir  noch  der  Gedanke  bei,    aass  sich  selbst  der  Methode 

Schwab 's  der  Vortheil  verschaffen  ISsst,    nicht  erst  die  entfem- 

tere  Hilfsgrbsse,  den  Halbmesser  des  Kreise^»  von  voraus  ^stti^ 

setzteni  Umfange,   sondern  die  dem  gesuchten  n   nächste  WSk- 

1  * 
gidsse«  —$  sogleich  zu  berechnen,   indem  man  gleich  im  Anfang 


der  Rechnung  von  den  Halbmessern  der  regelmässieeii  Vielecke 
avff  die  Verhältnisse  ihrer  Onrehmesser  %u  ihrem  sicn  gleich  blei- 
benden Umfange  übergeht. 

11.  Hiebet  nehme  ich  zugleich  Gelegenheit,  obige  Beziehangs- 
gleichungen  zwischen  den  Vieieckshalbmessern  rracn  einem  Verfah- 
ret! abzuleiten ,  das  noch  einfacher  und  Überschaulicher  als  das  von 
Schwab  a.  a.  O.  gewiesene  ist,  und  welcheaf  wie  mir  mein  veN 
ehrter  Freund,  Herr  Professor  und  Regierungsrath  von  Eitings- 
hausen,  im  Juli  1838  erzählte,  sein  damaliger  Adjunct,  nunmeh- 
riger Professor  der  Physik  zu  Innsbruck,  Herr  Baumgarten,  in 
einem  alten  Buche  gefunden  habe. 

12.  Sei  (in  Taf.  HI.  Fi^.  2.)  AB  die  Seite  eines  regelmässi- 
gen ,  einem  Kreise  eingeschriebenen  Vielecks.  Führt  man  auf  sie 
senkrecht  den  Halbmesser  OC,  so  halbirt  dieser  den  Winkel 
AOB,  und  die  Sehnen  CA,  CB  werden  einander  gleich.  Verbin- 
det man  die  Mitten  A*  und  B'  derselben  durch  die  Gerade  A'B'; 
so  ist  sie  dte  Seite,  01^  der  kleinere  und  OA'  der  grGs^re  Halb- 
messer eines  regelmässigen  Vieleckes,  welches  doppelt  so  tI4 
Seiten,  aber  doch  denselben  Umfang  wie  das  gegebene  hat     ' 

Denn  so  wie  OC  den  Winkel  aOB  halbirt,  eben  so  halbiren 
die  zu  den  Mitten  A'  und  B'  der  gleichen  Sehnen  CA  und  CJB 
gehenden  Radien  Victoren  OA'  und  ÖJß'  wieder  seine  Hälften  COA 
und  COB;    folglich  ist 

COA'=Ä'OAz=COB'=B'OB  =  iAOB 

und 

A'OB'=zCOiA'  +  COB'  =  iAOBu 

.  ■■■  I ' .  ...;•!•'   ■■  ■"! 

Femer  liegen  die  gleichen  Sehpen  CA,  CB,  also  auch-  ihi»:  Mit« 
ten  A',  S ,  vom  Mittelpunkte  gleich  weit  ab,  nemlich  es  ist  OA! 
^=.0B' ^  daher  das  Dreieck  A'OBf  gleichschenklig»  und  de«  Win- 
kels ^'019'  Halbiningslinie  OD'a_A'B\  folglich  ist  ^'QJ?'  der 
Winkel  am  Mittelpunkte,  AlB'  die  Seite,  CM'  der  grossere  und 
Oiy  der  kleinere  Halbmesser  eines  regelmässigen  Vielecks  von 
doppelt  so  viel  Seiten ,  als  ihrer  das  gegebene  besitzt. 

Weil,  endlich  im  Dreieck  ABC  die  AB  \\AB.  als  zugleich 
senkrecht  auf  der  OCl  ist,  dabei  CA'  und  C^V  die  Hälften  der 
Seiten  CA  und  CB,  also  zu  diesen  proportional  sind :  niuss  Ai'Xt 
gleichfalls  die  Hälfte  denselben:  jfi.  sein.  Das  lentsteheiidiere^- 
massige  Vieleck  hat  daher  doppelt  so  viel,  aber  kalb: so  UIhiu^ 
Seiten  als  das  ursprüngliche,  mithin  einen  eben  so  grossen  Um- 
fang wie  dieses. 

13.  Sei  nun  OAziz  0B=  OC=R  der  grossere,  ODzzzr  der 
kleinere  Halbmesser  im  ursprünglichen  regelmässigen  Vieleck;  da- 
her in^  doppelt-  so  viel  -  seitigen  der  grossere  Halbmesser  OA' 
z=:0B  =  U'  und  der  kleinere  OD' =r'. 

,.  So.>.^  CJ'=JJ'  muss  wegen  A'ü!  \\AD  nucb  dy^Dt^l 
fJsjO  i>'..die  ll^Iitte  von  CD  sein;    dann  ist  OD'  das  arithnetteiciie 
'■'^"'.vott^.'ÖCund  OZ),  nemlich 
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oder 


w:=  «-+' 


Die  OA'  ist»  well  auf  ihr  die  AC  senkrecht  steht«  eine  Projec- 
tioD  der  pC\  upd  Oiy ,  weil  auf  ihr  die  A'B'  senkrecht  steht, 
ihre  Rfickprojection ;  oder  in  dem  bei  A'  rechtwinkligen  Dreiecke 
OÄCiBi  A'U'x.OCx  daher  ist  OA'  die  mittlere  Proportionale 
zwischen  OC  und  Oiy ;    nemlich 

OCiOA  =  OA'iOiy, 
oder 

R:R'  =  R':r'. 
Mithin  ist 

R'  =  Vft^'  *). 

14«  Bei^eichnen  wir  jetzt  bei  diesen  zwei  regelmässigen  Viel- 
ecken ihre  kleineren  Durchmesser  mit  d,  d!  und  ihre  grösseren 
mit  Dj  ly  y  so  dass  diese  Durchmesser  die  Doppelten  der  gleich- 
namigen Halbmesser  r ,  i^^  R,  R'  vorstellen ;  so  bestehen  zwischen 
den  Unrchmessern  ähnliche  Gleichungen  wie  zwischen  den  gleich- 
namigen Halbmessern,  nemlich: 

Stellen  wir  endlich  noch  durch  p  den  in  beiden  Vielecken  gleichen 
Umfang  vor,  so  gelten  offenbar  auch  noch  ähnliche  Gleichungen 
fOr  die  Verhältnisse  der  vier  verbundenen  Durchmesser  zu  diesem 
sich  gleich  bleibenden  Umfange,  nämlich 

'  P  \P  PJ  P  ^      P       P 

FolgUch  ist 

erstlich  —  das  arithmetische  Mittel  von  —  und  — , 
P  P  P 

dann  —  das  geometrische  Mittel  von—  und  — • 
P  P  P 

15.    Geht  man  nun  auch  hier  vom  regelmässigen  Sechsecke 

ans«  so  ist  seine  Seite  AB=zR,  daher  sein  Umfane  pz^dR,  und 

w\     o  o      I  R 

das  Verhältnisisi  — ^^Aß^T-    Zugleich  macht  die  halbe  Seite  -^ 

nät  den  beiden  Halbmessern  r  und  R  ein  rechtwinkliges  Dreieck, 
deasen  Hypotenuse  R  ist;  folglich  hat  man 


.^^  Zur  Ableitung  die»er  Sätze  in  12.  und  13.  worde  aoch  Mlion  die 
auf  euicr  Seite  der  OC  liegende  Hajbscheid  der  Figur  ait«reichjNi. 

TheU  n.  6 
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jJ-f  f -s-J  =i2*  uDd  daraiM  r=-2  V3. 
Mitbin  ist  das  Verhältniss 

\  d  i 

Bf  an  läafi  daher  Ton  denselbeo  zwei  Zahlen  g'V3^  ~  und  s- 

=  —  aus  und  rechnet  in  gleicher  Weise ;  folglich  erhält  man  anch 
dieselbe  Zahlenreihe  vi\e  in  obigem  Täfelchen  in  Art  9.,  nur  wird 
das  Verhältniss  -n  durch  —  ersetzt  Demnach  findet  man  anch  wie- 

/  1 

der  als  GrenzFerhältniss  — =::• 

c       Ä 

15.  Schlussbemerknng.  Diese  letztere  Redumnegweise 
des  Kreisveriiältnisses  lässt  sich  also  nicht  blos  am  einfachsten 
dnrchfahren,  sondern  anch  am  leichtesten  rein  ^eometrisbb  ablei- 
ten  und  sohin  dflrfte  sie  wohl  die  yorziiglichste  sein. 


Heber  den  Hatz  Ton  dem  Inhalte  der 

Obelisken. 

dem  Herausgeber. 


Herr  Oberlehrer  K.  Koppe  an  dem  Gymnasium  zu  Soest 
hat  sich  bekanntlich  durch  die  sehr  zweclonSssige  filnführnng  einer 
neuen  Art  ¥on  Körpern  unter  dem  Namen  Obeliskeä  in  da  Ele- 
mente der  Stereometrie  verdient  gemacht,  ond  deren  Inhallsbe» 
stimmune  auf  einen  bemerkenswerthen  Satz  zurückgeführt  Ffir 
diesen  Satz  hat  Herr  Koppe  selbst  in  einem  besondem>  unter 
dem  Titel:  Ein  neuer  Lehrsatz  der  Stereometrie.  Von 
Karl  Koppe.    Essen.  1843.   erschienenen  Schriftehen  vnd  hi 
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seinen  Änfaiigsgriinden  der  reinen  Mathematik.  Zwei- 
ter Theil.  Zweite  Auflage.  Essen.  1846^  femer  Herr  Pro- 
fessor Steiner  in  Crelle  s  Journal.  Band  23.  Heft  3.,  und 
Herr  Professor  Bretsehneider  in  seinem  Lehrgebäude  der 
niedern  Geometrie.  Jena.  1844.  elementare  Beweise  segeben* 
Ich  glaube  aber,  dass  diese  Beweise ,  wenn  auch  nicht  m  ihrem 
Wesen»  doch  in  der  Form  noch  einer  Vereinfachung  föhig  sind» 
da  der  8atz  wirklich  an  sich  so  einfach  ist,  dass  er  sich  eigent- 
Uch,   bei  nur  einiger  aufmerksamen  Betrachtung,    auf  der  Stelle 

fanz  Ton  selbst  darbietet,   und  will  daher  in  diesem  Aufsätze  die 
itt  und  Weise,  wie   ich   den  Beweis  darstellen  würde.   In  der 
Kflrze  mittheilen. 


U. 

Eid  Obelisk  ist  ein  Korper,  welcher  von  zwei  parallelen 
Vielecken  von  gleich  vielen  Seiten  als  Grundflächen  una  eben  so 
vielen  Trapezen,  als  die  Grundflächen  Seiten  haben,  als  Seiten- 
flächen eingeschlossen  wird. 

Die  Anzahl  der  Seiten 'der  beiden  GrundflSchen  bestimmt  zu- 
gleich aoch  die  Anzahl  der  Seiten  des  DheKsken. 

Die  Entfernung  der  beiden  parallelen  Gnindflächeii  von  eiuan- 
4iHr  wird  die  Holte  des  Obelisken  geeannt« 

Die  Figur,  welche  entsteht,  wenn  eiii  Obelisk  von  einer  sei- 
neo  Grnndflkchen  parallelen  Ebene  in  gleichen  Abständen  von  den 
beiden  Grundflächen  geschnitten  wird,  heidst  seine  mittlere 
Durchschnitts  figur. 

Wenn  man  durch  einen  beliebioen  Punkt  in  der  Ebene  der 
einen  der  beiden  Grundflächen  Paralleleu  zu  den  Seitenkanten  eines 
Obelisken  zieht,  so  heisst  das  Vieleck,  dessen  Ecken  die  Durch- 
schnittspnnkte  dieser  Parallelen  mit  der  mittlem  Durchschnittsfigur 
sind,  die  Ergänzungs figur  des  Obelisken  *). 

Sehr  leicht  lässt  sich  beweisen  und  bedarf  daher  hier  keiner 
besoodern  Erläuterung,  dasjs  die  beiden  Grundflächen  eines  Obe^ 
lisken  und  dessen  mittlere  Durchschnittsfiuur  j^ederzeit  gleiche 
Winkel  haben  und  dass  jeder  dreiseitige  Obelisk  eine  abgekürzte 
dreiseitige  Pyramide  ist,  d.  h.  dass  die  Seiteukanten  eines  drei- 
seitigen Obelisken,  gehörig  verlängert,  jederzeit  in  einem  und  dem^ 
aelbeli  Punkte  zusammenstossen.  Eben  so  leicht  erhellet,  dass 
diä  mittlere  Durchschnittsfigur  und  die  Ergänzungsfigur  immer 
gleiche  Winkel  haben.  Endlich  fällt  auch  auf  der  Stelle  in  dif 
Aogeo ,  dass  die  Seiten  der  mittleren  Durchschnittsfigur  die  hal- 
ben Si^nmen,  die  Seiten  der  Ergänzungsfigur  die  halben  Differen- 
xen  der  ihnen  parallelen  Seiten  der  Grundflächen  des  Obelis- 
ken si^d. 


*)  pieii  weicht  von  der  Koppe' sehen  Erlcläninff  der  Erf^&nsiiBg«^ 
flgvr ,  nach  welcher  ipon  die  Parallelen  mit  den  8eitenkaiiieB  dörch  dnen 
telicMgen  *  Pnnkt  in  d^r  Ebene  der  mittlem  Dnrchschnittsfi^nr  ziehen 
■eil,  ab,  kornitatsber  offenbar  im  Wesentlichen  anf  dasselbe  mnaus  wmI 
erleichtert,  wie  es  mir  scheint,  die  Darstellung  des  Beweises. 


6* 
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111. 

\\«^uii  itt^u  iu  Taf.  IIL  Fia.  3.  durch  eine  Ecke  Ä  eines  drei- 
a^'y^\^  ^WN^Ii^k^Q  ABCÄ'B'Ö  eine  der  dieser  Ecke  gegenüber- 
»l^^^tta^  S^it^DB&che  BCB'Ü  parallele  Ebene  AD'E  %t,  so 
^A^l^l  «^iu  Körper  ABCBHytfCy  vvelcher  von  dem  Dreieck 
4M'  ^itm)  Viereck  B'D'E'C  als  parallelen  GnindfläcHeD^  und  dem 
t^i|H^4  HV»C,  den  beiden  Parallelogrammen  Ji?^'Z>'  und  ACCE' 
^tfiA  J^NU  Ureieck  ^D'£j   als  Seitenflächen  eingeschlossen  wird. 

J^der  Körper  ABCDEFG  (Taf.  111.  Fig.  4.)  dieser  Art 
i»l  »inem  Prisma  gleich^  welches  die  mittlere  Durch- 
HohiiUtsfigur  D'E^F'G'  des  Körpers  zur  Grundfläche 
und  die  Entfernung  seiner  parallelen  Grundflächen 
von  einander,  d.  h.  seine  Höhe,  zur  Höhe  bat. 

Die  Richtigkeit  hiervon  erhellet  auf  der  Stelle,  wenn  man 
durch  die  Linie  I^E'  eine  den  parallelen  Linien  uiF,  CG  parallele 
Ebene  legt,  welche  die  nöthigenfalls  gehörig  erweiterten  Griind- 
fläqhen  ABC  muA  DEFG  in  ()en  Liinien  HJ  und  KL,  die  eben- 
falls, wenn  es  nöth^  Ist,  gehörig  erweiterten  parallelen  Seiten* 
flächen  JBCDG  und  AEF  in  den  Linien  HK  und  JL  schneidet. 
Dadurch  erhält  man  die  beiden  dreiseitigen  Prismen  ABHJD'Ef 
und  DEKLD'E' ,  von  denen  auf  der  Stelle  erhellet,  däss  sie  cur 
Deckung  gebracht  werden  können,  wobei  man  sich  am  besten 
etwa  das  obere  Prisma  um  die  Linie  D^E'  gedreht  und  in  das 
untere  Prisma  gelegt  denkt.  Hieraus  ergiebt  sich  aber  femer  anf 
der  Stelle  durch  die  einfachsten  Schlüsse  die  zu  beweisende  Gleich- 
heit des  Körpers  ABCDEFG  md  des  Prisma  ACHJFGKL,  was 
hier  nicht  weiter  erläutert  zu  werden  braucht. 


IV. 

Wenn  nun  AJBCDEA'BCD'E'  (Taf.  IIL  Fig.  6.)  ein  Obelisk 
von  beliebiger  Seitenzahl  ist,  so  lege  man  durch  eine  beliebige 
Ecke  A  die  den  Seitenkanten  BB^ ,  CC ,  DD' ,  EE'  parallelen 
Linien  AB'y  AC ,  Air,  AE",  und  ziehe  die  Linien  B"C',  CD*, 
D^E",  wodurch  man  die  Pyramide  AA'B^C'D^'ET  erhält.  Zieht 
man  nun  noch  die  Linien  AC,  AD  und  CO' ,  D'ir ^  so  sind 
ABCB'CB"C',  ACDCD'C'D^',  ADED'E'D^E"  offenbar  Kör- 

{>er  von  der  Beschaffenheit  der  in  IIL  betrachteten  Körper.  Ueber- 
egt  man  daher  jetzt  nur,  dass  der  Obelisk,  dessen  mittlere  Durch- 
scnnittsfigur,  £rgänzungsfi^ur ,  Höhe  und  Inhalt  wir  respective 
durch  ilf,  E,  H,  O  bezeicnnen  wollen,  die  Summe  der  Pyramide 
AA'BflCD^E'  und  der  drei  vorher  genannten  Körper,  so  wie  fer- 
ner, dass  nach  einem  allgemein  bekannten  stereometrischen  Satse 
der  Inhalt  der  Grundfläche  der  Pyramide  offenbar  4jEJ,  dass  end- 
lich die  Summe  der  mittlem  Durchschnittsfiguren  der  drei  die 
Pyramide  zum  Obelisken  ergänzenden  Körper  augenscheinlich 
Jf  —  J^  ist;  so  erhellet  nach  dem  bekannten  Satze  von  deikn  In- 
halte der  Pyramide  und  aus  IIL  auf  der  Ställe  die  Richtigkeit  der 
Gleichung 


•       fta 


folglich 
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0  =  (Är+jJE)^, 


woraus  sich  unmittelhar  der  folgende  Satz  ergiebt: 

Jeder  Ohelisk  ist  der  Surame  eines  Prisina  und 
einer  Pyramide  gleich,  weiche  respective  diemittlere 
Durchscfanittsfigur  und  die  Ergänzungsfigur  des  Ohe- 
lisken  zu  GrundfllicheD  und  die  Hohe  des  Obeiislcen 
zur  gemeinschaftlichen  Hohe  haben. 

Stellt  man  den  Beweis  dieses  von  Koppe  gefundenen  Satzes 
auf  die  obige  Weise  dar ,  so  bedarf  man  des  sogenannten  Schlus- 
ses Ton  n  auf  n-fl  gar  nicht,  der  Beweis  gewinnt,  wie  es  nur 
scheint,  überhaupt  in  mehrfacher  Beziehung  an  Einfachheit,  und 
legt  auch  die  grosse  Einfachheit  des  Satzes  an  sich  deutlich  vor. 
Augen.  Was  hei  der  obigen  Darstellung  der  Kürze  we^en  etwa 
noch  unerurtert  geblieben  ist,  wird  Jeder  leicht  selbst  hinzufügen 
kennen.  Ueber  die  Anwendung  des  Satzes  zur  Berechnung  ver- 
schiedener Arten  von  Körpern  findet  man  vielfache  Beiebrui^  in 
dem  oben  angeführten  besondem  Schriftchen  von  Koppe,  auf 
welches  daher  zu  verweisen  für  deutsche  Leser  völlig  genügt. 
Weil  jedoch  das  Archiv  sich  auch  einer  grossen  Anzahl  von  Lesern 
ausserhalb  Deutschlands,  ich  darf  wohl  sagen  fast  in  ganz  Europa, 
selbst  auch  jenseits  des  Oceans,  in  Amerika,  erfreuet,  so  mag, 
um  den  Satz,  wie  er  ungeachtet  seiner  grossen  Einfachheit  aller- 
dings verdient;  in  einem  möglichst  grossen  Kreise  bekannt  zu 
machen,  hier  in  der  Kürze  noch  Folgendes  dem  Obigen  hinzuge- 
f3gt  werden. 

V. 

Eine  abgekürzte  Pyramide  ist  offenbar  ein  Obelisk  mit  einan- 
der Ähnlichen  Grundflächen.  Bezeichnen  wir  daher  die  eine  Grund- 
fläche einer  abgekürzten  Pyramide  durch  F  und  das  Verhältniss 
einer  beliebigen  Seite  derselben  zu  der  gleichliegenden  Seite  der 

andern  Grundfläche  durch  m:n,  sohlst  nach  H.  m:jj(m  ■{-  n)  das 
Verhältniss  der-  gleichliegenden  Seiten  der  Grundfläche  F  und  der 
mittlem  Durchschnittsfigur  ilf,  und  m:^^(m  —  n)  das  Verhältniss 

der  gleichliei^enden  Seiten  der  Grundfläche  F  und  der  Ergänzungs* 
figor  E,  Daner  ist  nach  einem  bekaunten  Satze  aus  oer  Lehre 
von  der  Aehnlichkeit 

1 

F:4(r=jii«:|-(;iii+«)2, 
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folglich 

also  nach  IV. 

oder 

Entwickelt  man  die  Quadrate»  so  ergiebt  sich 


.»=K'+i+i5"'--  • 


Bezeichnet  man  aber  den  Inhalt  der  andern  Grundfläche  der  abge- 
kürzten Pyramide  durch  t^ ,  so  ist 


also 


F'.r  =  m^\n^. 


m~   ▼  F  '  m^~F  ' 


folglich 


oder 


o=:\H{F+yrFW+P), 


weiches  die  aus  den  Elementen  der  Stereometrie  bekannte  Formef 
zur  Bereehnnng  des  Inhalts' der  at^ekfits^teii  Pyramide  ist.    . 

Ein  Ponton  ist  ein  Obelisk,  dessen  beide  Gründfläelien  Recht- 
ecke sind.  Bezeichnen  wir  nun  die  parallelen  Seiten  dieser  R^cM- 
ecke  durch  a,  a!  und  b^  U \   so  ist  nach  II.  offenbar    '-'" 

Jlf=^(a+o')  .g(6+6')=4  («+»')(*+*')» 


iolglich,  wenn  A  die  Buhe  des  Pontons  ist: 


•  I  * . 


0=^AUo  +  a')(fr+*')+-5(«-«')(6-6')l» 
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oder,  wie  hieraus  durcli  ielclite  Reclinung  folgt: 


oder  ancli 


0=^h[a(2b  +  b')  +  a'(b+2b')\ 


0=:z^h\ö(2a+a')  +  b'(a  +  2af)U 


welches  die  gewöhnlichen  Formeln  znr  Berechnung  der  Pontons  sind. 
.  Auch  aus  diesen  wenigen  Beispielen  sieht  man  schon «  dass 
Herrn  Koppe' s  Satz  zu  vielen  hemerkenswerthen  Resultaten  auf 
sehr  einfache  Weise  fiSbrt^  und  jedenfalls  sehr  Terdient^  in  den 
steredmetrisehen  Elententarunterricht  immer  allgemeiner  aufgenom- 
men zu  werden. 


lieber  die  Entstehmifp  der  Obelisken 
und  eine  {^eometrlsclie  Anfalle. 

Von 

dem  Heraasgeber, 


In  der  euclidischen  Geometrie  hat  es  von  jeher  als  Regel 
einer  guten  Methode  gegolten^  und  wird  auch  immer  dafür  gelten 
mfissen,  dass  jederzeit  erst  die  Realität  eines  geometrischen  Ob- 
jects  nachgewiesen  werden  müsse ,  bevor  man  es  überhaupt  unter- 
nehmen dürfe,  tveitere  Untersuchungen  über  dasselbe  anzustellen, 
woraus  sich  auch  überall  die  öfters  scheinbar  willkührliche  An- 
eioanderireihung  der  geometrischen  Sätze  in  dem  euclidischen 
Systeme  auf  das  Genügendste  erklären  Lässt,  so  dass  sich,  wenn 
man  nnr  «fiesen  Gesichtspunkt  stets  festhält,  dieses  System,  was 
man  auch  in  neuerer  Zeit  hin  und  wieder  dagegen  gesagt,  und  wenn 
man  auch  uftersipit  einer  gewissen  Geringschätzung  von  einer  Veral- 
ton^  desselben  gesprochen  haben  mag,  in  allen  seinen  Theileo 
ani  das  Vollkommenste  und  Schönste  abrundet  Auch  wflsste  ich, 
selbst  auf  die  Gefahr  hin,   mit  einer  gewissen  Hartnäckigkeit  am 
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Althergebrachten  festzuhalten  beschuldigt  zu  werden  ^  in  der  That 
kein  neueres  System,  welches  sich  in  Bezug  auf  wahre  geometri- 
sche Strenge  und  Evidenz  der  Darstellung  der  eigentlichen  geome- . 
trischen  Gnindelemente  —  denn  nur  von  diesen  ^  keineswegs  von 
den  grossen  und  schonen  Erweiterungen,  mit  denen  in  neuester 
Zeit  die  Geometrie  durch  Auffassung  allgemeinerer  Gresichts^uokte 
so  sehr  bereichert  worden  ist,  deren  hohe  Wichtigkeit  Niemand 
mehr  als  ich  anzuerkennen  bereit  sein  kann ,  ist  und  kann  hier  die 
Rede  sein  —  dem  euclidischen  Systeme  an  die  Seite  stellen  liesse, 
weshalb  ich  denn  auch  dieses  System  namentlich  für  den  ^trengep. 
geometrischen  Schulunterricht  —  ohne  daneben  auf  die  Einführung 
neuerer  Entdeckungen  in  denselben  zu  verzichten  —  ducchanisÜIr', 
das  geeignetste  halte ,  und  es  fortwährend  als  erste  und  eigentliche 
Grundlage  jedes  strengeren  mathematischen  Studiums  betrachte» 
wobei  ich  auch  nicht  umhin  kann,,  zu  bemerken,  dass  sich  Di^:h 
meiner  Ansicht  die  Art  und  Weise,  auf  welche  manche  neuere 
Bearbeiter  der  Elemente  gewisse  bekannte  Knoten,  deren  LSsung 
Euclides  uns  hinterlassen  hat,  etwas  cavalierement  zu  durchhauen 
suchen,  keinesweges  billigen  lässt,  wie  auch  in  dieser  Zeitschrift 
schon  hin  und  wieder  hervorgehoben  worden  ist 

Die -Einführung  der  besonderen  Art  von  Körpern,  welche  man 
Obelisken  genannt  hat,  in  die  Elemente  der  Stereometrie,  ist  jeden- 
falls sehr  verdienstlich  und  verdient  alle  Anerkennung.  Man  hat 
die  Inhaltsbestimmung  dieser  Körper  auf  einen  sehr  einfachen 
Satz  zuruckgeluhrt,  welcher  eine  Quelle  vieler  anderen  Inhalts- 
bestimmungen geometrbcher  Kurper  rst,  und  ich  selbst  habe  in 
dem  vorhergehenden,  absichtlich  von  dem  vorliegenden  getrennten 
Aufsätze  eine  für  den  Elementarunterricht  so  wünschenswerthe, 
möglichst  einfache  Begründung  dieses  Satzes  zu  geben  versucht. 
Aber  noch  Niemand  hat,  so  viel  mir  bekanjQt  geworden  ist,  den 
strengen  Nachyreis  der  Mciglichkeit  oder  Realität  der  Obi^lisken 
zu  führe»  gesucht,  was  sich  nach  meinen^ oben,  dargelegten  An- 
sichten über  die  geometrische  Methode  nicht  rechtfertigen  lässt« 
Nach  der  Erklänmg  der  Obelisken  hat  man ,  ohne  um  deren  Reali- 
tät sich  weiter  zu  oekümmem,  sogleich  einige  Eigenschaften  der- 
selben bewiesen,  und  hat  dann,  wahrschemlich  um  recht  bald 
etwas  in  der  Praxis  Anwendbares  zu  gewinnen,  mit  einer  gewis- 
sen Eile  den  körperlichen  Inhalt  dieser  besonderen  Art  von  Kör- 
pern zu  bestimmen  gesucht.  Die  Nachweisung  der  Realität  der 
Obelisken  dürfte  aber  um  so  nöthiger  sein  und  ein  besonderes 
Interesse  gewähren,  weil  man,  wie  sich  nachher  zeigen  wird,., 
wenn  man  dieselbe  zu  geben  versucht ,  zuletzt  auf  ganz  natürlichem'^ 
Wege  zu  einem  Probleme  geführt  wird,  welches  sich,  so  viel  ich 
weiss,  bis  jetzt  in  den  stereometrischen  Elementen  noch  nicht 
findet,  und  nach  meiner  Ansicht  durchaus  aufgelöst  werden  nniss, 
bevor  man  überhaupt  zur  weiteren  Betrachtung  der  Obelisken  über- 
gehen d^rf.  Es  ist  hier  eine  Lücke  im  geometrischen  Systeme 
vorhanden,  welche  man  sich  hätte  auszufüllen  bemühen  sollen 
Wir  werden  bald  sehen,  welches  dieses  Problem  ist  £ine  Auf- 
lösung bloss  mit  Hülfe  der  synibetischen  Geometrie ,.  welche  aller- 
dings, um  jene  Lücke  genügend  auszufüllen,  erforderlich  sein 
würde  und  vielleicht  ziemlich  einfach  sein  kann,  zu  geben,  ist  in 
diesem  Aufsätze  nicht  meine  Absicht.  Es  genügt  mir  viefanelir 
für  jetzt,    auf  das  Problem  aufmerksam  zu  machen  und 'die  «yn-. 
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thetigcbe  AuflSsung  den  Lesern  zu  fiberlassen;  dasegen  uerde 
ich  aber»  um  eine  genauere  Eipsicht  in  die  Natur  äesselben  zu 
vermitteln»  im  Folgenden  eine  analytische  Auflösung  geben^  welche 
mir»  sowie  die  Aufgabe  selbst»  nicht  ganz  uninteressant  zu  sein 
scheint 

•  Vnt  wollen  uns  also  jetzt  zuerst  mit  der  Entstehung  der  Obe- 
lisken »  deren  Erklärung  wir  als  bekannt  voraussetzen »  beschlÄicen» 
indem  wir  vorläufig  nur  bemerken,  dass  man  im  Folgenden  Sets 
festzuhalten  hat»  dass  in  Folge  der  Definition  alle  einen  Obelisken 
begr&Dzende  Flächen  ohne  Ausnahme  Ebenen  sein  sollen.  Hier- 
nach kann  man  sich  aber  die  Entstehung  eines  Obelisken  auf  fol- 
gende Art  denken»  .wobei  wir  Im  Folgenden  der  Kürze  wegen» 
wenn  das  Schneiden  zweier  geraden  Linien  gefordert  wird»  deren 
Parallellismus  dabei  nie  ausschliesseii  werden. 

Es  sei  eine  beliebige  ebene  geradlinige  Figur  A]^^A^A^..,An9 
welche  wir  im  Folgenden  der  Kürze  wegen  durch  jP  bezeichnen 
wollen»  gegeben.  Durch  den  Punkt  Allele  man  eine  beliebige» 
nicht  in  die  Ebene  der  Figur  F  fallende  gerade  Linie.  Hierauf 
lege  man  durch  den  Punkt  2I2  eine  nicht  in  die  Ebene  der  Figur 
jF^ fallende  gerade  Linie»  welche  die  vorhergehende  durch  den 
Punkt  Ai  gelegte  gerade  Linie  in  einem  gewissen  Punkte  schnei- 
det» was  offenbar  jederzeit  möglich  ist.  Femer  lege  man  durch 
den  Punkt  A^  eine  nicht  in  die  Ebene  der  Figur  F  fallende  gerade 
Linie»  welche  die  vorhergehende»  durch  den  Punkt  A^  geleste 
gerade  Linie  in  einem  gewissen  Punkte  schneidet»  was  wiener 
offenbar  jederzeit  möglicn  ist.  Auf  diese  Art  weiter  gehend  wird 
man  endlich  zu  dem  Punkte  An  eelangen.  Durch  diesen  Punkt 
werden  wir  wieder  eine  nicht  in  die  Ebene  der  Figur  F  fallende 
gerade  Linie  legen»  welche  die  vorhergehende»  durch  den  Punkt 
An-^  gelegte  gerade  Linie  in  einem  gewissen  Punkte  schneidet» 
zu  legen  haben,  was  offenbar  jederzeit  möglich  sein  würde.  Soll 
nun  aber»  wie  es  nach  der  Definition  des  Obelisken  erforderlich 
ist»  auch  die  letzte  durch  die  Kante  AnAi  gehende  Seitenfläche 
desselben  eine  Ebene  sein,  so  ist  es  augenscheinlich  nöthig»  dass 
die  letzte  durch  den  Punkt  An  geleste »  nicht  in  die  Ebene  •  der 
Figur  F  fallende  gerade  Linie  nicht  bloss  die  vorletzte»  durch  den 
Punkt  Anr-j  gele^e»  sondern  zugleich  auch  die  erste»  durch  den 
Punkt  Ai  gelegte  gerade  Linie  schneidet»  und  wir  werden  also» 
indem  wir  den  Nachweis  der  Realität  der  Obelisken  zu  führen 
suchen»  offenbar  zuletzt  zu  der  Aufgabe:  —  wenn  zwei  gerade 
Linien  im  Räume  und  ein  in  keiner  derselben  liegender  Punkt  ge- 

Seben  sind,  durch  diesen  Punkt  eine  die  beiden  gegebenen  gera- 
en  Linien  schneidende  gerade  Linie  zu  legen  — •  geführt.  Die 
Auflösung  dieser  Aufgabe  muss  also  im  geometrischen  Systeme 
nothwenmg  der  Theorie  der  Obelisken  vorangehen.  Ist  aber  die 
Möglichkeit  derselben  nachgewiesen,  so  wird  man  ohne  Weiteres 
mittelst  einer  der  Figur  \F  parallelen  Ebene  einen  nach  allen  Sei- 
ten hin  von  Ebenen  begränzten  Körper  von  der  Natur  der  Obelis- 
ken herstellen  können,  und  also  die  Realität  der  letzteren»  wie  es 
(Ge  geometrische  Strenge  fordert,  bewiesen  haben. 

Alles  kommt  also,  wie  man  hieraas  sieht»  auf : die  Auflösung 
der  oben  namhaft  gemachten  Aufgabe  an»  welche  wir  nun»  die 
Aufsuchung  einer  synthetischen  Auflösung  ffiir  jetzt  den  Lesern 
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ilbeMassend^,  analytisch  auflösen  wollen  ^  um  eine  etwas  genauere 
Einsicbt  in  ihre  Natur  zu  vermitteln. 

Au  f  g  a  h  e. 

Es  seien  zwei  gerade  Linien  im  Räume  und  ein  in 
keiner  derselben  liegender  Punkt  gegeben;  man  soll 
dijrch  diesen  Punkt  eine  die  beiden  gegebenen  geraden 
L;]n^ien  schneidende  gerade  Linie  legen. 

Auflosung. 
Die  Gleichungen  der  beiden  gegebenen  geraden  Linien  seien 

X — gl y — bi z — Ci 

cos  «1       cos  ßi      cos  yi ' 

^   1  x^a^__y-'b^_2'-c^ 
cos  02       cos  ß^      COS  y^ ' 

und  a^,  639  C3  seien  die  Coordinaten  des  gegebenen  Punktes.r  Da 
die  gesuchte  gerade  Linie  durch  den  Punkt  {a^b^c^)  gehen  soll»  so 
sind  ihre  Gleichungen  von  der  Form : 

^     cos  tp        cos  Tf;       cos  % ' 

Weil  nun  diese  gerade  Linie  sowohl  die  erste  ^  als  auch  die  zweite 
der  beiden  geraden  Linien  1)  schneiden  soll;  so  haben  wir»  wenn 
die  Coordinaten  der  respectiven  Durchschnittspunkte  durch  Xi ,  y^* 
Z|  und  üCq^t  y^»  ^2  bezeichnet  wetden»  die  folgenden  Gleichungen: 

cos  ai         cos  ßi         cos  y^ ' 

^^  i  JTi— fls  __  yi  —  bs  __.  gl  — ga 
cos  97  cosif;  cos)( 

und 

^a""^a ya — ^a ^a — ^a 

cosoa   ~~   cosÄ»   ~"  cosy«' 

^   i  0^2 "^«3  ^ya*^^  __  H — fit 
dos  9  cosi{;  cos  2 

Nimmt  man  zu  diesen  acht  Gleichungen  endlich  noch  die  be- 
kannte Gleichung 

5)  cos9>^  +  cosif;*  +  cos%*  =  1, 

80  hat  man  neun  Gleichungen,  mittelst  welcher  die  neun  unbekann- 
ten Grossen  Xi,  yi,  zi ;  x^,  y^,  2«;  (p$  ^$  %  bestimmt  werden 
mfissen. 

Eltminirt  mian  aus  den  vier  Gleichungen  3)  die  drei  Grössen 
^19  Ifif  h9   ^^  erhält  man  nach  leichter  Rechnung  die  Gleichung: 
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6)     |(6i  — Ää)C08yi  — (Ci— C^)C08ft|C08V 

+  {(Cj  — C5)cosofji  —  («i— Oa)  cos/i  I  cosi/;     \  =0; 
+I(<H  —  as)^^*^ — (*i — Ää)cos«i)co855 

uimI  auf  ganz  ibnüche  Art  ergiebt  sich  durdi  EUminatiofi  rum  x%, 
j%,  %  «US  den  vier  Grleichimgen  4)  die  Gleichung: 

7)    ((i^— *si)cosy2  — («i— C3)cog/3ta}ca«9J 

Dieire  beiden  Gleichungen  liefeili  in  Verbindung  mit  der  Glei- 
chung 5)  die  zur  Bestimmung  der  drei  unbekannten  Grössen  g),  tj;, 
%  erforderliche  Anzahl  von  Gleichungen. 

Setzt  man  der  Kfirze  wegen 

-^i=;(ai— Ob)  cosft — (^i  — 6j|)  cosax, 

Äi  =  (6i— &3)C08yi— (Ci— C8)C09ft,  '^ 

^^     ^   Ä2  =  (&2— *8)C08y2  — («2  — ^3)C0S/J2; 
Ci=(Ci— C3)C08Äi  — (Oj— a8)co8yi, 

p 

C2=(c?a— Ca)  cosos— (02—- 03)  cos]/^; 

so  werben  die  beiden  Gleichungen  6)  und  7): 

J  Äi CO89  +  Ci cosif;  +  Ai cosx=0,. 
^  i?2Goii9>  +  Qco8i{;-f  2l2CO8;^=0; 

COS  i(;  =  yv-^r Tyr-cof^  q> , 

cos  55  =  p-j JT^cos  g> 

ergiebt    Also  ist  nach  5): 

-_■  Ct^2 ^1^2 

woraus  sich,  in  Verbindung  mit  10),  die  folgenden  Formeln  zur 
B^^mmong  von  (p,  'pf  %  ergeben,  in  denen  die  obem  und  untern 
Zeichen  auf  einander  zu  beziehen  sind: 

||\  j  cnaUi=-i-  — AiB^—BiA^ 

)        ^     *  V  (^lÄT-Äx  Ja)>+(^Ci-CiÄa)H(CiA-JiCi)«' 

-  BjCi — C1B2 ^ 


woraus  sich 
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Hat  man  aber  die  Winkel  9«  tf;»  x  mittelst  dieser  FormelD  ge- 
funden, ^o  erhält  man  die  Coordinaten  Xiy  yi,  z^  und  x^,  g^,  2^ 
leicbt  mittelst  der  Gleichungen  3)  und  4)^  was  wir  hier  nicht  wei- 
ter entwickeln  wollen. 

Uie  Gleichungen  der  gesuchten  durch  den  Punkt  (036^03)  ge- 
henden und  die  beiden  gegebenen,  durck'die  Gleichungen  1)  cna- 
rukterfsirten  Linien  schneidenden  geraden  Luiien  sind  nachi^)  «od  11): 


Zu  einer  andern  Auflösung  gelangt  man  auf  folgende  Weise. 
Die  Gleichungen  der  beiden  gegebenen  geraden  Xlnien  seien 

und  f,  f/,  h  seien  die  Coordinaten  des  gegebenen  Punktes.     Also 
sind  die'  Gleichungen  der  gesuchten  geraden  Linie  von  der  Form 

14)  X — fz=,A{z — A),  y — g:=:'3i{z — A). 

Sind  nun  o^i,  ^1,  Zi  und  0^29  y^j  I2  die  Coordinaten  der  Durch- 
schnittspunkte dieser  Linie  mit  den  neiden  gegebenen  geraden 
Linien,  so  haben  wir  zur  Bestimmung  der.  acht  unbekannten  6r5s- 
Nen  Xi9  yiy  zi\  ^2^  y^y  H^  ^s  ^  die  folgenden  acht  Gleichungen : 

^i=ai?i+*i*  yi=«i«i+/?i; 
15x1         •a^2=«2^a  +  *a»  ya=«22a  +  Ä8; 

Xi—f=A(zi-^h),  .Vi— -7=2f(^i  — A)» 
x^'-f^Aiz^—h),  ^2— i7=2f(22— A). 

Aus  den  vier   letzten  Gleichungen    erhält  man    durch  EliminatioD 
von  A  und  21: 

^  ( Cyi-ff)fe-A)-(ya-//)(M-A)=0; 

also  vermöge  der  vier  ersten  Gleichungen: 

.-    .  (fliafi  +  6i—/)(22  —  A)  —  (flrat2+Ö2— /)(*!— A)=0, 
^^^^  (aiii+A-^)(22-A)-(«222+/?2-!^)(^-A)=0; 


oder 


'. !  («1  — «'a)-!  +(«2^  +  61  — /)l22 
.  =  (*i-Ä2)A  +  («iA  +  *?-/)'i* 

^^  {(«1— «2)^1  +(«2*  +  ^— ^)122 

=t(A-/?2)A+(«iA+/'2-Ä^)H; 


' 


Ö3 

folglich 

19)    ttfBA  +  Ai-/*+(ai-<i,)2xtl(A-l?2)Ä  +  («iA+/J»^^)iil 
={€i^h+ßi  —fj  +  («1—02)21 1  t(*i  — Ä2)Ä  +  (fli*  +  b^—fiti  I , 

also 9  wie  man  nach  leichter  Entviickehing  findet: 

j      («L-«2)  (6i-*«)Ä  +  (üik+ö^^n  (o^Ä+ft-r/)  I 

+  \  («1— «2)(öiA  +  öa--/)— (öi--a2)(«i*  +  A--fl')}2^i* 

Ffir  21  =  A  Wird,  wie  man  leicht  findet,  die  Gleichung  lO),  folg- 
Ifch  auch  die  Gleichung  20) ,  erflillt^  so  dass  also 

0={(6i-6ä)(«2A  +  A-^)-(A-/J2)(M  +  *i -/•)!* 
(       (c^i-«a)(6i-*a)A+(fliÄ+Aa-/D(«aÄ+A-^) ) 
+  I  -(a.-a20*i-/?2)A-(^aA+*i-/)  («lA+Z?«-^)  j 
+  l  («i-«2)(«iA  +  6a-/)-(«i-fla)(«iÄ  +  /?a-^))A* 

ist.     Subtrahirt  man  diese  Gleichung  von  der  Gleichung  20)»   so 
erhSlt  man,  wenn  der  Kurze  wegen 

IM=    («1— Oa)(Ai— 6a)A  +  (aiÄ  +  Äa— /)(02A  +  A-^) 
-  («1  -  fla)  (Pi  —ß%)  A  -  (02A  +  ^—f)  («1  A+z^a-Ä^)  ^ 
JV=:    («1  — a^(aiÄ  +  Äa~/)--(ai— a2)CaiA  +  /?2— ^)  ,. 

gesetzt  wird,  die  Gleichung: 

22)    (zi-A){ilf+iV(2i  +  A)|  =  0, 

00  dass  also  entweder 

ri-.A  =  0 


oder 


d*  h.' entweder 


oder 


Jlf  +  iV(ii+Ä)  =  0, 
23)    Zi  =  Ä 


24)   Z|i+A=  — 2^,  «i=— A— 2^ 

ist 

Wollten  wir  ah^r  Z|:=:A  setzen,  so  würde  aus  der  fünften  und 
fledisten  der  Gleichungen  15)  ^=/'»  yi=ff  folgen,  und  wegen  der 
ersten  und  zweiten  dieser  Gleichungen  n^sste  also 

/=aiA  +  6i,i|r=aiA  +  ft  «' 
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gtm,  d«  h   der  gegebene  Punkt  (fgh)  würde  in  der  ersten  der  Im- 
den  g^ebenen  Linien  liegen,  was  gegen  die  Voraussetiang  strei- 
tet,  da  wir  angenommen  baben,   dass  der  fi^egebene  Pmkt  m  kei- 
ner der  beiden  gegebenen  Linien  liegen  soll. 
Hiemach  können  wir  also  bloss 

25)   r.=-Ä-^ 

setzen«    . 

Bis  hierher  baben  Bir  die  Rechnung  absichtlich  ganz  alige- 
mein geffibrt«  Um  nns  jedoch  die  fernere  Rechnung  m  erleichtern^ 
woUeji  wir,  was  offenbar  verstattet  i^,  jetzt  den  gegel>enen  Punkt 
als  Anfang  der  Coordinaten  annehmen ,  d.  h.  wir  wollen  im  Vorher- 
gehenden /b::^=:A=0  setzen. 

Dies  vorausge^^etzt,  ist  im  Vorhergehenden 

L  af=Vi— Ma» 

folglich  nacb  25): 

Nach  der  ersten  der  beiden  Gleichungen  18)  Ist    . 

■   r^-  Vi 

also,  wenn  man  den  voifaergehenden  Werfh  von  Z|  einf&hrt: 

28^    ^  — M2-Mi      

Führt  man  nun  femer  die  gefundenen  Ausdrucke  von.jTi  mi^  s^ 
in  die  aus  15)  bekannten  Gleicnungen 

ein,  so  erhält  man  für  die  CoordiDaten  der  Durchscliiiitt^pq|ifct^,de^ 
gesuchten  Linie  mit  ^       ^-•^-  1-  !•_•__   _«i.__t_       m.  jv_ 

Folgenden  Ausdrucke: 


gesuchten  Linie  mit  den  beiden  gegebenen  Linien  überhaupt  die 

fo-       ■  -      - 


!»'.  I 


CUV.  j  ,,  _  ßi  K^  —  gg/^a)— fa(<^A  ~  «1/^1)  ^  . 

und 


•1 
'>    I 
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30)  \  /^i  («2^2— «2/^2)  —  /^a(«i^i  — «ift) 

^^  (Ol  -  «2) /*i -(«!-- «2)^1 

*i/*2  -  Ml 


•^  («1  -  02)^  -  («1  -  «2)^  * 

Die  Gleichungen  der  gesuchten  Linie  sind 


'■      ^  X 


oder 


32) 


Äi  («261  -  02/^2)  ^  *2  (««i^i  —  «1/^1) 
2 

(il  {cufi^,  —  «2/^2)  -  /^2  («1  *1  -  «fl/^l) 

z 


Ist  fter  gegebene  Punkt  nicht  der  Anfang  der  Coordinfrtea,  son- 
dern übetfaaiipt  durch  die  Coordinaten  f,  g,  h  bestimuit,  40  braucht 
man  sich  durch  denselben  bloss  ein  dem  primitiven  voordioaten- 
systeme  paralleles  Coordinatensystem  gele^  zu.aeokeo^  und  irird 
dann  leicnt  finden,  dass  man /um  die  nöthigen  Ausdruck^  xur  Bfoi- 
Stimmung  der  Lage  der  gesuchten  Linie  zu  erhalten,  in  den  vor- 
hergehemlen  Formeln  bloss  für 

respective 
und  f&r 

*i*  A ;  *2»  ^2 

respective  .  ; 

«lÄ+A— A  ai*  +  A-^i7;    «2^  +  ^a— /»  «2*  +  ft6— 5^ 

setzen,  alles  Uebrige  aber  ungeändert  lassen  muss,    was  wir  wei- 
ter auszuführe/i  dem  Leser  übedassen« 

SchMessliefa  wiederholen  wir ,  dass  wir  eine  Auflösung  der  vor- 
hergehenden Aufgabe  bloss  durch  Construction ,  so  dass  dieselbe 
Plat&  in  :dsto  lUomenten  der  Stereometrie  finden  kaooj  für  wQp- 
«ekenswcrtlirhalten. 

"■'■'•■■■  • .     ■  . 


1 

•.  ■     ♦■.;■■ 


4 
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Snr  les  d^rKees  d'ane  fonction  de 

fonction. 

Par 

Monfiienr  Ubbo  H.  Meyer 

de  Groning'ae. 


Divers  proc^d^s  ont  4t4  propos^s  pour  d^tenniner,  en  forme 
finie,  les  döriv^es  d*une  fonction  qui  dopend  d'une  autre  fonction. 
Ce  Probleme  9   ioin  d'^tre  gön^ralement  r^solu,   n'est  abord^  que 

fionr  des  cas  tr^s  sp^ciaux.     Convaincu   de   Timperfectlon    de  la 
h^orie  des  d^riv^es,   M.  Oscar   Schi  »milch    (Archiv.  T.  VII. 
E.  204.)  a  ient6  de  döterminer  les  döriv^es  des  fonetions  /^  et  f^. 
a  -troüv^ 

dans  laquelle 
et 

■      -n  ■ 

le  coefBcient  A^  ^tant  donn^  dans  cette  formule  par  l'^quation 

^h  öbservatit  qne  dans  les  deox  formoles  P\9  p±'r .».  d^igneot'fes 
coefBcients  binominaux  de  Tesposant  p,  Lautenr  a  'd^monM'^es 
formuies  par  induction^  en  indiquant  qu'elles  seront  v^rifiäes  pour 
les  derivees  de  Fordre  n-fl,  lors<]u*on  les  suppose  ezactes  pour 
Tordre  n.    U  a  ajoutö  etre  parvenu  h,  la  dötermination  des  coefBcients 
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{)ar  une  möthode  qui  lui  est  propre;  et  II  est  k  re^etter  qu'U  ne 
*a  pas  communiquee,  puisque  la  methode  est  souvent  plus  in- 
stnictive  que  le  r^sultat  n'est  interessant. 


que 

coonaitre  la  methode  par^  laauelle  il  est  parvenu  ä  aea  formules, 
j'exposerai  le  proc^d^  qui  m  a  conduit  ä  une  formule  g^närale  quI 
embrasse  les  iormules  eitles  conune  cas  particuliers. 


Puisqo'on  a  generalement 

il  faut  que  soit 

loFsque  0  däsigne  une  variable  qui  s'övanouit  aprds  les  difförentia- 
tions.    Si  donc  y  repräsente  une  fonetiou  de  o;,  et  qu'on  pose 

y  =  yx, 

cn  aura  de  mäme 

(1)  Kfy=^'!fyx^i^ 
et  lorsqu'on  fait 

(2)  ys^i  =  y^es, 
il  s'ensuit 

ce  qui  change  l'äquation  (1)  en 

(3)  3"  A=9" /»+»,• 
De  plus,  (m  tire  de  Tequation  (2) 

(4)  ße  =  yxi^e —' y , 

ce  qui  montre»  non  seulement  que  0e  däpend  de  o?  et  $,  mais  en- 
core  que  8«  s'övanouira  avec  s,  du  moins  si  Ton  excepte  les  va- 
leois  particuli^res  de  a  pour  lesquelles  il  y  a  Solution  de  continuite. 
On  aura  par  süite 

Ä+e, = fy  +  f\  e.  +  o  A  ö**  +  rO  A  «'• + •  ' 

et,  en  Tertu  de  l'äquation  (3), 
ThcUHL  1 
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ou,  puLsqne  y  est  indöpendant  de  b, 

On  s'assurera  ftist^ment  que  la  särie  dans  \e  i^econd  membre  de 
cette  formnle  s'arr^tera  auterme 

Sarceque^  selou  requation  (4),  le  premier  terme  du  developpement 
e  Se  suivant  les  puiseances  entieres  et  positives  de  s  ötant  pro- 

portionel  k  e,  \e  premier  terme  du  developpement  de  0™serapro- 

portionel  ä  s"*,  et  qu'un  terme  de  la  forme  S^e'wgjf  s'^vanonira  avec 

€,  lorsque  m  est  plus  grand  que  n,  et  que  g)e  reste  fonction  conti- 
nne  pour  e=0.    La  formule  (5)  peut  donc  ^tre  mise  sous  la  forme 

dans  laquelle  on  a  posö,  pour  abreger, 

(6)  k!  z=z  1.2.3....A-; 

et,  si  Ton  substitue  ä  &e  sa  valeur  tiree  de  lequation  (4) ,  il  viendra 

(7)  Kfi,='^^'i!ff'^':h'i^-y\'-- 

Posons  encore,  pour  abreger, 

(8)  •   (A)_  1.2.      3 m '     • 

on  aura,   en  developpant  le  binome  (^xi-e-^yx)^, 

et,  si  Ton  a  egard  ä  requation  (1),    et  quon  observe  que  8"y 
:^^  l=rO,  il  rä^ujtctä  enfin 


V  :  ■ 


*Si  »^0     A/    ^'^^^  /»  ^^sr-. 


Voici  bt  formule  generale  ^annoncäe  aui  aubsiatera  pour  toute 
fonction  fy  de  y  et  pour  toute  fönetion  y  de  x,  6n  exceptant  tou- 
jours  les  cas  partituliers  oü  Ton  attribue  ä  s  uoe  v^^epr  f^^U^  q^/^ 
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la  continuit^  sera  interrompue.  £n  preiiant  ßuccessivement  yz=zx^ 
et  y'=^9  cUe  founiira  les  formules  de  M.  Schlo milch  rapportees 
au  commencement  de  cet  article.  II  faut'  observer  toutefois  que, 
quoique  la  |brniiile  (9)  soit  plus  döveloppäe  que  la  formale  (T), 
Celle -ci  l'emporte  par  sa  simplicite:  c'est  pour  quo!  nous  allons 
nous  en  occuper  encore  un  instant. 

Faisons 
on  aura 
d'oü 

et  la  fonaale  (7)  donnera 

(10)     •  8:r.'=*^'^e*'/^*'a:(e'-i)'. 

Or,  s  4tant  egal  ä  z^ro, 

sera  le  coefBcient  de  u^  dans  le  developpement  de 

(e«  —  1)* 

suivant  les  puissances  enti^res  et  positives  de  u,     Donc^  sl  Ton 
dösigne  ce  coeificient  par  Bk,  n»  on  aura 

ai)  Kfe'='^'ts'"«^'f'p- 

Lorsquon   voudra  appliquer  la  formule  (7)  ä  la  dötermination  de 
la  d^rivee  ^fj^i  U  sera  plus  commode  de  substitugr  d'abord  xb  a 

1 

«  et  parsuite  -8«  i  8^,  ce  qui  la  changera  en 

rt2)  8:/y=^*jyij^*'Srtyx(i+*)-y}». 

Maintenant  si  Ton  fait 

on  aura 

d'o& 

et  Ton  trouvera,  ä  Taide  de  la  formul«  (13), 

7* 
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(13)      8:/>=5;*^'if*"'/3.'s;ui  +  e)^-l|»; 

donc^  si  Ton  pose 

(14)  a:/>=i  j^  jjA»**"/*^, 

il  suivra  que  Ak,n  sera  le  coefBcient  de  u^  dans  le  d^veloppement  de 

suivant  les  puissances  enti^res  et  positives  de  u.    Soit  encore 

on  anra 

yxni-t)  =  la:(i  +  c)  =  ir  +  /(l  +  e), 
d'ou 

yr(i+f)—^  = /(!  +  «). 

Cette  valeiir  de  y  Substitute  dans  la  formuie  (12),  il  viendra 

et,  si  Ton  pose 

on  sera  assurö  que  Qt,n  reprösente  le  coefficient  de  u"  dans  le 
d^veloppement  de  \ 


.     -  .       -        .  4 

Su'on  pourra  maiutenant  etudier  ces  coefHcients  ind^pendamment 
es  fonnules  dans  lesquelles  ils  se  sont  present^s. 

Nous  examinerons  donc  ces  coeffieients  dans  un  artiele  sp^ial. 


Anmerkung  des  Herausgebers.  In  TUeiL  YIII.  Nr.  XXXIII.  und 
Nr*  XLI«  befinden  sich  noch  zwei  Abhandlungen  des  Herrn  Professor  Dr. 
Schlömilch  über  höhere  Differenzialc(uotienteii« 
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Snr  le  deTeioppemenl;  de  la  fonction 

Par 

Monsieur  Ubbo  H.  Meyer 

de  Groningae. 


Les  applications  da  No.  pr^c^dent  nous  ont  conduit  anx  coef- 
ficients  des  puissances  de  u  dans  le  däveloppement  des  fonetions 

Kl  +  tt)A*— 1}*,  (c»^l)*  et  {l(i  +  u)]K 

La  d^tennination  de  ces  coefBeients  offre  beaucoup  de  difTicultäs« 
et  josqa'ici  on  n'a  pas  trouvö  d'expressions  dont  la  simplicite  soit 
<M>iiiparable  k  celle  des  coefficients  biDomiaux.  Afin  de  contri- 
buer  k  la  connaissance  de  ces  coefficients,  je  vais  en  signaler 
quelques  relations. 


Le  d^veloppement  de  la  fonction 

(l  +  tf)i»--l 

en  sörie  suivant  les  puissances  entidres  et  positives  de  u  commence 
par  fAU,  donc  le  d<^veloppement  de 

(i  +  uy^i 

commencera  par  l'unit^.    Au  lieu  de  la  fonction 

{(1+tt)M^ll* 
noiis  considerous  donc  plut6t  la  fonction 

.1  (lU  )  ' 
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dont  le  developpement  aura  1  unit^  pour  premler  terme.  De  ineme 
Dous  nons  occuperons  des  fonctions 

au  lieu  des  fonctions 

jeu^ljx  et  {/(1+m)P; 
et  nous  posons 

•   pH«  »«=0 

(2)  <-ir~»  ""hf o  ^'•"""' 

(3>  |i(l±!0|C"T<E,.„««; 

n  etant  un  nombre  entier  et  positif^  tandisque  tc  et  fi  dösignent 
des  nombres  quelconques.  II  suit  de  lä  quentre  les  coefBcients 
A,  B,  C  de  Tarticle  präeedent  et  entre  les  coelBeients  2(j  J&,  C 
il  y  a  les  relations 

k  ^tant  im  nombre. entier  et  positif.  On  s'asswera  de  plus,  par 
le  th^or^me  de  Caüchy,  qne  les  ^quations  (1)  et  (3)  ne  subsistent 
que  pour  un  module  de  u  inferieur  ä  1,^  et  que  l'^quation  (2)  ne 
;fcbsiste  que  pour  un  module  de  u  inf<örieitr  ä'Ök. 

D^slgnons  maintenant  par  i  title  vairiab)^  qtii  s'^anötllt  ttpres 
leis  diff^rentiations,  on  aura,  par  le  th^or^me  de  Maclaunfa'r- . 

(5)  ax,„,,.=-,a,  ? — - — \  , 

(6)  :B,,„=^,e»|£^^  .       .  :.  ,: 

(7)  (Ex,n-;^9,  ? — ^— ?  ;  j 

equations  qui  sufBsent  pour  d^termin^  21»  Ibs  £  pour  teut 'fiombre 
entier  et  positif  w,  et  auxquelles  on  pourra  joindre 

^8^  i  ^^'^'^  ^  ^ '  ^*' ö  =  i  *  ^x, 0  =  ^5 

^  ^  (  2rx,-„,M  =  0,  »x,-«=0,  €x,-*=0. 

e 

En  remplagant  b  par  —  et  par  snite  de  par  ^f ,  on  tire  de  l'^qua- 
tion  (5) 


iJ^'H^'-' 


nt^'  l  s 


~  W  '^*'"" 


103 

i  € 

Or,  lorsqa'on  fait  f*=oo,  ou  — =0,  la  vaieur  de  (1  +  — )A*  «e  chan- 
gera  en  e',    Donc  si  la  valeur  de  t  est  ägale  k  z^ro,  on  aura 

0U9  en  vertu  äe  l'equation  (6), 

Si,  au  contraire«  on  pose  |[i^&=0,  il  suit  de  T^quation  (5) 


ou,  suivant  T^quation  (7), 

(10)  Cx,ii=3x,fi,(. 

On  voit  donc  qu'il  sufBt  de  d^tenniner  d'une  mani^re  g^nörale  le 
coefficient  2l,puisque  ies  öquatum«  (9)  et  (10)  founüeäeä  le  moyen 
de  d^uire  J5  et  (L  de  21. 


Polens,  ^pöur  abr^ger, 

ai)  ,,=;•,,=  illifclr/ 

on  aura 

(12)  a.(r^  =  xf*(jip^jjnz:j  -7 , 

d'oü 

6(li-£)a.^,  =  x^«^j^ii^/i-.x(l  +  e)/., 
et  puisque 

(i+gy*         1      , . 

(1  +  €)/^l  -(1  +  e)/u— I  +  *' 
on  tire  de  la  pröcedente: 

(13)       B(i  +  e)d,f,=x^_^^_^f,  +  7,(f=^^i)f., 
ou,  snbant  Tequation  (11),  * 

^(l+iB)3^/'^,x  =  «/i,x-l+x(/i— l«— l)A,x, 

t •  .■'.■•■• 

pois 


(14)    «^U(l  +  Ö8.A,x5=x8»/i,x-i  +  x8»{(,*^l«-.l)/i,x|. 

Pour  d^velopper  Ies  d^r^v^es  de  cette  öquation,    on.peut  se  senrir 
de  la  formuie  de  Leibnitz 
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«  4C  «•  ttant  des  nombres  entiers  et  positiCs ,   et  (n)  donnö  par 

»      «(«-  i)  (n^2) ....  (w-m  + 1) 
t*^>  W-  1.2.3    .... m 


En  effet,  si  Ton  suppose  que  g)*  reste  fonction  continue  pour  x=43, 
et  qn  on  fasse  rlfx=xP,  p  etant  un  oombre  entier  et  positif«  la  for- 
male (15)  se  T^daira  ä 

(17)         '^  ^  ipe  =  (n)p!  ^  g>e = ^^j  C'  9'- 

K 

En  appliqaant  cette  fonnule  ä  reqnation  (14),  on  obtiendra 
d'oü  Ton  dednit,  en  ayant  egard  anx  equations  (5)  et  (11) » 

.    (18)  («+«)ax,«=xa^i,n+(p^«— «+i)ax,i 


On  pourra  partir  de  cette  equatlon  aux  differences  partielles  pour 
d^terminer  Jlx,n9  en  y  joignant  les  equations  (8)  et  la  condition 
que  2(x,n  ne  contienne  point  de  termes  periodiques  par  rapport  k  x. 
Posons  pour  cela 

(19)  Zx,n  =  (»  +  !)  («  ^2),.„ix+n) ' 

snbstitnons  cette  valeur  de  2(  dans  i'equation  (18),  et  faisons  Als- 
paraitre  le  facteur  commun  aux  deux  membres.    On  trouvera 

Px,n  =  Px^iyn  +  ((l — Ix— «+l)Px,ii-i, 

d'oü  

zfxPx-i,n=:(fA— 'Ix— n+l)Px,«-i; 

et  puisaue  3(o>n=0'  ^^  ^  n'est  pas  egal  ä  zero,  on  anra  de  m^rae 
P^^n^O  sous  la  m^me  condition.  Si  donc  ki  repr^sente  une  vari- 
able dont  l'accroissement  est  egal  ä  Tunite,  on  deduit  de  la  pr^- 
cedente 

Px-l,n=    '^     (f^^kl^n  +  1)  Pk,, n^l 
*i=l 

ou 

(20)  Px,n  =  *7-^"**'(i^=r^X^W+!)Pifc.,n-i. 

*        *i=l 

ayant  soin  de  reduire  ä  z^ro  la  fonction  periodique  par  rapport  ä  x 
que  l'integration  finie  introduit,  si  x  n'est  pas  un  nombre  entier  et 
positif. 

En  changeant  X'x  en  k^,  Ken  ki,  et  n  en  ra  —  1,  T^quation  (20) 
se  reduit  ä 
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et  «abstituant  cette  valem  de  ft,,»-!  dans  l'^quation  (20),  on  ob- 
tiendra 

En  continuant  ainsi,  et  observant  que 

I 

il  vieodra 

et,  en  vertu  de  T^quatioii  (19),  on  aura  enfm 

(21)    21x,«  = 

*ia.  *it    ''*„=i  «  +  »  '     x+n^l   •"  K  +  1    ' 

^1»  ^»••••^»  d^signant.des  variables  dont  Faccroissenient  est  1,  et 
ies  integrales  ötant  prises  de  mani^re  que  les  fonction^j  p^riodiques 
par  rstpport  a  k  s'^vanonissent.  Cette  eqnation  est  peu  commode 
'  pouT  Tevaluation  du  coeflßcient  3(,  touteCois  eile  semble  munter 
quelque  attention,  parcequ'il  n'est  ]^as  impossible  de  r^uire  l'int^ 
l^ation  multiple  a  une  Integration  simple.  Ajoutons  aue  les  ^qua- 
tions  (9)  et  (10)  foumissent  le  moyen  d'obtenir  imm^diatement  des 
relations  analogues  pour  les  eoefücients  Jb  et C  L'äquation  (18)  donnera 

(22)  (x  + w)Äx,ii  =  xBx-i,n  +  »Äx,«-i  , 

(23)  (x  +  n)  (Ex,  n  =  x(Ex-i , «  —  (x+w— 1)  (Ex,  »-i ;      . 

et  r^quation  (21)  se  reduira  ä 

y^ß    Ä^x,«         ^_^     ^^^^  x  +  n.x  +  n^l     x+1' 

(25)     €x,n  = 
k,=  i       k,=  l  k=l      ^       ^        x  +  w         x  +  w^l       x  +  1 


L*equation  (13)   conduit  encore  a    d'autres    relations.     On  en 
tire  d'abord 


^^^^(L±£>l_l{,(i  +  ,)8,/i«x(^_la^l)/ii,  . 


puis 


^,8:/i=ia;^<Ü^-=iu(i+*)S,A--(F^i*  -  ml 


106 

En  y  appUquaiit  la  fonnuie  de  Leibtütz  (15)«  qu  on  peut  mettre  ^oissi 
sous  la  lorme 

nf     "^   m=o  (n — m)/'    m! 
on  trouvera 


ä^"^'= 


ffi=o    (n—m):  *  ft«  m/  *      ^    '  ^   '        ^^  /' 

Or,  ona. 

fi— m-f-l  » — II» 

1         g»^(l  +  g)^-l^(ft)^     (fi-1) 

(w- — m)!  ^  116  II       n — m+1' 

^  et,  eu  egard  a  la  fonnuie  (17) , 

.  J787  {«(1  +  £)a,/i_K(;nii£_i)/i) 


donc  r^quatipn  pr^c^dente  se  changera  en 

n — lA  ,_ 

011,  en  vertu  des  ^nations  (5)  et  (11), 


n — m 


(26)      «ax,n=  ^^   ;;j^5^j^ 

Le  secohd  membre  deviendra  plus  simple,    si  Ton  observe  qu'en 
genäral  on  a 


et  que  par  snite  l'equation  (26)  peut  etre  changee  en 


n 


(f*-i) 


*7lx,n=(*+n)7ix,n~    ^  .  j^  Qi  —  lx+  l)2(*,-i 


n— f»  Ä — wi — 1 


+^JÄjrR(-+'»)-?=r^(^-i«-'»)^a«.-.- 

Mais,  suivant  l'equation  (8),  on  a 

2fx.-i  =  0, 
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et  de  r^quation  (16)  on  deduit 

donc,  apr^s  quelques  reductioDS,  T^quatioD  pröcedente  deviendra 


/cw-rv     ^         "^  (n— rwK— •OT)tt--(x  +  m)»-^i 
(27)  "3»«,.^^/    ik-m)^-m+t)      (<*-l)3«»> 


m« 


Remarqnons  encore  qu  ä  Taide  de  la  relation  (18)  on    d^uit  de 
Töquation  (26) 


m=«=n-|-i     Ca— 1) 

(28)  2Cxii=     -2?       ^^-  v^a 


IX — i»m' 


Od  parvient  ä  une  relation  semblable  k  l'äquaüon  (27) , 
sur  l'^quation  (12)  pr^tientäe  sous  la  fonm 


en  ope- 
raDt 


d'oü  Ton  tire 

Cl  +  €)1-A*  — l 

;.»■•■'■  ■        '     ■    .  •  * 

t ^  t ii f .        •  .     J 

EUi:piräiint  la  dörivee.de  Tordre  n  par  rajmott  a  €  des  deux  mäm- 
brei^  ae'  cette  ^qiiatiön ,  et  se  servant  des  fonniiles  (15)  et  (17) ,  on 
obtiendra  affiß  quelques  r^ductions 

(29)  nax,«=   -^  (>c  +  m)'^^j^äx,m, 

0U9  ce  qui  revient  au  m^me^ 


(30)  «3x..=^^ (- 1)— (,/l^Ki^m?t).<'-+"-^-^>%'"-   . 

Ajoutons  encore  que  Ton  trouvera  des  relations  analogues  pour  les 
coeffieients  ^  et  C  ä  Taide  des  ^quations  (9)  et  (10).  L'equation 
(27)  conduira  ä  _^^ 

(31)  nÄx,«  =  ^^(^^^  +  l)f  »x,m  , 

(32)         nCx,„=  ^^  (- l)-'"(,_^)(t-^  +  i) «^.- 

L'^uation  (28)  donnera 

■•=»+1  1 

(33)  »x,n=    ^^    („_^_j.l)f»*-l,m, 

m=n4-l   r 1)»— m 


(34) 


>X,1I 


m=30 


fe-l«^.!'*'«-!.»- 


Enfin  r^quation  (29)  ou  (30)  fournira  s^utement 
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(35)       „»,„=^^(-l).^»-,f±|^,»„.. 

car  pour  ft=0  eile  coincidera  avec  F^quation  (27)  et.se  r^daira 
donc  a  la  relation  (32). 

A  ces  relations  peuvent  se  joindre  Celles  au'on  obtient«   en 
appliquant  la  formule  de  Leibnitz  au  second  memore  de  r^quation 

On  arrivera  ä 

(36)  2rx,«=    ^   aA,ma*-A, 


puis  9  au  moyen  des  ^quations  (9)  et  (10) , 

(37)  Äc,«s=     -y     »A,«»x-A, 

111=0 

•itsm+l 

(38)  Cx,„=      -J      €x,m<tx-X.» 

ia=0 


Dans  toutes  les  formules  rapportees  ci-dessus  la  valeur  de 
fi  reste  invariable ;  c'est  pour  quoi  nous  avons  ^rit  partout  simple- 
ment  Hx,n  au  lieu  de  Hx,n,iüL»  Cberehons  ä  präsent  des  tefäti^Miii 
dans  lesquelles  11  entre  ä-la-fois  diverses  valeurs  de  ft. 

Soit  y  une  fonction  de  a:  d^termin^e  par  l'öquatioii 

(39)  y^ys=(l+x)f^^l; 

il  s'en  suit 

y  ^(1+^)^  —  1 

De  plus  on  tire  de  r^quation  (39) 
d'oü 

-y 

donc  on  aura 

/40)       y  _a+^y-i{a+yr-i]''^ 

puis 


a»  |(H-^y-i{  «_a»  \a+.vy-ij 

*    '  UX  '  '  \  1  1 


s  * 
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Rappelon&'noi^  maintenant  la  fdrmiil^  (7)  du  No.  pr^cödent 

(41)  '   3:/i='31'^C^"»y'+'-^''-' 

et  appliqoons  cette  fornmle  an  second  membre'  de  r^qaatton  prä- 
c^ente;    neos  obttendrons,  en  ^gard  k  röquatton  (39), 

(^  ^-y)''-U   a^t (1  +  a: + «)/.  _  (1 + .r>" i».. 

J 

Eb  fai8antar=0,  et  observant  que  y  s'^Fanouit  avec  jt»  on  d^duit 
de  la  präcödente  jointe  k,  l'^quatton  (5) : 

M^,  k  l'aide  des  tfqaations  (5)  et  (17),  on  trouvera 
donc  on  anra 

m=n-|-i 

on»  en  ecrivant  — x  au  Keu  de  x, 

(42)  a~x,»,iu=       -^        ft"  2fx,  »1,^21«, ii—m,ju. 


m=:0 


De  plus  on  en  tire,  en  vertu  des  ^quations  (9)  et  (10), 

iii=n4-l 

(43)  JS>—x,n=^       ^      Cx,  m2iB,n— m» 

(44)  C— x,n=       -2"      Äx,m€tii,»-^. 

Le  th^oröme  de  Burmann  conduit  encore  k  une  relation  plus 
simple*    En  effet,  en  vertu  de  ce  th^or^me,  on  a 

en  faisant  ar=0  apres  les  difförentiations^    et  supposant  que  y 
s'itfvanoait  avec  x»  tandisque  la  rapport  -^  restefint.    Us'ensuit 


HO 


et 


»:©"=r|(l)^(5)"l=j|-»^(fr. 


Si  donc^  dopend  de  x  par  Täquation  (ä9),  d'oü  Ton  a  d^nit 
requation  (4d),  on  obtiendra 


,.jO±^j.^^.    .  ,.   (l±|t=.j- 


-p 


et  puisque  les  valeurs  Ae  x  ei  y  soDt  nulles  apr^s  les  diff^entia- 
tiovis,  on  aura,  «uivant  l'^^piation  (5), 

(45)  Sx, «,  /i  =  H'"^^  2U]rM, «,  jj: ; 

d*oü  encore ,  en  ayant  ^gard  aax  ^qaations  (9)  et  (10) , 

(46)  »x,n  =  ^T+n^-^^'''' 

(47)  €x,«  =  jj^»-xT5r,n. 


Avant  de  tenniner  cet  articie,  nous  ferons  connattre  lea  fpir- 
mules  par  lesquelles  les  coeflQcients  H,  Z,  C  sont  exprim^s  d'iine 
mani^re  ind^pendante. 

Considärons  d'abord  le  cas  ou  x'sera  un  nombre  entier  etpo- 
sitif,  que  nons  d^signerons  par  p.    On  aura 


d'oü,  suirant  la  formule  (17), 
puls 


•  . .  .        !         .'  I  f  . 


(48)  a„,=^^     (-1)»(P)C9V 
Soit  ensuite  u  une  fonetion  de  x  d^termin^e  par  r^qnation 

(49)  u=t£x  = --: 1, 

d'oü  '  "    "■' 
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*    f  (IX  \  xv      ■      / 

Appliqi^ons  requation  (41)  au  eecond  membre,  et  observons  qae 

il  viendra 

.«  ((l+ar)M^l)  X      "^+1  ""v,,   ,      ,^   „nn.  ,„ 

/  f***'  (  «1=0 

et,  puisqae  te=0,  lorsqae  a?=05  on  trouvera,  en  prenant  x  =  0 
et  recoarant  k  requation  (5), 


=n+l  m 

(50)  2(x,n=       -^     am,n(je), 

m=0 

dans  laquelle  on  a  fait,  poar  abreger , 

1  mA     m 

ou,  suivaDt  l'^quation  (49)^ 

"-'"-~;i]r^^  p — ~7i —   ; 

de  plue;,  m  f^tant  un  n^unbre  entier  et  positif ,  on  -tire  d^  Ja  präc^ 
dente  jointe  k  T^quation  (5), 

p=m-\-i  p 

(51)  «„,„=(-!)>»     ^     (-l)i'(m)2(p,«. 


P=0 


<58)  Äx,«=      -»      jSm,«<H), 

p=m+l  p 

(53)  /»„.„^c-l)»    -y    (-i)Hm)Zp.«, 

r — Dp  v=p-\-i  7 

(5*)  »P'»  =  (h4/    ^o^-^^.'^"^^'^"-. 

Quant  au  coefficient  iL,  on  aara  encore 

(55)  Cx,n=    -^     ym,«(je), 

m=0 
p=m-|-l  p 

(56)  y«,«=(-l)'»     -?    (— !)!'(»»)  €p,»; 


mius>  lorsqu'on  voudra  däduire  la  valeur  de  (Cp,n  de  Töqaation  (48)> 
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en  y  faisant  (i=0,  on  seia  condnit  k  la  bime  q.  Ponr  Mtet  cet 
iocönT^nient,  od  diff^rentie  p  fois  par  rapport  a  c  l'^quation 


et  Ton  tromrera,  en  ayant  egard  aux  ^quations  (10)  et  (17), 


oo,  81  Ton  substitae  £  ä  (^  et  par  saite  qde  a  d#, 

p/€,.,=8f(«)(-l)p   -?    (-l)Hp)g'. 

Cr,  eomme  on  a 

Äf,0  =1, 

on  d^uit  de  F^quation  (54) 

(— l)i»ff=H-i,     ,^     9 

1  =  ^4  (-lMp)f, 

ce  qoi  i;hange  r^qaation  pr^ädente  en 

(57)  <E,,,=af'S'; 

d'oü  Ton  voit  qiie  -j^EpyU  sera  le  coefficient  de  tf  dans  le  d^ve- 
loppement  de 

1^«     !ar(3r~l)(ar>-2)....(ar— p— n  +  1) 
W— 1  .2     .     3    ....       (p  +  n) 

soivant  les  puissances  entieres  et  positives  de  or.  Ayant  6vala^ 
ce  coefficient,  soit  par  le  theoreme  de  Girard,  soit  jpar  d'autres 
moyens«  on  calculera  ym,n  par  l'^quation  (56),  et  reqnatioD  (55)  foar* 
nira  ensnite  la  valeur  de  <Lx,n  pour  tont  x.  11  faut  remarqner  toa- 
tefois  Qu'ii  sera  plus  simple  de  dednire  la  valeur  de  <C  des.öqna- 
tions  (47)  et  (52),  ce  qoi  donnera  immediatement 


^      mr=fi-|-l  m 

7i  -f-n    111=0 

on,  ce  qoi  revient  an  m^me, 

(88)      €x.»  =  -Ji:      -^    (^i)''ßm,,(*+n+m-i). 

»TW..     flB=0 
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Velbnngrsaufgralbeii  für  Schfller. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  J.  Dienger, 

LtAtw  der  Mathematik  und  Physik  an  der  höheren.  BäfgeMehale  an 

•    Sinsheim  bei  Heidelberg. 


5i33  +  ^3Il+Ijpiri+1423j+....ininf.  =|. 

2«— !"■  42  — !"■  6^  — 1'*'8*— 1  "■  *'**  *°  im.  —  ^. 

1      .       1      ,        J       .  .     .  «  1      ^ 

4« _  1 T g2 1  +  122— ]"■  ••••  "*  *oi.  — 2 — §• 


2  taug  ^  +  gataugp  +  2^tang24+..- in  inf.  = -- 


Zwischen  den  Schenkeln  AB  und  2IC  des  Winkels  JSilC  soll 
die  Linie  DE  so  gc;zogen  werden,  dass  der  Innerhalb  des  Win- 
kels JBAC  gegebene  Pankt  F  der  Schwerpunkt  des  Dreieck 
ADE  werde. 

(Die  Figar  za  dieser  'und  der  folgenden  Aii%abe  wird  sich  ein  Jeder 
leicht  selbst  entiN^erfen  IcOnnen.) 


Ausserhalb  der  Schenkel  AB,  2IC  des  Winkels  J^^lCist  ein  Punkt 
fand  innerhalb  dieser  Schenkel  eine  durch  die  Spitzel  des  Winkels 
gebende  lAnieAD  gegeben;  man  soll  die,  die  Schenkel  ^JS und 
AC  in  M  und  N  schneidende  Gerade  MN  dergesitalt  ziehen«  dass 
sie  verlängert  ^ch'fgehe  und,  wenn  O  den  Durcfaschnltt^punkt 
dieser  Lime  mit  AD  bezeiclmet,  zugleich  JUO^^Off  äeu 
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Auf  einer  Geraden  OP  rollt  ein  Kreis,  dessen  Halbmesser  R 
isty  mit  einer  Geschwindigkeit  V.  Auf  dem  Umfange  dieses  Kxet- 
ses  rollt  ein  zweiter  Kreis  ^  welcher  den  ersten  im  Anfange  der 
Bewegung  in  einem  bestimmten  Punkte  G  beröhrt ,  mit  einer  Ge- 
schwindigkeit V.  Ist  nun  r  der  Halbmesser  dieses  Kreises,  so 
verlangt  man  den  Ort  eines  bestiniinten  Punktes  M  des  Um&ngs 
des  letztern  Kreises  am  Ende  der  Zeit  t,  so  wie  die  Kurve, 
welche  dieser  Punkt  beschrieben  hat. 


Es  ist 

a6  +  (a+rf)be+(a+2rf)ft«*  + (a+3rf)6«' +....  + (a+(«-l)rf)6e*-* 

(e~l)(a  +  (n~l)<^)6e"-(g»— l)6</-:-(a~d!)fe(e— 1) 

So  findet  man  für  a=l,  6=6,  c^=l: 


Es  ist 

r(r-l)(r^2),...l  +  (r  +  l)r(r-l)...2.a:+rr+2)(r+l)...3.a:a+.... 

•...  +(r  +  m)(r+m  — l)....(m  +  l)a:w 

(m4r+l)(m'fr)     ar"'+'^^    _  (m+r4-l)(iit4-r)(wilfr— 1)     jg^^^u-a 
*  1.2  (a;— 1)^-1+  1.2.3  ,      '  (ar-ly--« 

,  (wi+r  +  l)(wi  +  r)....(m  +  2)  £«+i-| 
"•"  1.2.3....r  'jp^^lj' 


wobei  das  obere  Zeichen  ßir  ein  gerades,   das  untere  für  ein  im« 
gerades  r  gilt 

So  findet  sich  z.  B.  iiir  r  =  3: 

3.2.1  +4.3.2.ar  +  5.4.3.a;2+.-..+(m  +  3)(m+2)(»+l)«» 
p     ai^^~x  .  ,     ...   a:'»+3  — 1     (m+4)(m+3)  ^^»+« 

.  (m  +  4)(m+3)(m+2)  a^+^T 

+^ — -1.2.^   — ir=is 

Für  j?=:l.  bietet  sich  die  jSunune  unter  der  Form  ä*  dar,  deren  wah- 
rer  Werth  jedoch  alsdann  leicM  ztt  ermitteln  ist. 
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Misceilen« 


Die  durch  grosse  Gelehrsamkeit^    namentlich  aiich  in  pliilolo- 

fischen  Dingen,  ausgezeichnete  Schrift :  DenkschriftzurSäcn- 
arfeier  der  Universität  Erlangen  am  23-25.  Aug.  1843 
im  Namen  der  vereinigten  Universität  Halle  und  Wit- 
tenberg dargebracht  von  Dr.  J.  8.  C.  Schweigger,  Pro- 
fessor der  Naturwissenschaft  in  Halle.  (Ueher  natur- 
wissenschaftliche Mysterien  in  ihrem  Verhältniss  zur 
Ijitteratur  des  Alterthums.)  Halle.  4.  enthält  auch  manche  fär 
die  Geschichte  der  Mathematik  intere^^sante  Bemerkungen,  und  ver- 
dient daher  in  dieser  Beziehung  um  so  mehr  hier  empfohlen  und 
in  Erinnerung  gebracht  zu  werden,  weil  solche  Gelegenheitschrif- 
ten  oft  weniger  Beachtung  flnden,  als  sie  verdienen.  Ich  werde 
daher  luer  und  gelegentlich  wieder  in  den  folgenden  Heften  des 
Archivs  Einiges  aus  derselben  ausheben,  wfinsche  aber,  dass  da- 
durch Niemand  abgehalten  werden  mö^e ,  sich  mit  dem  ganzen  In- 
halte dieser  gewiss  recht  sehr  Beachtung  verdienenden  Schrift  des 
würdigen  Herrn  Verfassers  und  anderer,  eine  ähnliche  Tendenz 
habender  Schriften  desselben  näher  bekannt  zu  machen,  was  ins- 
besondere auch  den  Herren  Philologen  anzurathen  sein  möchte. 

Ich  hebe  ftir  diesmal  die  folgende,  das  berühmte  Problem  von 
der  Verdoppelung  des  Würfels  betreffende  Steile  mit  einer  aus- 
fiihrlichen  Note  zu  derselben  heraus,  die  sich  S.  12  und  13  und 
S.  44  und  45  finden,  und  hoffe,  dass  beides  ftir  sich  verständlich 
sein  wird,  indem  ich  nur  noch  bemerke,  dass  die  Note  sich  haupt- 
sächlich auf  die  im  Texte  mit  Cursivschrift  gedruckten  Worte 
bezieht.  q 

„•Wenn  Aristoteles,  da  wo  er  in  seiner  Physik  vom  Raum 
redet,  die  ungeschriebenen  Lehrsätze  (SyQatpcc  ööyfiara)  des  Plato 
erwähnt,  so  ist  es  klar,  dass  man  sich  dabei  nicht  ein  eigenes, 
dogmatisch  geordnetes  philosophisches  System  zu  denken  habe, 
me  Tennemann  meint,  eben  so  wenig  aber,  wie  neuerdings  Her- 
mann annimmt,  „  eine  weitere  Entwickelung  der  Sokratischen  Keime 
unter  dem  Einfluss  anderer  Philosophien  oder  eigener  Erfahrun- 

Sen'',  was  auf  spätere,  von  der  schriftlichen  MittheÜung  verschie- 
•ne  Zusätze  hinauslaufen  würde,   von  denen  jedoch  schwer  zu 

8* 
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beweisen  wäre,  das«  sie  lediglich  eine  weitere  EntwickeiaDg  So* 
kratischer  Keime  waren,  also  der  Hauptsache  nach  auf  Moralphi- 
losophie sich  bezogen.  Eher  das  Gegen theil  lässt  sich  wahrschein- 
lich machen  mit  Beziehung  auf  eine  Andeutung  Cicero**,  der  aus- 
drücklich hervorhebt,  dass  Plato  sich  von  ägyptischen  Priestern 
in  astronomischen  und  mathematischen  Dingen  nahe  unterrichten 
lassen,  auch  die  Pythagoräer  aufgesucht >  um  sich  über  Dinge  zu 
belehren,  welche  Sokrates  verschmähte.  Und  man  darf  nur  einen 
Blick  werfen  auf  die  Geschichte  der  Mathematik,  um  sich  za 
überzeugen,  dass  Plato  und  seine  Schule  auch  in  mathematischer 
Beziehung  einen  bedeutenden  Ruf  habe.  Von  Aufgaben  ganz  an- 
derer Art  handelt  es  sich  hier,  als  diejenigen  sind,  worauf  wohl 
zuweilen  in  den  Platonischen  Schriften  angespielt  wird.  Im  mathe- 
matischen Fache  müssen  vir  also  ganz  entschieden  ungeschriebene 
Platonische  Lehrsätze  annehmen.  Selbst  mit  einem  Ausspruche 
des  Delphischen  Gottes  hängt  Piatos  Ruf  als  Mathematiker  zu- 
sammen, indem  er  das  geometrische  Problem  gelöst  haben  soll» 
wovon  das  Delphische  Orakel  das  Aufhören  der  Pest  in  Athen 
abhängis  machte.  Was  man  auch  halten  mag  von  dieser  Sage 
oder  Fabel :  auf  alle  Fälle  ist  ihre  Entstehung  nur  unter  der  Vor- 
aussetzung denkbar,  dass  nicht  bloss  im  Orient,  sondern  auch  in 
Griechenland,  und  namentlich  in  dem  durch  seine  Elensinischen 
Mysterien  berühmten  Athen,  mathematische  und  religiöse  Bezie- 
hungen in  engerer  Verbindung  standen,  als  man  gewöhnlich  sieh 
vorstellt.  Wie  aber,  aus  ganz  guten,  wissenschaftlichen  sowohl 
als  moralischen  Gründen,  wir  ueber  gar  keine  Mathematik  und 
Naturwissenschaft  werden  haben  wollen,  als  eine  solche  traditio- 
nelle, welche  noch  heut  zu  Tage  bei  den  Brahminen  in  Ostin^en 
religiös  sich  geltend  macht:  so  konnte  dasselbe  auch  bei  Sokra- 
tes der  Fall  sein,  welcher  eben  darum  bloss  auf  Moralphilosophie 
sich  einliess,  die  ihrer  Natur  nach  entgegengesetzt  ist  jedem  fid- 
dchen  Mysticismus.^^ 

13.  ^^Cfcero  dcfinibus  V.  29.  —  Die  übrigen  hierher  gehörigen,  auf 
PlatO'8  Hiathematische  nur  inrindlich,  nicht  in  seinen  Schriften  vorgetra- 
gene Lehrsätze  sich  beziehenden  Beweisstellen,  findet  man  gesammelt  in 
Ifantucla's  Geschichte  der  Mathematik,  B.  I.  S.  163—185,  wo  umständ- 
lich die  Rede  ist  Ton  den  bedeutenden  Verdiensten  Plato's  und  der  Plato- 
nischen Schule  um  Mathematik.  —  So  wie  aber  der  Ruhm  des  Sokratet 
mit  dem  Ausspruche  des  Delphischen  Goties,  der  ihn  für  den  weisesten 
erklärte ,  zusammenhängt :  so  reiht  eine  Sage  den  Ruhm  PliUo's  Oli 
Mathematikers  an  den  Aussprudi  desselben  Gottes  an.  Um  sogleich  su 
Terstehn,  dass  von  dem  sogenannten  Delischen  Problem^  die  Vertwppeiuop 
des  CuöUS  betreffend,  die  Rede  sei,  lese  man  S.  13.  Z.  12  (—  oben  Z.  18.  -*  6.) 
statt  „das  Delphische  Orakel 'V vielmehr  ^.dMDelische  Orakel",  obwohl  der 
Orakel  gebende  Gott  derselbe  ist,  nämlich  Apollo,  Apollo  soll  die  Vmt^ 
doppelung  der  Masse  seines  cubischen  Altars,  gemäss  den  von  MontUCla 
angeführten  Zeugnissen,  zur  Bedingung  des  Aufhörens  einer  Pest  in  At- 
tica  gemacht  haben.  Natürlich  darf  man  nicht  an  jene  berühmte  Pest 
denken^  welche  den  Perikles  hinwegraffte,  sonderji  mnss  eine  spätere 
Rückkehr  der  Seuche  annehmen ,  sofern  nämlich  Plato  das  Problem  ge~ 
löst  haben  soll,  obwohl  Montucla  gezeigt  hat,  dass  es  schon  vor  ihm 
gelöst  wiar.  Uebrigens  g^iebt  es  noch  eine  ganz  andere,  hinsichtlich  auf 
Namen  und  Localität  verschiedene  Erzählnngsart  der  Entstehung  dieses 
Problems.  Und  eben  dämm,  weil  von  einer  ganz  schwankenden  und 
ihrer  Natur  nach  nicht  an  eine  bestimmte  Localität  zu  bindenden  Fabel 
die  Bede  istx   so  kann  man  (wie  Hutton  es  that  und  eben  so  auch  Bat-- 


117 

l^W^  itdm  in  seinem  maüiematicftl  and  philosophical  dictionary , )  das 
DeÜMCke  Proölem  bLoa«  aU  AppoiUnischeM  Problem  anffaMon,  da  Apollo 
auch  DeHuS  heiut ;  und  niaff  dann ,  wie  c«  ^leichfiiiU  yon  Hutton  und 
Bariow  geschah,  auch  Delphisches  Orakel  schreiben,  statt  Delisches 
Orakel,    ijetsteres  aber  müsste   nach   der  Plularchischen  Erzählung  (de 

genio  Sokratis  c.  7.)  genannt  werden,  obwohl  Plutarch  in  derselben 
teile  uns  schon  auf  eine  viel  allgemeinere  Auffassung  der  Er%ähltmg 
hinleltefte.  —  Schon  erwähnt  nämlich,  wurde,  wie  günstig  sich  das  Del- 
pbiaiAe  Orakel  über  Sokrates  aussprach ,  was  in  der  PlatonischeH  Apolo- 
gie als  ein  Aufruf  des  GUittes  dargestellt  wird  su  einer  den  Forschnngs- 
Miat  anregenden  Lehrweise.  Und  gerade  aus  demselben  Gesichtspunkte 
naat  PkUO  das  geometrische  Problen^  desselben  Gottes  auf.  £s  erzählt 
nimlich  Plutarck^  dutis  Pinto ,  über  Losung  dieses  Problems  befragt, 
■ich  an  etwas  erinnert  habe,  was  bei  seinem  Aufenthalt  in  Aegypten 
■ich  ereignet  hatte.  Es  sei  nämlich  eine  Kachzeichnung  einer  figypti- 
•chen  Aii£M^rift,  welche  in  einem  Grabmal  der  Aikmene^  der  Mutter 
des  Herkules i  auf  einer  Tafel  gefunden  wurde,  nach  Aerypten  gesandt 
und  diese  Aufschrift  tou  Cäonupkis,  dem  Propheten  wie  er  genannt 
wird,  erklärt  worden  in  folgender  Weise:  die  Griechen  würden  zu  einem 
mhiffen  und  friedlichen  Leben  ermahnt ,  sie  sollten  der  Philosophie  (d.  h. 
im  dten  Sinne  des  Wortes  Naturwissenschaft)  sich  befleissigen  und  mit 
Granden  statt  mit  Waffen  ihre  Streitigkeiten  entscheiden.  —  In  diesem 
Sinne  nmi  habe  Plato  geantwortet:  Apollo  wolle,  indem  er  ein  geome- 
triaciiet  Problem  vorlege,  die  Griechen  wegen  ihrer  Unwissenheit  Ter- 
Mlmen  und  sie  erinnern,  dass  sie  fleissiger  Geometrie  treiben  mochten. 
Der  Gott  Terlange  gar  nicht  die  Verdoppelung  der  Masse  seines  cubi- 
■eiien  Altars,  sondern  befehle  den  Griechen  das  Unheil  des  Krieges  zu 
Tenneiden,  sich  den  Musen  zu  widmen,  und  freundlich  mit  einander  za 
Terkehren,  nachdem  sie  durch  Wissenschaften  und  namentlich  Mathema^ 
tik  die  Leidenschaften  besänftiget  (^mx  Xoyotv  vtal  Std  /iad"ijfiatvtv  ra  na&ff 
mtrmtt^üai^cwag),  —  Vergleicht  man  damit  eine  Stelle  des  Plutarch  in 
dem  Leben  des  Nikias  c.  23. :  so  wird  mau  mit  Verwunderung  erfüllt, 
SU  sehen,  wie  viele  Mühe  es  kostete  und  wie  künstliche  Umwege  man 
trfthien  mnsste,  um  der  Mathematik  und  den  Naturwissenschaften  zu- 
nächst nur  Duldung  wenigstens  im  Leben  und  endlich  allgemeinere  Ver- 
breitnng  zu  verschaffen,  wobei  man  dann  getrost  der  still  wirkenden 
Kraft  der  Wahrheit  vertrauen  konnte.  Selbst  Orakelsprüche  mussten  in 
dieser  Beziehung  zur  Hülfe  genommen  werden.  Das  lange  Sprechen 
des  Sokrates  in  der  Platonischen  Apologie  über  den  ihn  betreffenden 
Aassprnch  des  Delphischen  Orakels  erscheint'  in  diesem  Zusammenhang 
in  eineita  ganz  anderen  Lichte.  Zugleich  merkt  man,  dass  bei  den  Ora- 
keln des  Apollo  wohl  mehr  unterrichtete  Priester  in  Thätigkeit  mögen 
gewesen  sem ,  .  als  jene  erblichen  waren  in  den  Eleusinischen  Mystenen 
ans  der  Familie  der  Eumolpiden.  —  Ueberhaupt  hatten  die  Mysterien 
▼onngsweise  die  Traditionen  der  alten  Zeit,  die  Orakel  aber  die  Gegen- 
wart und  Zukunft  im  Auge;  theilweise  eben  darum  den  durch  die 
Mysterien  veranlassten  Hemmungen  entgegengesetzt.  Als  diese  ihren  Ein- 
fines  verloren  und  namentlich  die  mathematischen  Wissenschaften  Ge- 
meingut der  Menschheit  wurden,  schwiegen  bald  auch  die  Orakel  und 
mnesten  schweigen." 


Ueb^r  Dezimalbrüche. 
VoD  Herrn  Simon  Spitzer  zu  Wien. 

(Von  Herrn  Director  v.  Littrow  dem  Herausgeber  zur  Aufnahme  in  das 

Archiv  gütigst  mitgetheilt.) 

Bei   Abfassung    des    gesenwärfigen  Aufsatzes    war    es  nicht 
meine  Absicht,  die  Anzahl  der  bestellenden  Recbnungs- Vortheile 
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um  'Einen  zu  verniebren ,  da  ich  wei^s ,  dass  sie  selten  weiter  als 
iD  der  engen  Sphäre  der  Schule  ihre  Anwendung  finden;  es  war 
bloss  meine  Absicht,  auf  die  zahlreichen  Gesetze  aufmerksam  xa 
machen,  die  in  den  Dezimalen  herrschen,  die  wie  aus  einer  un- 
ausschupfbaren  Quelle  jedem  darüber  Denkenden  von  selbst  auf- 
fallen. 

Die  Verwandlung  mehrerer  gemeiner  Brüche  in  Dezimalen  ist 
das  erste,  was  ich  hier  betrachte.  Es  wird  gewiss  Jeden  fiber- 
raschen, wenn  ich  behaupte,  ja  selbst  durch  oie  That  zeige,  das» 
ich  gemeine  Brüche,  deren  Nenner  19,  29,  99,  49,  u.  s.  w.  sind« 
so  schnell  in  Dezimalbrüche  verwandle,  dass  kaum  Jemand  das 
Resultat  so  schnell  abschreiben  konnte,  als  ich  es  ausrechne. 

Ich  will  zuerst  den  eigentlichen  Rechnungsmechanismus  durch 
mehrere  Beispiele  erläutern  und  dann  die  Richtigkeit  des  Verfiüi- 

rens  durch  einen  einfachen  Beweis  bestätigen.  Ks  sei  tq  das  ge- 
wählte Beispiel,  so  sa^e  ich:  2  in  16  geht  8mal  (der  Quotient 
wird  jedesmal  aufgeschrieben  und  als  neuer  Dividend  betrachtet). 


und  der  Quotient  2  dazu  addirt) ,   2  in  12  geht  6mal ,   2  in  6  geht 
3mal,  2  in  3  geht  Imal,  bleibt  1,  2  in  11  geht  5mai  u.  s.  f.,  so 


dass  man  hat  j§= 0-84210526315.... 

9 
ZweitesBeispiel.  öq-  Hier  ist  der  beständige  Divisor  3;  also  3 

in  9  geht  3mal,  3  in  3  gebt  Imal,  3  in  1  geht  Omal,  3  in  10  geh( 
3mal,  bleibt  1,  3  in  13  geht  4mal,  bleibt  1,  3  in  14  geht  4mal, 
bleibt  2,  3  in  24  geht  Smal,  3  in  8  geht  2mal,  bleibt  2,  3  in  22 
geht  7mal,   bleibt  1,   3  in  17  geht  5mal,   bleibt  2,    3  in  25  geht 

Smal,  bleibt  1  u.  s.  w.;  daher  ^=: 0*310^1482758.... 

Drittes  Beispiel.  75.    Hier  sage  ich  5  in  1  geht  Omal,  5  in  10 

geht  2mal,  5  in  2  geht  Omal,  5  in  20  £;eht  4mal,  5  in  4  geht  Omal,  5  in  40 

feht  8mal,  5  in  8  geht  Imal,  bleibt  3,  5  in  31  gefat  6mal,  bleibt  1, 
in  16  geht  3raal,  bleibt  1,  5  in  13  geht  2mal,  bleibt  3,  5  in  32 

geht  6mal,  bleibt  2,  5  In  26  geht  5mal,  u.  s.  w.,  so  dass  ^ 
=0*020408163-265 

Wer  sich  die  Mühe  nimmt,  diese  angeführten  Beispiele  auf- 
merksam durchzulesen,  sie  selbst  auf  dem  Papier  zu  arbeiten  und 
sich  durch  drei  bis  vier  Stunden  in  mehreren  ähnlichen  Beispielen  übt, 
wird  sich  gewiss  überzeugen,  dass  ich  vorher  nichts  Uebertriebenes 
behauptete. 

Jetzt  zum  Beweis.  Es  sei  Z  der  Zähler  und  lOiV^— 1  der 
Nenner,  so  helsst  der  Bruch  vq^^^i,  und  wenn  man  den  Zähler 
durch  den  Nenner  dividirt,  findet  man: 
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lO^^— 1  ""loT?^"*"  10*-^  "*"  lo^iv«  ■^'MHiv»  ■♦■  •  ••' 

d.  b.  es  entsteht  eine  unendliche  Reihe,  deren  Istes  Glied  lOiel, 
deren  2tes  Glied  lOOtel,  3te«i  Glied  lOOOtei  u.s.w.  enthält  Ferner 
sieht  man  aus  der  Reihe:  man  findet  die  Iste  Dezimalziffer,  wenn 
man  Z  durch  N  dividirt^  die  2te  Ziffer  erhält  man  aus  der  ersten» 
wenn  naa  diese  durch  N  dividirt,  ehen  so  erhält  man  die  3te 
ana  der  äen,  wenn  man  diese  durch  N  dividirt  u.  s.  f.  Dass 
man  den  jedesmaligen  Rest  verzehnfacht,  folgt  ebenfalls  aus  der 
Betrachtung  der  Reihe  oder  auch  unmittelbar  aus  dem  Geiste  des 
dekadischen  Zahlensystems. 

Fast  noch  einfacher  lasst  sich  der  Satz  beweisen  durch  An- 
wendung der  Fouri  ersehen  Divisions -Methode,  die  ich  hier  als 
bekannt  voraussetze.    Ich  bezeichne  der  Einfachheit  wegen  79  mit 

8i,  ^  n^  3lr  so  dass  der  Punkt   über  dem  Einer  minus  bedeu- 
tet; es  ist  auf  diese  Art  z.  B. 

*  =  50  : 8i  =  006329113  :r^ = 8 : 61  =  0 135593 
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26  21 

23  33 

72  35 

9  55 

11  ^  19 

31  13 

u.  s.  w.  u«  s.  w. 

Dass  die  jedesmalige  Verbesserung  nicht  abgezogen ,  sondern 
hinznaddirt  wird ,  folgt  daraus ,  weil-  die  Einheit  im  Üividend  nicht 
posiffTj  wie  bei  der  gewöhnlichen  Fourierschen^  sondern  nega- 
OY  ist,  daher  sich  die  Subtraction  in  eine  Addition  verwandelt. 


Bei  der  Verwandlung  gemeiner  BrOche  in  Dezimalbruche  sties- 
mmk  mir  oft  solche  Perioden  auf,  deren  Gesetz  in  der  Zifferfolge 
ganz  jenem  der  arithmetischen  Reihen  gliche  z.  B. 

0242730333639  42  4548  51...  oderO105 110 115 120 125 130 135 140... 

Stenacb  iex  gewöhnlichen  Methode  in  gemeine  Brüche  zu 
verwapdelp ,  if(t  gewiss  unausführbar  und  ausserordentlich  zeitrau- 
bend. .  Ein  bedeutend  einfacherer  Weg  dürfte  der  folgende  sein:f 

.;    .  5=:0-24  27303336394245...,; 

■  ■■■■'-» 

mÄUil^liöirt  mM  diese  Gleichung  imit  iÖO  und  zieht  man  die  Geger 
lM»ie  TÖn  cleir'sö  erhaltenen  ab,  so  ist 

100  5=24  •  27  30  33  36  39  42  45  48...^ 

folglich 

99  5  =:  24  •  0303030303030303.... 

od«r 


120 

üOiB-oi^  3     2379     ,  .       _     2»79     2S79 
99S=34  +  99=-9g-,  daher  S=-g^=g^jQ. 

Eben  so  erhfilt  man  aus 

S=    0- 105 110 1151201%.... 
1000  S = 105  •  110  HS  1 20 125  130....  iftjonft 

999  5=  105 -006  006  005005  005...=  105  +  ^=^^; 

daher 

104900  _  104900 
*-  9992  -998001' 

Nachdem  ich  diese  Aufjgabe  so  einfach  selSst,  versuchte  Ich  Pe 
rioden,  deren  Ziffern  In  arithmetischen  Remen  höherer  Qrtide  fott- 
schritten,   ia  gemeine  Bräche  zu  verwandeln,    welches  mir  aach 
eben  so  leicht  gelang.    Es  ist  z.  B. 

«  =  001040916253649.... 

1005=  1-04  09 16  25  36  49  64.... 

99  «=1-0305  0709 1113 15..., 

Dadurch  reduzirt  sich  die  Aufgabe  auf  die  frühere^  weil  die  Ziffern 
Dach  arithmetischen  Reihen  des  Isten  Grades  fortschreiten ;  man  hat 
nämlich 

9900  «=  103  •  05  07  09  11 13 15 17.... ; 

daher 

99005— 995=102. 02020202020202...=t102+^=^^^J 

00  c/i*M»  IX  10100  ,  .   „  10100  lOlOO 

99  5(100- 1)  =  -gg-  ,  daher  5=  -ggj-  =  g^^gg. 

'  Es  sei 

S=0-001008027064l252l«~.  .,. 

10005— 1008027064125216343.... 
999 5=  1-007019037061091127...;  '    '    *'     - 


»  ■  -     > 


■  •  # 

Die  Ziffern  dieser  Reihe  äind  nach  einer  arithmetlscBira  RjeiKe  des 
zweiten  Grades  gebildet;  daher  reducirt  sich  diese  Auf lOsoag  WK3e^ 
auf  die  nächstvorhergehende.  Aus  den  wenigen  Beispielen  ;ktini 
man  den  Schluss  ziehen:  Alle  gemeinen  Bi^üche^  deren  Nenner 
Potenzen  von  9,  99,  999,  9999,  u.  s.  w.  sindV  geben,  in  Dezinud- 
brücl)Q.  yerw^dfil^  Peripd^n^  .deren  Zi^ern  nacl^  arit|imetj|^^ 
Reihen  des  so  vielten  Grades, gebiU^t  sindy. als  ai^|i).i|m,&V^ 
grusserte  Exponent  anzeigt.  •    •   .   »n  « 

Ich  ende  hier  mit  diesem  meinep  ersten  Aufsage  mit  der  H<df- 
nung,  dass  er  den  geneigten  Leser  nicht  ganz  unbenriedigt  g^laMrai 

ii.Jll'inTl 

■ "  .  .  .         t     .  .  ' 

I    •         ■  ■      .  .      ■        i',  .'■■-. 


Ueber  das  XSlektron  der  Alten  nnd  die 

praktische  Bedentnngr  alterthfimlfcher 

HTatnrwissenscliaft,  nalnentlfcli  der 

symbolf sehen  Hierogrlyphe,  fOr  die 

neuere  Zelt. 

Von 

Herrn  Professor  Dr.  J.  S.  C.  Schweigger 

an  der  Uniircrsitat  zu  Halle. 


Ei  ti  1  e  i  t  u  n  g. 

Es  giebt  dreierlei  Anwendangen  der  fortschreitenden  Natnr- 
wissenscbaft ,  unter  denen  die  älteste  die  auf  Medicin  ist.  Diese 
wurde  in  neuester  Zeit  dadurch  beschränkt,  dass  die  Medicin  sich 
abgetrennt  (auf  unsern  Universitäten  sogar  der  Facultät  nach)  von 
der  Phannacie,  und  die  sich  geltend  machende  Homöopathie  >  der 
alten  Pharmacia  Uohn  sprechend,  mehr  einen  zeitgemässen  dun- 
keln mystischen,  als  einen  heitern  naturwissenschaftlichen  Cha- 
rakter angenommen  hat.  Erfreulicher  ist  es ,  hinzublicken  auf  die 
groasartigen  Fortschritte,  welche  die  Technik  dem  Einflüsse  fort- 
schreitender Nfiturwissenschaft  verdankt,  wozu  in  England  vorzugs- 
weise die  so«^enannten  Institutions  beitragen,  jene  nacbahraungs- 
!wertheii  praktisch  naturwissenschaftlichen  ßtirgergesellschaften, 
welche  den  geistigen  Mittelpunkt  der  Gewerbthätigkeit  Englands 
bttden-  Es  giebt  aber  noch  eine  dritte  Anwendung  der  fortschrei- 
iendeB  Naturwiesenschaft,  nämlich  die  zur  Aufklärung  der  Dunkel- 
heit des  Alterthums,  welche  Dunkelheit  durch  Verbreitung  nächt- 
4teher  -Schatten  von  jeher  nur  allzu  einflussreich  war  auf  die  neuere 
ZMt«  'Das  vorliegende  Archiv  für  Mathematik  und  Physik,  auf 
allen  gelehrten  philologischen  Sthulen^  unsers  deutschen  Vaterlan- 
des veihreitet,  ist  gegenwärtig  die  einzige^  Zeitschrift,  worin  es 
jndglich,  alterthümliche  naturwissensehanliche  Dinge  auf  eine 
grfladliche  Weise  zur  Sprache  za  bringen.    Denn  die  philologischen 
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Journale  mocen  sich  nicht  auf  naturwissenschaftliche,    die  natur- 
wissenschaftlichen nicht   auf  philologische  Gegenstände  einlassen. 
So  gab  mir  allerdings  die  Histoire  de  la  Cbimie  depuis  les 
temps  ies  plus   recules  par   Dr.  Ferdin«  Hüfer.   Paris. 
1842.  y  wovon  in  einem  chemischen  Journal  zu  sprechen  wenigstens 
zulässig  scheinen  musste^   eine  wohigegründete  Veranlassung  im 
Journal    für    praktische    Chemie.    B.   34.    S.  385.  ff.    vom 
Elektron   der  Alten  wenigstens   nebenbei  zu  sprechen  in   einer 
sich  dem  Hauptinhalte  nach  auf  experimentelle  naturwissenschaft- 
liche Gegenstände  beziehenden  Abhandlung.     8ehr  gern  würde  ich 
mich  mit  dieser   kurzen   Mittheilung  begnügt  haben,    wedn   nicht 
Missverständnisse  entstanden  wären «  deren  Aufklärung  im  Interesse 
der  Wissenschaft  mir  eine  E^irensat^he  für  dieses  chemische  Jour- 
nal zu  sein  schien.    Da  aber  die  auf  Missverständnissen  beruhen- 
den Einwendungen  in  einer  von    demselben.  Verleger  herauseeffe- 
h«iien  Zeitschriit  (in  Poggendorffs  Anhul^»' der  Pk^OL 
B«  65.  S.  021— <)37.)  mitgetfteilt  worden  waren,- usd  zwar „hi- ji^Mh 
ser  Ausführlichkeit,  wodurch  es  nothig  wurde,  die  Sache  uhi^lSnd- 
lidier  und  philologisch  strenger  zii  behandelDC    so  war  kielA.Aäam 
mebf   cur  roftsetzung   der  Abhandlung   in  derselben  ZeitscfarUl, 
worin   sie    an<^erai[igen '  war.  \  Für    die  entstandene    nnan]^n^hme 
Verspätung  in  Publicaflon  'ikr  folgendeb  Mittbeilungen  giebt  nun 
die  vorliegende  Zeitschrift  reichlichen  Ersatz.      Denn  es   ist   ein 
sehr  günstiger  Umstand,    dass  bei  dem  zunächst   unsere  höheren 
Lehranstalten  ins  Auge  fassenden  Archiv  für  Mathematik  und  Phy- 
sik zugleich  mathematisch  und  philologisch  gebildete  Leser  vor- 
ausgesetzt werden  können.    Gern  werden  dieselben  sich  die  um- 
ständlich darzulegenden  Einzelnheiten  gefallen  lassen;    aber  sie 
werden  nicht  dabei  stehen  zu    bleiben  verlangen,    wozu  andere, 
sich  in  Einzelnheiten  verlierende  Disciplinen  oft  nur  allzusehr*  ja 
in  dem  Grade    geneigt  machen,    dass  man,   um  mit  Gothe  zu 
reden,  „Unordnung  und  Wust  als  das  wahre  Element  ansieht,  in 
tfielcfaem  das  Wissen  einzig  gedeihen  kOnne.  '^    Dagegen  wird  durch 
^ie  mathematische    Anschauung   der  rechte   Sinn  geweckt,  -  eise 
1  lauge  Reihe  von  Gedanken  zu  verfolgen,  Ueber blicke  su  gewinnen 
«md  serstreut  iiegende  Bruchstücke  geistig  zu  einem  Ganzen  sa 
vereinen,  wodurch  scheinbar  Unbedeutendes  erst  Bedeutung  gewinnt. 
Da  aber  nicht  vorausgesetzt  werden  kann,   dass  die  Leser  diesiMS 
Archivs  mit  jener  fr(ihern  in  einem  chemischen  Journal  mitgetheil- 
ten,  wie  gesagt,    nur  nebenbei  vom  Elektron  der  Alten  sfrvcten- 
disn  Abharralung  bekannt  seien,  so  ist  daraus  einiges  herrormheben, 
WOKU  wenige  Nummern  ausreichen  werden. 

■  ■    f      ■ 

L  H^fer  sagt  in  det  oben  angeführten  Histoire  dto' la 
Chimie.  p.  133.:  Qitant  au  metai  a^  Ton  rencontrait  dansiles 
mines  d'or  (elutia),  et  qui,  apr^s  le  lava^  du  minerai,  so  0^4- 
B«ntait  ftous  la  forme  de  calculs  noirs,  vari^sde  tftänaii 
btancfaes  ä  neu  pres  du  memo  poids  que  Tor,  et  s^  tt«#> 
▼ant  p^le-m4ie  avec  Ies  sables  auriferes  au  fond  des  corbeiÜM 
destin^es  k  recueillk  ce  m^tal,  ce  n'est  la  eertainement  pas  r^nbl. 
Qtei^tait  alors  ce  m^tai  blatic,  et  aussi  pesalit  que  Ä'er^  -fr  Ce 
m^tai  ne  pouvait  4tre  que  le  platine.  D'aiileurs,  U  n'«st  p4s 
^^tonnant  que  Ies  ancienn  aient  connu  k  platine,  puisque  cfe.  M&d 
9m  fencontre  sou^ent  dans  Ies  mines  d'tir,   €t  ^^il  se  {»nfeeiitt. 
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am«!  aue  Tor,  avec  Taspect  qui  le  characteriKe.  In  der  Note  wird 
folgenae  Stelle  des  Plinian  angefiibrt:  Inveniuntur  (eaearenae)  et 
In  aurarlLa  metaUis,  quae  eliiHa  vocant,  aqua  immissa  eluente  eal- 
cnlos  nigros  paulani  caiidore  variatos,  quibiiB  eadem  gravi- 
tas  quae  auro,  et  ideoin  oalatliis,  in  quihus  aurum  colligitur,  rema- 
Dent  com  eo.  (Hi8t.  nat.  XXXIV.  lö.)  — .  PIidiiis  nennt  diese 
KCroer  von  getrübtem  weisslicbon  Schimmer  (da  niicer  sehr  hauGg 
Mo«  das  Dunkelfarbigere  bezeichnet),  eben  ihrer  Schwere  and  ihrer 
dem  Blei  näher  als  dem  Silber  stehenden  Farbe  wegen,  plum- 
bum  album  oder  candiduro,  und  beginnt  den  Abschnitt,  weU 
dier  die  Terschiedeaartigsten Notizen  über  plumbum  album  und 
nigrum  zusammenstellt,  sogleich  mit  Hindeutang  auf  fabelhafte, 
dieses  pluaibum  album  betreffende  Angaben,  sowie  auf  das  hohe 
Alterthum  desselben:    plunibi  duo  genera,  nigrum  atqne  candidum; 

rreti-osissimum  candidum,  a  Gruecis  appellutiim  cassiteron» 
abuloseque  narratum  in  insulas  maris  atlantici  peti.  —  Album 
hahuit  auctoritatcm  et  Iliucis  temporibus,  teste  Homero,  cassite- 
FOD  ab  ipso  dictum.  Aus  dem  weissen  ßlei,  sagt  er,  kann  maa 
kein  Silber  ausschmelzen,  wohl  aber  aus  dem  schwarzen  (non  fit 
«z  albo  plumbo  argeotum,  cum  tiat  ex  nigro).  Wenn  aber  dabei 
steht:  plumbum  nigrum  cum  argento  nascitur  mixtisque  veois  con- 
flator;  ejus  qui  primus  fluit  in  fornace  liquor,  stannum  apnella^ 
tur,  qui  secnndus,  argentum:  so  sieht  man  leicht»  dass  in  aicser 
Steile  das  Wort  stannum  keineswegs  seine  gewöhnliche  Bedeu- 
toag  habe,  oder,  den  Angaben  aller  unserer  Wörterbücher  gem8s% 
durch  Zinn  übersetzt  werden  könne,  sondern»  wie  schon  Beck- 
mann in  einer  gelehrten  Abhandlung  über  Zinn  (Beitrage  zur 
Geschichte  der  Erfindungen,  B.  IV.  S.  321—3^1.)  hervor- 
hebt, Plinius  hier  silberhaltiges  Blei  mit  dem  Ausdrucke 
staun  um  bezeichne.  Ebenso  wenig  kann  man  an  Zinn  denken» 
wenn  es  iron  dem  weissen  Blei  heisst:  „Silber  sei  schmelz- 
barer ab'  dieses  weisse  Blei  und  lasse  sich  eben  deswegen  damit 
nicht  luthen;  überhaupt  sei  dieses  weisse  Blei  untermischt  mit 
andern  Metallen  zu  nichts  zu  brauchen '^  (albi  ulumbi  natura  plus 
aridi  habet,  contraque  nigri  tota  iiumida  est;  iaeo  album  nulH 
rei  sioe  mixtnra  utile  est;  ueque  argentum  ex  eo  plumbatur» 
qnoniam  priiis  liquescit  argentum)..  Diess  heisst  doch 
offenbar,  man  fand  grosse  Schwierigkeit  bei  der  Bearbeitung  die- 
ses sogenannten  weissen  Bleies,  oaer,  nach  Hü  fers  naturgemSs- 
ser  Auffassungsweise,  der  im  Flnsssande  neben  Gold  gefundenen 
Platittkomer,  und  konnte  sie  blos  schmelzen  durch  Vermischung 
nut  andern  Metallen.  In  der  That  ist  Platin ,  gieidi  reinem  Eisen, 
wohl  «chweisabnr,  aber  nicht  schmelzbar  in  unseren  Oefen« 

.;  2.  Man  sielet,  dass  in  den  angeführten  Stellen  des  Plinius 
fyroher  er  sie  auch  mag  entnommen  haben)  von  der  ältesten  B^ 
deatiuig  des  Wortes  plumbum  album  oder  candidum  die  Bede  sei« 
In'die.  fabelliafte  trojanische  Zeit  werden  wir  zurückgeführt  und 
tat  40n  igleichgeltenden  Homerischen  Ausdruck  »ccaaiT£(^c  \iiuaef 
irteaen«  Schneider,  der  einzige  Philolo^  neuerer  Zeit,  der  sich 
ernstlieh  mit  Natuni'issensfchaften  beschäftigte,  sagt,  um  Einwen- 
dnag zu  machen  gegen  die  Uebersetzung  des  Homerischen  Kas- 
sit#res  dureh  Zinn,  in. seinem  bekannten  Schullexikon:  „Aus  der 
angeCBlirten  Stelle  «^beUt«:  dass  man  den  Haaalx^og  im  Feuer  er- 

9* 
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weicht  und  mit  dem  Hammer  zu  Platten  gearbeitet  verbrauchte." 
Hephäistos  fist  es,  tvelcher  zu  iSchienen  für  Achill  den  xutffflTB^og  Ter 
arbeitet,    „der   schrecklich  schallte   vom   Speer   getroffen."    Von 
einem  klingenden  Metall  also  ist  die  Uede.    tJebrigens  führt  Homer 
soear  in  eine  Tortrojanische  Zeit  bei  seinem  Kassiteros  uns  zurück^ 
indem  der  Harnisch  des  Agamemnon,  worauf  Streifen  von  Gold  und 
Kassiteros  angebracht,  als  Gastgeschenk  dargestellt  wird,  das  ein 
Urenkel  Phaethon 's,  der  reiche  Herrscher  in  Kypros,  g^eben, 
welcher  Paphos  erbaut,  wodurch  wir  in  den  berühmtesten  Mytheii- 
kreis  hincinKommen ,  dem  auch  Achill  und  Diomed  angehören. 
Bei  diesen  drei  Konigen  allein  ist  Kassiter<^6  als  Schmuck  genannt 
und  schon  dadurch  als  grosse  Seltenheit   bezeichnet     Wie  aber 
Kassiteros  bei  Homer  stets  neben  Gold  steht:    so  kommt  es  auch 
in  der  Natur  nach  Poseidon ius  (dessen  Zeiigniss  Strabö  an- 
führt) neben  Gold  und  Silber  im  Flusssande  vor  und  wird  zocteich 
mit  diesen  edlen  Metallen   ausgewaschen.     Auch  bei  Strabo  ist 
also  dasselbe  natürliche  Vorkommen  neben  Gold  bezeichnet ,   das 
Plinius  hervorhebt.    Und  mit  Hecht  le^t  Huf  er  eben  hierauf  das 
Hauptgewicht,   wodurch  zugleich  der  Beisatz  eadem  gravitas  quae 
auro  bedeutend  wird.    In  dieser  letzten  Beziehung  führte  leb  Boeh 
an,  dass  Herodot  (I.  50.),  wo  er  von  den  Geschenken  des  KrO- 
sus  ffir  den  Delphischen  Apollo  redet,  Platten  nennt  aus  gelbem 
Im   Feuer  geläuterten    Golde  und  aus  weissem   Go^lde, 
welche,  ganz  gleich  an  Grosse,  dem  Gewichte- nach  sich  verhielten 
wie  l,5:2=-3:4.     Und   da  gehämmertes  Platin  nach  Brisson 
ein  specifisches  Gewicht  von  20,3%,    gewalztes  sogar  von  22/169 
hat,  nach  Mobs  aber  das  natürlich  in  Geschieben  vorkommende 
Gold  von    hochgelber  Farbe   ein   specifisches  Gewicht  zeigt  tod 
143^7:    so  kommen  wir  dadurch,  je  nachdem  wir  das  Gold  weni- 
ger oder  mehr  im  Feuer  geläutert  voraussetzen,    ungefähr  auf  die 
Zahlen  15:20  oder  16,5:22=3:4,  wie  das  Verhältniss  gleicher 
Platten  gelben  und  weissen  Goldes  von  Herodot  bestimmt  ist 
Und  wir  können  uns  die  Angabe  3:4  um  so  mehr  gefallen  lassen, 
da  man  sich  die  Goldplatten  gegossen  denken  kann,  die  von  Pla- 
tin aber  ^  nach  der  von  Homer  bezeichneten  Bearbeitung  des  Kas- 
siteros, in  heftigster  Glühhitze  mit  dem  Hammer  geschmgen  sein 
mussten.     Jedoch  diese  Stelle  Herodot 's  wurde  von  den  Philo- 
logen willkürlich  corrigirt  unter  der  Voraussetzung,  dass  bei  weis- 
sem Golde  man  nothwendig   an   eine   Mischung  aus  Gold    und 
Silber  denken  müsse.    Aber  da,  wo  Herodot  (HL  115.)  von£lek«> 
tron  und  Kassiteros  redet,  welche  aus  ihm  ganz  unbekannten  west- 
lichen  Gegenden,   aus  Inseln  kommen  (wohin  nach  Strabo  die 
Phönicier  ihre  Fahrt  sehr  geheim  hielten),  da  fügt  er  am  ScUosse 
bei :   «»Von  dem  äussersten  Ende  her  kommt  Kassiteros  und  Elek- 
tron.   Auch   däss   im  Morden  Europas  überaus  viel  Gold 
sei,  ist  offenbare  Thatsache;   wie  es  aoer  gewonnen  wird ,  darüber 
w^tss  ich  nichts  zuverlässiges  zu  sagen. '*    Wenn  nun  das  Alter* 
thum  mit  dem  Gold  im  Norden  Europas  bekannt  war,  warum  sollte 
die  ebendaselbst  vorkommende  Piatina  durchaus  unbekannt  geblle* 
heä  sein?    Eben  in  Sibirien,  das  noch  jetzt  als  ein. heiliges  Land 
den  Indischen  Brahminen  gilt,    finden  wir. die  Ansicht  ■  Wer tier*s 
bestätigt,  dass  vorzüglich  im  zerklüfteten  Erdreich,  wo  die  Natur 
im  Grossen  die  Auswaschung  vorgenommen^  edle  Metalle  reiciilk:h 
zu  finden  sind,  folglieh  in  geögnostischer  Beziehung  allerdings  ein 
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eoldenes  Zeitalter  anzunehmen  sei«  wo  edle  Metalle  in  reichem 
Blasse  umherlagen  auf  der  Erde.  Eben  darum  schloss  ich  meine 
Abhandlung  über  Piatina  (im  Journal  fiir  praktische  Chemie* 
B;  34  S.  419.)  mit  folgenden  Worten:  „wenn  wir  sugeben  mfls- 
•en,  dass  Piatina  dem  höheren  Alterthume  bekannt  war,  so  ist 
kein  vernünftiger  Grund  mehr  vorhanden,  welcher  uns  hindern 
konnte,  in  dem  Zusammenhange >  in  welchem  Homer  sein  Kya- 
nos  nennt,  an  das  in  der  Matur  gewohnlich  vereint  mit  Piatina 
vorkommende  Palladium  zu  denken.  Man  vergesse  nämlich  nicht, 
daes  reines  eedieeenes  Palladium  in  Körnern  neben  den  Platinkör« 
Bern  natflrUcn  vorkommt.  Wo II as ton  suchte  solche  Palladium« 
kOmer  aus  Brasilianischen  Platinkiimem  aus,  indem  das  Ansehen 
der  erstem  wie  faserig  war  und  die  Fasern  von  dem  einen  Ende 
ans  SU  divergiren  schienen.  Ein  noch  einlacheres  Unterscheidunes- 
nuttel  mGchte  die  Erhitzung  sein  nach  Br^ant's  Methode,  wopei 
die PaliadiumkCmer durch  die  blaue  Farbesich  kenntlich  machen 
wflrden.  Und  diese  Unterscheidungsmethode  scheint  eben  durch 
den  alterthfimlichen  Namen  Kyanos  angedeutet,  in  welcher  Bezie- 
hnng  also  selbst  aus  dem  alten  Homer,  dem  nächsten  Zweck 
rincr  chemischen  Zeitschrift  gemäss,  noch  etwas  zu  lernen  fiir 
praktisdie  Chemie.*' 

Jetzt  ist  es  Zeit,  auf  das  in  der  oben  angefahrten  Stelle  des 
Herodot  neben  Kassiteros  genannte  Elektron  überzugehen 
and  die  Hanptstellen  anzuRiluren  aus  dem  dritten  Abschnitt  jener 
AMiändlnDg  über  Piatina,  welcher  überschrieben:  „Piatina  unter 
dem  mysttachen  Namen  Elektron  (nisKrQOv)»"  VoraDsestellt  ist 
folgend  Stelle  aus  Hofer's  Grcscnichte  der  Chemie.  &  109. 

3«  L'^lectrum  signifie  chez  les  anciens  deuz  choses  bien  diffe- 
reHtes:  d'abord  TiSiectnim  proprement  dit,  c*est  k  dire  1' ambro 
janne  ou-  le  succin,  qui  est  une  substance  oiganique  (espece  de 
rdsine  fossile);  en  second jieu ,  une  alliase  d'or  et  dargent,  comme 
nouB  Tapprend  Pausanias :  allo  ijIexxqov  avaiUfiiyfUvog  iatlv  doyvQ^ 
wiHf6gf  „il  existe  un  autre  electrum  qui  est  une  alliage  dor  et 
aargenf  Comp.  Plin.  XXXIII.  4.:  „Tout  or  est  alli^  dargent; 
hl  proportion  en  varie.  C'est  quelquefois  la  dixiöme,  la  neuviöme, 
la  nuiti^me  partie  du  poids.  Lorsque  la  proportion  de  Targent  est 
d*an  cinqni^me,  l'or  perd  son  nom  et  prend  le  nom  d' electrum.  Un 
auteuriätlien  C  ortin  Ovis  (opuscoli  scelti  sulle  scienze  etc. 
Milano.  1760.  A^.)  chercha  ä  prouver  dans  une  savante  dlsser- 
tation,  que  le  platine  iStaitconnue  des  anciens  sous  le  nom  d' elec- 
trum.   Les  raisons,  qu'il  en  donne,  ne  sont  pas  valables.^' 

Es  ist  meine  Absicht ,  mich  an  Cortinovis  anzuschliessen, 
dessen  Abhandlung  ich  übrigens  noch  nicht  zu  sehen  bekam.  Die 
gewG'  nÜeh  nur  mit  obigen  Worten  angeführte  Stelle  des  Pausa- 
nias (lil^*  ^-  c^P-  ^'^*  P*  ^^'  ^^'  Casaub.)  lautet  nämlich  im  Zu- 
sammenhange gelesen  nach  wörtlich  treuer  Uebersetzung  also: 
K, Dieses  Elektron,  woraus  die  Bildsäule  des  Angustus  gemacht 
und  welches  als  Naturprodukt  (avrdfuxTov)  sich  findet  im 
Sande  des  Eridanus,  ist  sehr  selten ,  und  steht  daher  in  hohem 
Werthe  hei  den  Menschen ;  das  andere  Elektron  aber  ist  mit  Sil- 
ber gemischtes  Gold.*'    PausaAias  setzt  offenbar  das  Naturpro- 
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dukt  dem  Kunstprodukt  entgegen.  Man  suchte  also  das  im  Sande 
des  Eridaiias  (welcher  Fluss,  wie  schon  Herodot  a.  a.  O.  an- 
deutet, dein  noch  unerforschten  ,y äusserst en  Westen"  ange- 
hörte) vorkommende  Naturprodukt  (was  unmöglich  Bernstein  seio 
konnte,  ^woraus  sich  auch  keine  Statue  machen  lässt)  durch 
Mischung  von  Gold  und  Silber  nachzuahmen.  ■  Also  muss  jenes 
Naturprodukt  noth wendig  ein  edles  (wie  Pausanias  sagt,  „sehlr  sel- 
tenes'')  Metall  gewesen  sein,  das  auch  an  Werth  dem  Golde  Ter- 
gleichbar,  nur  von  hellerer  Farbe  war.  Dem  nutiirlichcn  Vorkom- 
men gemäss  im  Flusssande  werden  wir  also  nothwendi«^  an  Plathi 
denken  mässen.  Ein  Zeitgenosse  des  Augustiis  (von  dessen  Biid^ 
Säule  aus  Elektron  in  obiger  Stelle  des  Pausanias  die  Rede  ist), 
nämlich  Virgil  in  seiner  Aeiieide  (Vlll.  624.),  lässt  Beinschienen 
aus  Electruni  und  reinem  Gold  (ocreus  electro  auroque  recocto) 
vom  Vulcan  für  den  Aeneas  xnachen  in  offenbarer  Nacbahrnnw 
Homer 's,  der  (IL  XVIII.  613.)  Schienen  fiir  Achill  vom  HepbSr 
stos  machen  lässt  aus  Kassiteros.  Virgil  übersetete  also 
HccaalvEQog  durch  electrum. 

Nun  aber  wird  es  nöthig  sein ,  vorzugsweise  davon  zu  spreche», 
wie  das  Homerische  nach  Plinius  dem  plumbum  älhmn 
gleichbedeutende  KaaaizsQog  (d.  h.,  dem  Dargelegten  gemäss,  Pia- 
tina) zu  dem  Namen  electrum  (ijlsHToov)  kommen  konnte?  — 
Bnttman  in  seiner  Abhandlung  über  Elektron  (im  Mylholo- 
gus.  S.  337 — 363.)  S])richt  als  Grammatiker  mit  etymologischer 
Grflnd liebkeit  von  diesem  Worte.  Er  rechtfertigt  die  Ableitung 
des  Namens  f^kexTgoi^  von  IkKsiv,  ziehen,  nicht  olos  von  gramma- 
tischer Seite  vollkommen,  sondern  auch  durch  analoge  Bezeich- 
nungen des  Bernsteins  in  andern  Sprachen.  In  diesem  auf  An- 
ziehungskraft sieh  beziehenden  Sinne  konnte  die  natürlich  vor- 
kommende Piatina  mit  gutem  Grund  Elektron  genannt  werden, 
weil  sie  wegen  ihres  Eisengehaltes  magnetisch  ist,  und  aiwar  nicht 
Mos  vom  Magnet  angezogen  wird,  sondern  selbst  in  grossem 
Stücken  geradezu  polarisch  vorkommt.  Da  also  die  natürlich  vor- 
kommende Piatina  sich  dein  Magnet  anschloss,  so  war  sie  schon 
dadurch  im  Alterthume  der  wissenschaftlichen  Naturforschung  ent-! 
zogen  und  gehr»rte  den  Mysterien  an ,  worin  der  Magnetismus  eine 
so  grosse  Rolle  spielte.  Der  Name  Elektron  für  die  natürlich 
vorkommende  Platina  ist  also  ein  aus  den  Mysterien  stammender, 
und  war  für  die  mit  magnetischer  Polarität  begabten  Piatinastücke 
sehr  verständig  gewählt,  wurde  aber  dann  obwohl  unpassend  selbst 
übergetragen  auf  die  Legirung  aus  Gohl  und  Silber,  womit  man 
das  Platin  nachzuahmen  suchte.  Man  sieht  zugleich,  dass  der 
Ausdruck  Kassiteros  ein  genereller,  Elektron  ein  specieller, 
auf  eine  mysteriöse  Eigenschaft  hindeutender,  also  vorzugsweise 
oder  wenigstens  zunächst  der  polarischen  Piatina  angehoriser  ist. 
Wer  den  letzten,  auf  die  Homerische  Iliade  sich  bezienenden 
Abschnitt  meines  Buches  über  die  samothracischen  Myste- 
rien (welches  ich  unter  dem  Titel  einer  Einleitung  in  die 
Mythologie  auf  dem  Standpunkt  der  Naturwissenschaft 
herausgab)  gelesen  hat,  kann  nun  leicht  abnehmen,  warum  der 
(als  Elektron  polarisch  vorkommende  und  daher  den  Mysterien 
sich  anschliessende)  Kassiteros  in  der  Iliade  allein  mit  den  dioe- 
korifichen  Wesen  Achill  und  Diomed  in  Verbindnng  gebracht 
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wird,  und  selbst  der  von  AeamemDon  getragene  Kassiteros  dem 
verwandten  kyprischeQ  Mythenkreis  angeschlosseD  ist.  Da  aber 
in  der  Iliade  die  mysteriösen  Beziehungen  blos  den  dunkeln  Hin* 
tergrund  bilden»  worauf  die  Gestalten  der  Helden  in  so  hellerem 
Gkinze  hwvortreten:  so  vermeidet  Homer  den  mysteriösen  Aus- 
druck Elektron  in  der  Iliade  gänzlich.  Aber  in  der  Odyssee, 
welche  die  macischen  Fabeln  der  Mysterien  gewisserroassen  zur 
Schapu  trSgt,  kommt  umeekehrt  nie  der  Ausdruck  Kassiteros 
Yor,  sondern  statt  des  Kassiteros  glflnzt  hier  Elektron  neben 
€roid.  Was  ich  hier  andeute  mit  Hinsicht  auf  den  Gebrauch  der 
Worte  Kassiteros  und  Elektron,  wo  der  eine  Ausdruck  der- 
selben Sache  allein  der  Iliade,  der  andere  allein  der  Odyssee 
elgenthümüch  ist,  steht  nicht  so  isolirt,  als  man  vielleicht  glauben 
m5chte.  Nur  haben  die  Philologen  den  Wink  unbeachtet  gelas- 
sen» den  ihnen  Plinius  gab,  indem  er  sagt  (Hist.  nat.  aXX. 
cap.  1.  sect  2.):  „Es  ist  sehr  beachtungswerth,  dass  Homer 
bei  dem  trojanischen  Kriege  so  sehr  still^hweigt  von  magischer 
Kunst,  so  sehr  aber  auf  sie  eingeht  in  den  Irrreisen  des  Ulysses, 
dass  &kAt  das  ganze  Werk  aus  nichts  anderem  besteht.^*  Plinius 
unterscheidet  also  die  Utas  und  die  Odyssee  durch  die  Art  ihres 
Verhältnisses  zu  den  Mysterien.  Aber  da  die  Flhiloloffen  nicht 
einmal  darauf  achteten,  wie  beschränkt  die  Schriftsprache  durch 
die  Mysterien  war :  so  gingen  solche  blos  flüchtig  hingeworfene 
Andeutungen,  wie  die  eben  angeßihrte  des  Plinius,  gänzlich  fiir 
flie  verloren. 


Aus  meiner  Abhandlung  im  Journal  für  praktische  Chemie 
(B.  34.  S.  385—420),  welche  überschrieben  „über  Piatina,  Altes 
und  Neues'S  war  dieser  kurze  Auszug  hier  voranzustellen,  damit 
die  för  dasselbe  Journal  ursprünglich  bestimmte  Fortsetzung  so 
viel  als  mGglich  unverändert  abgedruckt  werden  könne.  —  In  der 
That  bezog  sich  jene  Abhandlung  ihrem  Hauptinhalte  nach  nicht 
auf  aiterthümliche,  sondern  auf  neue,  dem  Platin  sich  anreihende 
Mittheilungen.  Vorzugsweise  von  den  merkwürdigen  krampfhaften 
ZudLungen  der  Magnetnadel  handelte  es  sich,  welche  entstehen, 
wenn  eme  Ladungskette,  namentlich  aus  Platin,  mit  der  zuerst  von 
Wach  im  Jahre  1829  (s.  Jahrb.  der  Chem.  u.  Phys.  für  1830  oder 
d.  g.  R*  B.  58.  S.  40-*  66.)  construirten  constanten  galvanischen 
Kette  verbunden  wird.  So  schwach  diese  Kette  ist  in  ihrer  ur- 
sprünglichen Gestalt  (da  es  zu  galvanoplastischem  Zwecke,  oder 
wie  man  sich  damals  ausdrückte,  zur  Bildung  figurirten  Cäment- 
knpfers  und  anderer  zum  TheiL  krystalliniscn  auftretender  fester 
Metallvegetationen ,  auf  Schwächung  des  constanten  elektrischen 
9tromes  ankam) :  so  heftig  künnen  doch  bei  Einscbiebung  einer 
Ladungskette  aus  Platin  jene  krampfhaften  Zuckuqgen  der  Mag- 
Bfitoadel  werden,  welche  mtt  der  krystaUinigichen  Bildung  des 
ffM^ten  Cämentkupfers  zusammenhängen ,  und  uns  an  die  bei  andern 
KrystaUisationen  zuweilen  hervortretenden  blitzartigen  Lichtersdiei- 
miBgen  erinnern.  Von  solchen  dem  Charakter  eines  chemischen 
Journals  gemäss  mitzutheilenden  neuen  Thaisacheo  bandelte  es 
sich  dort.    Nur  nebenbei  war  von  alterthfimlichen  Dingen  die  Rede, 
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wie  (2efsast,  zonäcbs^t  in  der  Absicht .  luu  auf  Ho  Ter'«  Gesrliichte 
der  Chemie  aufnierksaiii  zu  machen.  Im  entseoeooesetzleB  Sino 
ist  die  Ahhandlon«:  seschrielien  :  Ueber  die  Termeiutlicfae 
Keniitni'«s  der  Alten  vom  Platin,  von  E.  L.  Scbnbarth 
in  Prissreridorffd  Annalen  der  Physik  (1<U5.  No.  8.  S.  GÜ. 
^  ihVi.).  Dieselbe  ist  dem  Geiste  nach  eine  phiUlosiscbe,  anf 
briti.sche  Eniendationen  .«ich  liezlehende.  Jedocn  dieses  graoima- 
tisc'b  kritische  Princin  reicht  nicht  ans  bei  allen  DatiinvissenscJull- 
liehen ,  mit  den  alteri  Mysterien  zosamraenhansenden  liingen.  Denn 
mit  Kecht  macht  Hof  er  in  seiner  Geschichte  der  (.'hemie,  wie 
ansdrucklich  von  mir  bervorsehoben  ^urde.  aufmerksam  auf  den 
innigen  Zusammenhang  der  alten  Religionen  mit  Naturv«  issenschaft, 
wodurch  nothwendis;  über  manche  natun%'issensehaftli(Ae  Dingte  ab- 
sichtlich ein  nn'sterioses  ihinkel  ausgesrossen  %mrde.  Cud  damit 
hing  zum  Tb  eil  auch  die  Doppelsiiiniskeit  bei  dem  Gebrauche 
mancher  Worte  zusammen.  Aber  Herr  Professor  Schubartb 
iSsst  sich  gar  nicht  darauf  ein ,  dass  dasselbe  Wort  verschiedene 
Bedeutung  haben  könne,  was  doch  selbst  bei  den  Worten  des  ge- 
meinen Lebens  »o  bäotis  der  Fall  ist.  Vielmehr  l>ehauptet  er. 
Hofer  und  ich  hätten  abweichend  von  einer  „  seit  Jahrhunderten  an- 
genommenen Meinung '%  dass  das  Plinianische  plumbum  can- 
diduni  unser  Zinn  andeute,  den  Satz  aufgestellt,  dass  damoter 
(wie  bei  einigen  verwandten  Ausdrücken)  „nichts  anderes  als  Pla- 
tin zu  verstehen  sei.*'  Jedoch  sogleich  auf  der  zweiten  Seite 
meiner  Abhandlung  heisst  es  :  .,ßei  der  Chemie  der  Griechen  und 
Romer  beginnt  Hof  er  den  Abschnitt  Vom  Zinn  mit  den  Wor- 
ten, dass  eine  grosse  Dunkelheit  in  griechischen  und  romi* 
sehen  Schriftstellern  herrsche  hinsichtlich  auf  den  Gebrauch  der 
Worte  stannum,  plunibnm  album,  plumbum  argcutarium, 
cassiteros,  obwohl  man  gewohnlich  sich  b^nnge,  diese  Ans- 
driicke  durch  Zinn  zu  übersetzen.  Nachdem  er  Stellen  angeftihrt» 
die  allerdings  auf  Zinn  passen,  sagt  er  Folgendes.''  Und 
nun  sind  die  Stellen  angeführt,  welche  nicht  passen  auf  Zinn, 
wohl  aber  auf  Platin,  was  auch  Herr  Professor  Schubartb  unbe- 
dingt zugeben  muss.  Um  jedoch  die  Bedeutung  Zinn  festzuhal- 
ten, nimmt  er  nicht  blos  zu  willkürlichen  philologischen  Conjectu- 
ren,  sondern  sogar  zu  der  naturwidrigen  Voraussetzung  seine  Zu- 
flucht, dass  im  Altcrthurae  Zinngraupen  neben  Gold  vor- 
fekommen  und  gemeinschaftlich  ausgewaschen  wurden  aus  dem 
lusssande.  „Allerdings,''  sagt  er,  ,,ist  ein  Zusammenvorkommen 
von  Zinnerz  mit  Gold  ungewöhnlich  '),  doch  aber  nicbt  un- 
möglich. " 


')  Statt  „nngewöKnlicli-^  bollie  s'olien  ^.anerhör t."  Der  Atudmck 
»nngc wohn li eil"  aber  künute  ccrcclitferiigt  scheinen,  weil  der  H.  Yerf, 
kurr  zuvor  gesagt:  ,,Agricola  (de  rc  metalUca  Basil.  1657.  p.  269.)  Führt 
unter  den  verschiedenen  Methoden  des  Wascheus  von  Gold  und  Zinners  «lue 
in  Portugal  seiner  Zeit  gebräuchliche  an."  —  Man  könnte  sonach  glaaben, 
zu  Agricola*s  Zeiten  seien  Gold  und  Zinnerz  zusammen  vorgekommen« 
Schlagt  man  aber  die  citirte  Stelle  nach,  so  heisst  sie  in  vrortlicher  lieber- 
Setzung :  „  ich  sprach  bisher  von  den  verschiedenen  Arten  den  Goldsand  nof* 
znwaschen;  nun  will  ich  von  der  Auswäschnugswcise  der  Materie  sprechen, 
weiche  beigemischt  den  schwarzen  Steincheu,   woran«  Zinn  bereitet  wird.^ 
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Diesfl  ist  es,  was  ich  zur  Rechtfertigang  HSfer'fl  in  Auffas- 
sung der  Plinianfechen  Stelle,  bei  welcher  vorsngsweise  sein  Geg- 
ner yerweilt,  zu  sagen  habe.  Denn  was  ich  zur  Bestätigung  der 
Ansicht  HSfer's  fiber  das,  wie  Pliiiins  selbst  sagt,  dem  plumbnm 
albnm  gleichbedeutende  Homerische  KassHeros  sagte,  das  mit 
Crold  corobinirt  wird  und  nach  Poseidon! us  gleichfalls  natürlich 
vorkommt  neben  Gold,  während  Virgll  dieses  Homerische 
Kassiteros  durch  Elektron  Gbersetzte,  woraus  man  wieder 
sieht,  dass  von  einem  edlen  Metalle  die  Rede  sei;  diess,  sowie 
alles,  was  damit  zusammenhängt,  übergeht  unser  Gegner  mitStiU- 
sehwejffen«  Unter  solchen  Umständen  bleibt  mir  nichts  übrig,  als 
diese  Veranlassung  im  allgemein  wissenschaftlichen  Interesse  zur 
Beseitigung  Ton  Mlssverständnissen  zu  benutzen. 

Zunächst  ist  über  das  naturwissenschaftliche  Werk  des  Pii- 
nins  ein  Wort  zu  sprechen,  da  Herr  Professor  Schubarth  Gewicht 
legt  auf  -  den  Ausdruck  „Plinianisches  plnmbum  .  candidum^, 
glächsam  als  ob  in  der  Stelle,  von  welcher  er  eine  lange  Ueber- 
setzong  mittfaeüt,  Plinius  die  Absicht  habe,  seine  durch  Unter- 
sncfam^  gewonnenen  Ansichten  hinsichtlich  auf  das  pinmbum  can« 
didom  mitsutheilen.  Demnach  scheint  sowohl  der  Herr  Verfasser 
als  die  Zeitschrift,  worin  jene  schon  von  Beckmann  als  höchst 
▼erworren  bezeichnete  Stelle  des  Plinius  in  ganzer  Ausführlichkeit 
Platz  finden  konnte,  es  vergessen  zu  haben,  oder  wenigstens  un- 
besehtet  zu  lassen  im  vorliegenden  Falle,  dass  die  sogenannte 
historisi-iiaturalis  des  Plinius  eine  Encyklopädie  sei,  wie 
Plinius  selbst  sie  nennt;  eine  Encyklopädie  aus  hundert  der  liesten 
Schriftsteller  «nd  etwa  zwei  tausend,  wegen  des  dunklen  Inhalts 
(propter  secretum  materiae)  von  wenigen  gelesenen  Schrift- 
rollen  losammen^tragen.  Unter  solchen  Umständen  mag  es  daher 
gaos  angemessen  scheinen,  daran  zu  erinnern,  in  welchem  Sinne 
B«fttiger  die  Maturforscher  bei  ihrer  Versammlung  in  Dresden 
xnr  Bearbeitung  jener  alten  naturwissenschaftlichen  und  technischen 
Encyklopädie  des  Plinius  auftbrderte.    Es  ist  also  zu  sprechen : 

L    Ueber  die  dem  naturwissenschaftlichen 
Standpunkt  unserer  Zeit   angemessene  Benutzung   der 

Plinianischen  Encyklopädie. 

Bei  dem  Charakter,  welcheif  die  Versammlungen  deutscher 
Natnrforschei:  und  Aerzte  im  Gegensatze  zu  dem,  was  ursprüng- 
lich (bei  dem  Aufrufe  dazu  von  der  Academia  naturae  curiosorum) 
beabsichtigt  war,  seit  einer  Reihe  von  Jahren  angenommen  haben 
and  welcher  darin  besteht,  dass  jede  Jahresversammlung  die  un- 
mittelbar vorhergehende  in  wissenschaftlicher  Beziehung  ignorirt  ^) ; 

NiAhf  enlfernt  aUo  ist  angedeotot,    dass  (Uo6C  schwarten  Sleiuchen,    Avorau» 
Ziniv  liereiteLt  vrird,  zugleich  mit  Gold  irgendwo  vorkomnicn* 

■J  Was  darüber  gesagt  S.  40.  meiner  Denkschrift  znr  Säcalar- 
Ceier  der  UnlTersität  Erlangen  im  Jahre  1843,  worde  gedruckt  un- 
aiittolbar  -vor  der  Versammlung  in  Gratz,  wo  ein  erhabener  Kenner  und 
FMmd  der  Naturwissenschaft  mit  den  schönsten  und  kräftigsten  Worten 
eineii  edleren,  dem  Geist  einer  freien  (an  keine  Localitnt  gebundenen)  Aka- 
dmnie  «ntsprechenden  Sinn  bei  diesen,  mit  so  ^iel  Kostenaufwand  vcrhiinde- 
neu  Jtihresversammlangen  der  Naturforscher  anzuregen  suchte.  Möchte  dieaor 
Geilt  dock  endlich  siegeA  über  die  Anhünglichkeit  am  Herkömmlichen. 
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bei  dieser  Laee  ^er  Verhältnisse  ist  es  na^Iich  lädgst  in  Ver- 
gessenlieit  geKominen,  dass  etnmal  von  eioem  Untaröehmen  die 
Rede  war,  vrelches  ein  Zusammenwirken  mehrerer  zuffleiefa  anti- 
quarisch gebildete)*  Männer  aus  allen  Theilen  der  Naturmssensdiaft 
voraussetzt  9  nämlich  vod  einer  Sichtung  des  in  der  Plinianiscbeh 
Eneyklopädte  verworren  susammengehäuften  Materials.  Dazu  er- 
mimterte  der  verewigte  Böttiger  bei  der  VersammlüDg  derlSatur- 
forscber  in  Dresden  im  Jahre  1826,  Sein  Aufruf  führte  wirklich 
einige  einleitende  Schritte  herbei,  obwohl  mehr  im  philolagischen 
als  natsrwissenschaftlichen  Sinne.  Doch  dieser  Anfang  war. zugleich 
das  Ende  der  bald  in  Vergessenheit  gekommenen  Saohe«.' .  Mit 
Recht  aber  sagte  BOttiger:  ^^man  hat  nicht  einmal  die.  Vorreda 
zu  diesem,  encyklopädische  Notizen  ans  zweitausend  SchriflfcroUeo 
enthaltenden  iliVunderschatz,  die  Zue^nung  an  VespiMlail,  mhig 
gelesen.  Sonst  würde  man  wissen  was  man  fordern  kffnne  und 
soUe.  Zeitgeist  sagt  man,  und  Elxeerpteiisucbt  liessen  dea  Com* 
pttator-  bei  seinem  Dictiren  an  ein  Dutzend  Gescbwindschreiber» 
die  ihn  umringten,  nie  zur  besonnenen  Prüfung  kommeo. 
Daher  strotzt  sein  Buch  von  missverstandenen  Stelietit^). 
anderer  Schriftsteller,  auch  konnte  er  vieles  gar  nicht  beurtheiieii^ 
er,  der  mit  Staatsgeschäften  stets  überladene.  -  Auf  die  meisten 
dieser  ■  Vorwürfe  antwortet  das  von  ihm  mehrmals  wiederhcdto 
Wort:''„nt  nihil,  quod  equidem  noverim,  praetermittam.^ 
Hierzv  kommt,  wie  er  selbst  an  Vespasian  schreibt,  dasa  diese 
Auszüge  aus  hundert  Schriftstellern  in  abgerissenen  Stunden  raiii 
Theile  bei  Nacht  gemacht  wurden.  Hätte  PI inius  nur  immer  die 
einzelnen  Schriftsteller  da  genannt,  wo  er  sie  ausschreibt^  Aber- 
ihk« Namen  (wenigstens  die  der  berühmtesten)  sind  blos  an^füfart 
bei:  der  Inhaltsanzeige  der  einzelnen  Bücher,  welche/  unmittelbar 
fetet  nach  der  in  Bnefform  an  Vespasian  geschriebenen  Vmrrede. 
Offenbar  war  also  bei  der  (wie  die  Uebersetznng  Schnbartkla 
am  besten  beweist)   so  hOchst  verworrenen  Stelb  ^)  des  PUnim 


^)  Meine  Ahhandlnng  „über  d eil  Efnflnss  der  näturwltsenschaf  I- 
liohen  Mysterien  auf  die  Litteratnr  des  Alterthnm«'^'  fükrt 
jedoch,  auf  neue  Gesichtspunkte  in  Anffassnng  Terworrener  Stellen  des  Fli« 
nius.  Wenn  selbst  ein  Hisloriker  wie  Herodot  absichtlich  (was  durch 
ein  unTerkennbarcs  Beispiel  nachgevdesen  wurde)  Verkehrtheiten  schrieby 
blos  um  räthselhafte  Andeutnngen  den  Mysterieiük-ondigeu  über  Dinge  aa 
geben ,  welche  der  Schriftsprache  unjsngänglich  waren :  wie  Tielmekr 
konnte  einem  naturwissenschaftlichen  Schriftsteller,  wie  Pliniu»  war,  sin 
solches  Verfahren  durcli  die  akroama tischen  (d.  ht  lediglich  zur  müadUebeii 
lifllttfaeilnng  bestimmten)  Gegenstände  jener  naturwissenschaftlichen  Mysteiiea 
nothweiulig  p^emacht  werden,  propter  secretum  materiae,  wieerinTor- 
hin  angcfülirter  Steile  seiner  Vurrede  sich  ausdrückt.  Es  wird  sich  nachher 
Gelegenheit  finden,  diesen  Gesichtspunkt  bei  Erklärung  des  Plinius  dardh 
Beispiele  zu  erläutern. 

*')  B  eck  mann,  der  in  seinen  Beitragen  zur  Geschichte  der  .Er* 
finduugen.  B.  4.  S.  321—381  über  Zinn  und  Verzinnuug.  etbriebk 
eagt  3.  336*  von  dieser  Plinianischen  Siclle  :  „meji  muM  eingtfatehtki, 
dass  sie  bei  keiner  Erklärung  ganz  verstMudltch  wird,*^  und  enlichuldigt 
S;  360.  sein  Bestreben ,  einige  Widersprüciie ,  welche  darin  TorkoMaikM, 
eiuigermassen  wenigstens  zu  beseitigen,  mit  den  Worlea:  »ich  bitte  -um 
Vergebung,   dass  id&  mich  so  tief  in  die  Kritik  gewagt  habe.'^    Unbegrejf. 
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vom  phimbiiin  alkniin  das  Verfahren  HSfer's  gane  das  richtige» 
indem  er  von  der  Voraussetasung  ausging ,  dass  die  yerschiedeiien 
von  Pilnins  ausgezogooen  Schriftsteller  mit  demselben  Worte 
verschiedene  Bedeutung  verbanden.  Denn  will  man  der  lezikalh 
sehen  Einfadiheit  wegen ,  damit  dasselbe  Wort  wenigstens  im 
Monde  des  Plinins  stets  dasselbe  bedeute,  die  versehiedenen 
von  Ihm  ausgezogenen  Schriftsteller  in  Harmonie  bringen  und  in 
diesem  Sinne  conjecturiren  und  emendiren:  so  versündigt  man  sich 
nicht  Mos  an  den  einzelnen  in  der  Plininnlschen  Encyklopädie  hfh 
nutzten  Siehrlftstellem  ^)f   sondern  am  Ende  selbst  an  der  Natnf* 


lieh  aber  ist  es,  wie  Herr  Professor  Schnbarth  sagen  kann:  „Beck- 
mann habe  naclisnArei^en  »ich  bemüht,  dass  das  Plinlanische  plnmbnm 
candldam  unser  Zinn  and  itaöo£t$po9  höchst  wahrscheinlich  dasselbe  Metall 
andente,  und  diese  Meianngp  sehr  glücklich  gerechtfertigt;*'  Beck- 
imann  sagt  Tielmohr  5.  346  :  „Nun  iLomme  ich  »nr  Untersnchnng  desjeni- 
gen MetaLles,  welches  die  Griechen  naaaireQoQt  oder  wie  Plioius  sagt  casai« 
teron,  und  wie  er  ausdrücldich  iünzuselxt,  die  Lateiner  plumbom  candidnnii 
'weisses  Blei,  genannt  liabcn. **  —  ,,  Dass  die  Alten  so  früh,  als  wir  bei 
ihnen  das  Wort  naaaixsQOQ  finden,  schon  anser  Zinn  gelLaunt  haben,  das 
kann  ich  mit  nichts  beweisen,  und  ich  zweifle,  dass  irgend  jemanden 
dieser  Beweis  möeiich  sein  wird,  vielmehr  ist  mir  das  Gegeil- 
theil wahrscheinlicher.^  Es  ist  ilim  nHmlich  nach  S.  348.  wahrschein- 
lich, dass  die  Griechen'  in  späterer  Zeit  „das  wahre  Zinn  nnr  für  eine  Ab- 
art ihres  alten  Kassiteros  oder  des  Stannnms  der  Römer  gehalten  haben, 
80  wie  letztere  das  eine  wie  das  andere  für  eine  Abart  des  Bleies  erklär- 
ten.*' S.  951.  fügt  er  allerdings  bei:  „Es  konnte  doch  sein,  dass  die  Grie- 
chm  sehii  firlih  das  wahre  Ziiin  dnrch  den  Handel  nnd  mit  ihm  zugleich  den 
«nnUiidifckenNainam  woraus  näoaltsgoz  ge^vordeii,  erhalten  hab^nj^*  ^  „lieber 
di«  Frage,  weiche  Meinung  die  meiste  Wahrscheinlichkeit  habe,  will  ich 
nicJu  streiten;  nur  dabei  bleibe  ich,  dass  für  Hoiners  nnd  Hero- 
dota2^eitalter  keine  gewiss  erwiesen  werden  kann."  Man  sieht, 
dass  jB^cJkmaau  geneigt  ist,  eine  ältere  uud  eine  neuere  Bedeutung  des 
Wortes  xaaa/rs^^,  (und  alsa  aueh  des  nach  Plinins  dem  Homerischen 
ntuföir'^^ÖQ  g¥^chbedeutepd^n  plnmbnm  alTium  pder  candidum)  anzunehmen« 
Fnr  ^'ttfcrn'er  e'ZAJit  ^ässt' unstreitig  die  IJcbersetznng  dnrch  Ziifh,  woran 
niemand  noch  gezweifelt  hat.  Aber  als  die  frühere,  in  den  alten  Mysterien 
einheimisrhe ,  nach  Viri^i  L's  Uebersetzung  dem  Elektron  gleichbedeutende 
Geltung  des  Wortes  müssen  wir,  den  Ton  Hüfer  und  von  mir  angeführten 
Grnnifoü  gemäss,  Platin  auerkcunen. 

^)  do  wollen  wir.  dorn  Herrn  Professor  SchnhartH  gern  zugeben,,  d«^ 
Plinins  gewiss  >„nie. eice  Wäj;ung  angestellt"  zur  Bestimmung  den  specifischeo 
OawifJifts-,  was  man  einem  so  sehr  beschäftigten  Staatsniaone  auch  nicht  zn- 
mallijQn  vfird.,:  Wir  geben  ferner  za,  dass  er  wenigstens  bei  der  nachlässig 
geschriebenen  Stelle  vom  Grunde,  warum  Gold  zu  so  liohcm  Werthc  ge- 
lAng^i  )» Keine  Ahnung  vom  wirklichen  specliischcn  Gewickic  des  Goldes" 
ga^ce^t  habe.  GUt  aber  nuu  soi^Uich  dasselbe  voii  allen  deu  zalilreiclien 
S^rif tstellern ,  welche  Plinins  in  seiner  Encyklopädie  benutzte,  so 
dasf'  man  durchaps  keine  in  der  Plinianischen  Encyklopädie  auf  das  specifische 
Gawicht  sich  beziehende  Stelle  im  strengen  Siune  nelimen  darf?  Die 
genauen  über  das  specifische  Gewicht  der  Miscliungen  von  Gold  und  Silber 
angestellten  Untersuchungen  eines  Archimedes  sind  durch  Hiero^s  Krone 
ao  barühmt  geworden,  dass  man  unmöglich  glauben  kann,  niemand  ausser 
Axekimedes  habe  im  Alterthum  genaue  Versuche  der  Art  angestellt  und  der 
Ausdcnck  ead.eiA .  gravitas  quae  auro  sei,  auch  von  Technikern  und  Metallnr- 
l^aa  .idiaren  Scbrü^an  Plinias  anfuhr^,  stets  nachlässig  gebraucht  wordsn. 
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Man  sieht  nun,  in  welchem  Sinn  allein  eine  nene  Bearbeitung  der 
PLinianischen  Eiicykio|iSdie  zu  wQnschen  wäre,  indem,  man  näm- 
lich ^  ganz  60  wfe  es  HOfer  bei  der  vorliegenden  Steile  gemacht 
hat,  aus  dem  verworren  zusammengehäuften  Material  da$  Bedcro- 
tende  heraussucht,  wozu  allerdings  eine  Ge8ellschaft  von  MSnpem 
moM  den  verschiedensten  Theileti  der  Naturwissenschaft  sich  ver- 
binden,  konnte.  Ein  Uauptgesichtspnnkt  aber  wäre  dabei  npch  zu 
beächten;  dämlich  die  Beschränkung  der  schriftlichen. Mittheiiung 
übör  naturwissenschaftliche  Dinge  durch  die  Mysterien,  worauf 
Pllnius  selbst  ^)  in  der  Abhandlung  vom  Elektron  mit  einigien 
sehr  starken  Ausdrücken  die  Aufmerksamkeit  hinlenkt.  Denn 
eben  weil  man  (wie  schon  vorhin  erwähnt  wurde)  nicht  schreiben 
durfte  fiber  die  einflussreichsten  naturwissenschaftlichen  Dinge, 
welche  die  Mysterien  in  ihr  Bereich  eezogen,  war  man  zur  bild- 
lichen Einkleidung  ftir  Mysterienkundige  genuthigt.  Und  schon 
diese  bildliche  Einkleidung,  die  ersonnen  werden  musste ,  war  eine 
Art  von  Poesie.  Aus  diesem  Gesichtspunkte  wird  das,  was  Pli- 
nius  von  den  wunderiichen,  auf  da.s  Elektron  sich  beziehenden 
Fabeln  der  Poeten  sagt,  erst  die  rechte  Bedeutung  gewinnen. 
Und  zum  Theil  auch  darum  mag  es  nun  zweckmässig  sein,  in 
naturwissenschaftlicher  Beziehung  (ohne  Furcht  vor  jenen 
Fabeln  der  Poeten,  auf  welche  die  starken  Ausdrücke  des  PH- 
nius  nur  unsere  Aufmerksamkeit  hinlenken  zu  wollen  scheinen)  ganx 
umständlich  zu  sprechen: 

II.    Ueber  das  Elektron  der  Alten. 

Der  dritte  Abschnitt  meiner  Abhandlung  über  Platin  handelte 
Tom  „Platin  unter  dem  mystischen  Namen  Elektron** 
und  ging  von  einer  Stelle  des  Fausanias  ans,  worin  derselbe 
das  Elektron,  welches  als  Naturprodukt  (ovrojicnov)  im  Sande 
des  Eridanus  als  ein  (wie  er  ausarücklich  hervorhebt)  „überaus 
seltenes  Metall  vorkommt,  vom  Kunstprodukt  unterscheidet, 
das,  gewohnlich  Elektron  genannt,  blos  eine  Mischung. sdi  aus 
Gold  und  Silber  ^.     Jedoch  auf  diese  Stelle   des  Pausantas, 


*)  Die  höclut  heachtenswerthe  Plinianische  Stelle  (id  der  h.  n.  XXXVII. 
c.  2.  in  fin.)  bezeichnet  die  dem  eleclrum  angereihte  FnbelmaMe  aU  ainan 
Ansdrnck  der  grossten  Menschenreracht ang.  Und  man  glaabe  nickt, 
dass  diese  Aenssernng  isölirt  steht,  sondern  vergleiche  damit  die  in  meiuar 
Einleitung  in  die  MythologieaufdemStandpnnkteder  Natvir* 
Wissenschaft.  S.  145-^179.  dargelegten  Thatsachen,  zn  deren  Znaam^ 
menstcUiiiig  der  Salz  des  Fausanias  Veranlassung  gab,  dass  die  Mysterien 
in  dem  (Trade  höher  siauden  als  die  VolksrcliKion ,  wie  Götter  höher 
sind  als  Heroen.  In  der  That  würde  es  abgeschmackt  sein,  sich  in  die 
durch  die  Mysterien  herbeigeführte  Verwirrung  einzulassen ,  wenn  nicht  dtt 
yerworrenen  Schriftsprache  eiue  ganz  unzweideutige  physikalische  ZeichMi- 
sprache  (ftjmbolische  Hieroglypheusprachc)  rur  Seite  stände,  deren  Darle» 
gung  uad  Benutzung  zum  Zwecke  der  neu_ern  Physik  den  Hänpt« 
Inhalt  ausmacht  jener  Einleitung  in  die  Mythologie. 

0  ^^^g^^9  welcher  das  Homerische  xaaaireQof  durth  elcotvum 
übersetzt^  lässt  voni  Vulcan  für  Aencas  Beiuschieneii  machen,  „ooreH» 
electro  anroque  recorto*',  "^as  doch  niemand  übersetzen  wird:  „an^  mirei^ 
nem  (silberhaltigem)  Golde,    gemischt  mit  ganz  reinem  Golde."      Vlclmtlür 
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worattf  ich  vorzugsweise  Gewiqht  legte ,  eben  weil  sle^  im  Zusam- 
menhange  gelesen  ^  so  klar  ist  und  dennoch  die  daraus  t^ew5hnlic(i 
entnommenen  einzelnen  Worte  stets  missverstandeii  wurden,,  —  auf 
^ese  =80  umständlich,  mit  Beziehung  auf  Buttniann's  Auflas- 
sungsweise, von  mir  besprochene  Stelle  des  Pausänias,  Hess 
Herr  Professor  Schubarch  sich  gar  nicht  ein;  —  stellt  aber,  was 
Ich  darüber  gesagt,  in  der  Art  dar:  „8chwei^gcr  behauptet,  weil 
dais  Elektron  im  Sande  der  Flüsse  vorgekommen,  so  kunne 
man  an  kefai  anderes  Fossil  als  an  Platinerz  denken.'^  Dies  wird 
ihm  aber  niemand  glauben,  selbst  wer  meine  Abhandlung  nicht 
gelesen  hat  Während  der  Abschnitt  vom  Elektron  mit  einer 
Plinianischen  in  Ho  fers  Uebersctzung  von  mir  angeführten  Stelle 
y,toat  or  est  alliö  d'argent  u.s.  w.^'  begonnen  wurde,  nimmt 
diese  eigenthümliche  Wlderle^ungskunst  keinen  Anstand  in  der 
Art  zu  argumentiren ,  als  ob  der  Satz,  dass  fast  alles  Waschgold 
der  FlOsse  silberhaltig  sei,  geleugnet  worden  wäre.  Auch  sogar 
über  die  Farbe  des  Platins  glauot  mein  gelehrter  Gegner  mich 
belehmin  zu  müssen;  „Platin 'S  sagt  er,  „hat  eine  stahl^aue 
Farlie;,  kuin  hinsichtlich  der  Farbe  nie  mit  Bernstein  verglichen 
w^en.''  Denn  ignorirt  wird  wieder  alles,  was  ich  gestützt  auf 
Buttmann 's  Sprachableitung  des  Wortes  {jkenxQov  sagte,  um 
nachzuweisen,  wie  das  natürßch  vorkommende  eisenhaltige  Platin 
durch  die  magnetische  Polarität,  welche  es  zuweilen  zeigt,  zu 
diesem  Namen  kommen  und  zugleich  dadurch  in  den  Kreis  der 
Mysterien  hineingezogen  werden  konnte. 

Da  Übrigens  eine  der  wichtigsten  Lehren  der  neueren  Physik 
ihren  Namen  vom  Elektron  erhalten  hat  und  selbst  der  Charakter 
der  neuem  Chemie  durch  das  Wort  Elektrochemie  bezeiclHiet 
wird:  so  kann  es  den  Physikern  und  Chemikern  nicht  gleichgül- 
tig sein,  über  die  alterthümliche  Bedeutung  des  ! Wortes  ^kBXZQOv 
gritndlich  aufgeklärt  zu  werden.  Und  dazu  kommt  noch  ein  sjpe- 
cieller  Grund ,  den  ich  im  Vorworte  zu  den  neuesten ,  auf  den  Zu- 
sammenhang der  Lichtpolarisation  mit  elektrischer  und  magneti- 
scher Polarität  sich  beziehenden  Untersuchungen  Faradays  fim 
Joum.  f.  prakt.  Chem.  B.  36.  S.  473.)  nur  mit  einigen  Worten  in 
einer  Note  berührte.    Getrost  will  ich  daher  dem,  Tiias  über  Elek- 


eben  dämm,  damit  niemand  an  das  gemeine  nachgemachte  Biektrou  denken 
möge,  fügt  der  Dichter  anro  rccocto  hinzu,  was  beigesetzt  wurde,  well 
das  seltene  Naturprodukt  electrum  (woraus,  wie  Pausänias  in  obiger 
Sielle  erzahlt,  eine  Statue  des  Angustus  gemacht  wurde)  oder  das  Home- 
rische (nach  Plinins  dem  plnmbnm  album  gleichbedeutende)  cassiteros, 
dersclhen  Plinianischen  Sielle  gemäss,  ohne  Beimischung  anderer  Metall« 
nicht  tä  beimtzeu  ist.  Auch  bei  Homer  wird  xaoüiteQÖt,  wie  schon  Schnei- 
der (um  die  gewöhnliche  Uebersetzung  durch  Zinn  zu  bestreiten)  herror- 
Kebt,  im  stSrksten  Feuer  erweicht  und  auf  dem  Amboss  mit  dem  Hammer 
Terarheitet.  —  Kurz  zuror  liess  Yirgil  den  Vnlcan  mit  Beziehung  anf 
diese  Waffen  des  Aeneas  -versprechen,  alles  zu  leisten}  quod  Ileri  ferro 
ligaidoTe  potest  electro,  wobei  die  Combination,  '  wie  sonst  mit  dem 
Oolde,  nun  anch  mit  dem  in  Farbe  und  Harte  dem  (als  Platin  aufgcfasa- 
ten)  electrum  nahestehenden  Eisen  nebenbei  Tlelleitrht  einige  Beachtung  Ter" 
dient,  da  eben  der  Eiaengehalt  des  natürlich  -vorkommenden  Platins  die  mlig- 
nedfclie  Anziehnng  nnd  eben  dadurch  den  Namea  electlrnm   herbeigeffihrt. 
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trou  mitgetheilt  wurde,  noch  einiges  beifügen ,  um  zu  zeigen, 
dass  es  bei  einer  wohlbegründeten  Wahrheit  leicht  sei»  die  Beweise 
dafiir  zu  vermehren.  Und  diese  Vermehrung  der  Beweise  wird» 
unter  den  eben  bezeichneten  Nebennmständen,  nun  mehr  an  ihrer 
Stelle  sein,  als  sie  früher  hätte  sein  können. 

1.  Buttmann  erinnert  in  seiner  von  mir  angeführten  Abhand- 
lung über  Elektron :  ,,  Bei  allen  Lexikographen  finden  wir  die  Grlosse 
iiXsxrQov  dU,6vvxov  ^qvcIov^   d.  h.  Gold  in  anderer  Gestalf  ^. 


^)  Saidas  sagr  nnltr  xalnoXiflavov:  zl9oß  ^Xinroov  tifiiiirtpow  fpvffov 
|#T»  ^6  tp  ^XiHT^ov  akkorvfcov  xffvoiov  fxifUYfUvuv  v^lif»  mü  It&^it^  Hier  ist 
gaaz  klar  ausgesprochou ,  dass  es  eine  Art  Elektron  gebe,  dÜ9  koetbarar 
ifi  als  Gold,  was  also  gewiss  nicht  Gold  sein  kann  mit  Silber  jsemisckt* 
fiüchst  wundcrlicli  wird  der  Zusatz  scheinen,  dass  diese  Abart  des  Golde« 
gemischt  sei  mit  Kryslall  und  Steiuart.  ErwSgt  man  aber,  dass  ein  Lexi« 
kography  wie  Suidas,  auch  mysteriöse  Andeutungen  abschrieb,  so  kauiL  man 
auf  «Ue  weibliche  Form  tj  Xt&eia  GeAvicht  legen,  indem  (afif  eine,  llfie  wir 
nachher  sehen  werden ,  sinnige  Weise),  wXhrend  der  Stein  nberhimpt  9  Xi&o9 
heisKt,  17  Xl&os  wo  nicht  gertideeu  den  Magnet,  doch  stets  einen  dareh.  seine 
Bigcnschaften  beachtnngsw«rthen  Stein  bedentet.  Der  natürlich  ▼orkonunen* 
den  eisenhaltigen  Pialina  ist  aber  zuweilen  etwas  von  der  Nalnr  jeaes  gleich- 
tarn  maonwciblichea  Steins,  nämllclL  der  'HpaMXtia  Xi&ctSy  d.  lu  des  Miigb. 
aots,  beigemischt ,.  indem  sie  jiolarische  Eigeiischaflou  zeigt,  wodurch  die 
Aufmerksamkeit  der  Mysterien  erreQ;t  und  die  Benennung  ^Xdxzfov  herbeige» 
führt  wurde.  Auch  der  Zusatz  viXto  stimmt  zu  die»er  Aufrassungsweise. 
Diess  wird  man  schon  daraus  merken,  dass  Schneider,  welcher  natarwis- 
sensctiaftUcheu  Gegenständen  speciellere  Aufmerksamkeit  zugewandt,  in  sei- 
nem 1>ekamiten  SchuUcxikon  hervorhebt:  „1^  vaXoS  (sonst  audi  iitXo9  o  nnd 
1^  bedeute  in. den  Sitesten  Zeiten  den  Bernstein"  (soll  heissen  Ele'e- 
tmni).  Der  Bclioliast  zu  Aristoplianes  Wolken,  worauf  Schneider  bl'ch 
b^tflfikt,  macht  nMlich  ausdrücklich  aufmerksam,  dass  vaX<t9  iA  jener  Aristo- 
pAianischen  Stelle  in  weiblicher  Form  gebraucht  werde  <weleh«  aller- 
dings Axisiophanes .  besonders  hervorhebt),  nnd  fägt  dann  bei,  das»  statt 
vaXo9  bei  Hemer  und  dpn  Allen  ijXexrgos  vorkomme,  vaXos  ab^rtinider 
altern  Zeit  überhaupt  nicht  Glas,  sondern  Kryalnll  bezeichnete...;  Und  4a- 
zn  stimmt  eine  Stelle  des  Plinius  (Hist.nat.YlII.  €.38.  sect.67.  XSXVIX 
c.  2.  3.  7.  sect.  11.13.  und  ^.),  wo  die  Rede  von  Krystallen,  cUe' erwärmt 
an  der  Sonne  leichte  Körper  anziehn.  Einer ,  sagt  er ,  der  sogar  auch  Eisen- 
feile anziehe  (was,  wie  er  beifügt,  Diokles  und  Theophrastus  glau-r 
ben)  hcisse  lyncurion,  und  dieser  werde  -von  Danwostratns  als  Elec- 
trum  bezeichnet,  wobei  eine  bestätigende  Stelle  des  Strabo  schon  Har- 
duin  in  seiner  Ausgabe  des  Plinius  angeführt,  während  auch  Hesyckins 
geradezu  sagt:  XvyxovQiai^y  ro  ^XtXTgop,  Die  Indignation ,  womit  Plinius 
über  die  dem  lyncurion,  den  er  als  gemma  bezeichnet,  angereihten. Fabeln 
redet-,  verräfh)  dass  von  einem  mysteriös  behandelten  Krystall  die  Aede  ^sei^ 
Watson  nnd  B  eck m.ann  denken  an  unsern  Turmalin  (woriiber.  di^  jtöthi- 
gen ,  Naehweisungen  in  nveinjer.  „Einleitung  in  die  Myt^pjlpfie''  etc. 
S.  isiß*  nnd  366.  za  finden).  Diess  wenigstens  ist  nicht  zu  langnen^^  da^a 
auch  in  neuerer  Zeit  der  Tunnalin  durch. seine  Aschenanziohuag  (A-sclifsn- 
•  rer.k^,r  und  Ceylonischer  Magnet  darum  genannt)  selbst  <Uf^  rohesta 
Aufmerksamkeit  auf  sich  gezogen.  Unter  diesen  Umständen  wird  die..  Stella 
des  Scholiaaten  zu  Aristophancs  -verständlich,  gleichsum  als  .Nachklapg  #aa 
den  Mysterien..  Mit  Beziehung  darauf  kommt  auch  Bechart,  der  im, Ule<i 
rozoicen  (B.  III.  S»  876—900  ed.  Roseumnlleri )  eine  sehr  gelehrte  Alk- 
handlung über  Slektron. -schrieb,  zu  dem  Aesaltata  „ex  his  qnae  dWimwa 
ceoj&^liirr   ^'^»r^oi' apnd  veleres  tria.eignifi^assje!»   nempe    1)  s-n-coianm 
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Auch  filgt  er  die  Bemerkung  bei,  doM  der  Ansdruck  ikXüzvnov 
auf  die  bU^sere  Farbe  des  mit  8ilber  gemiscbten  Goldes  sch^ver- 
lieh  bezogen  werden  könne.  Offenbar  ist,  nach  wörtlicher  Ueber- 
satBungy  ein  anderer  Tvpus  des  Goldes,  oder  Gold  von  anderer 
Bildubg»  von  anderer  Art  gemeint»  wie  man  denn  lange  genug 
auch  in  neuerer  Zeit  Platin  gleichsam  als  eine  Absort  des  Goldes, 
ttla  weisses  Gold,  bczeicfanet  hat 

i.jL  Nun  aber  entsteht  die  Frage,  ob  dieses  eigeothQmliche 
G0I4  von  anderer  Bildung  und  Natur,  oder  ob  der  Bera- 
Btcftii  auerst  als  ^issj^r^ov  bezeichnet  worden  sei.  Da.  in  einer 
Stelle  bei  Sophokles  (Autigone  v.  1010)  das*  Elektron  .von 
t$a lüttes,  (das  berühmt  als  Ketüidenz  den  Krösus  und  wobei  dar 
kSch^UasI  4a  den  GWd  fiihhanden  Flu«s  Paktolus  eriotaert) .  mit  dem 
i>Bdi|ikühi9|i:6olide  combinirt,  und  auch  bioi  Homer  das.  Elek- 
tron; H^iSchen  Gold  und  ISilber  gestellt  ist,  dasselbe  frletchfaLllfi  bei 
Hesiod  im  Schilde  des  Herakles  (v.  142)  neben  Gold  und  Kya- 
nos  vorkommt,  so  bemerkt  Buttmann  mit  Recht:  „mich  dünkt, 
wer  hei  jenen  ältesten  Dichtem  unter  Elektron  ausscblicssend  das 
Metall  versteht,  giebt  zugleich  zu  erkennen,  dass  diess  di^r^  ältere 
Gebrducli  des  Plauens  sei.^^  Aber  Buttmann,  der  auch  die  Auto- 
rität des  .Piiuius  (hi^t  nat.  XXXIII.  c.  4.  sec.  23.)  daiSir  hätte 
aiifiihi:fili  können,  dass  Homer  das  Metall  meint,  wenn  er  vom 
Elektron  redet,  wird  verlegen  durch  die  Mythologie  gemacht,  deren 
Autorität,  wie  er  sagt,  wenigstens  neben  4er  von  Homers  Gedich- 
ten steht  Da  nämlich  das  Elektron  aus  den  Thränen  der  in  Pap- 
p^  verwandelten  Schwestern  Phaethon's  gebildet,  so  giaunt 
er  hierbei  nothwendig  an  die  aus  Bäumen  ausschwitzenden  Harz- 
fhrSneti  denken  und  in  diesem  Zusammenhang  Elektron  durch 
Bernstein  übersetzen  zu  müssen.  Jedoch  die  Pappeln  ^ehSren 
nicht  zu  den  Harz  ausschwitzenden  Bäunijen;  sie  werden  also  in 
ganz,  anderer  Beziehung  hier  genannt  sein.  Ohnehin  weinen  die 
Schwestern  des  Phaethon  (die  Heliaden)  am  Eridanus,  jenem  fabel- 
haften Fluss ,  in  welchen  Phaethon  stürzte ;  und  in  Flüssen  (nament- 
Uch  Im  mythischen  Eridanas,  der  vorhin  angeführten  Stelle  des 
Pausanias  gemäss)  kommt  wohl  Gold  und  goldartiges  Elektron 
(In  kMnen  Körnern >  die  ausgewaschen  wurden),  fcelnesw^s  aber 
Bernstein  vor.  Büthnann  hebt  späterhin  selbst  hervor:  ,^Hesychius 
hat  bei  dem  Wort  rilBKtQog  die  Erklärung  ^ihaXkov  iqvgI^ov  mit 
dein  Züsatse,  man  sage,  es  seien*'  (nämlich  diese ^oldartigen 
Metdlkomer  seien)  „die  Thränen  der  Heliaden.  Und  Philostratus 
trSgt  kein  Bedenken,  die  Elektron  thränen  jener  mythischen 
Pappem  Goldi  zu  nennen/'  —  Und  nun  wird  man  auch  verstehn. 


9)me<all«m  «X  ««r«  elargento  conflatnm,  3)  lapidem  orystallinam«^ 
Vmitbt  BMMi  vnter  fjlent^ov,-  der  S^rachableitnng  ButtmaHii's  gemSti, 
•Inen* -mit  Anziehiiait^ikraft  besalilen  Körper:  so  weiss  der  Fkysiker  «««'der 
&tcU«' des 'P««A»m nies,  welches  (durch  Mischong  voA  Gold  und  Silber  bloe 
flwchgabildet«)  natürlich  neben  Gold  Yorkommend«  seltene  Metali,  und 
ttarch  die  >a]igefükrte  Stolle  des  Pluiins,  welche  krystalliniichen 
Steine'-vrsphrÜB^Uch  in  den  Mysterien  gemeint  waren.  Diese  letsie  'von 
B-oeh«tt  aekr  rickag  als  eine  dritte  angeführte  Beden tnng  des  W<»rtttt 
tfJinm^tm  toi  äbfi^ena  in  neuerer  Zeit ,  selbst  in  den  griecbischea  Wövtet«* 
bfldtera,  gäwcUdh  nnbeaditet  geblieben. 
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«STcn  H^.'S«r  «m    r««  Virsü  dmth  f^ednoi  übersetztes)  ma€€i' 


1  BetTMrbfeo  «t  dje  Naanea  dieean-  SdivoBtem  des  Piintlioii, 
deren  Airfuhnizis  Uer  «uiMtkie  im,  «o  beziehen  ach  alle  ■■£ 
Sdbauaer  «jbd  Gbaz.  Wenn  aA«^  die  nmden.  eranfieh  weM  gÜto- 
ze&dezi  Küriier  im  fatl>eih&iTe&  Eridaume .  ix^  wekliCB  der  eÜBsCBde 
Sohn  «i€^  HeC<><^.  Phaiedbou.  «^^eiii  Grab  üaird.  «etm  die«e 
baren  Li^leeD  kOsiKheD.  wek-he  d€i.iK«ch  G'4d  rind  tob  aadi 
Art,  aL<  Thraueii  darzesieUt  «erdefi  der  Hefi^ee:  so  sieM 
leieht..  dai«s  hierdurch  auf  eine  siT^cri^^e  Weisse  das  natürliche 
Vorkommen  de^  Platiii»  W<ezeichoet  und  dasselbe  als  ein 
Cvold.  da»  seiDen  heitera  Glaaz  abseiest,  deichsam  in  Tmer 
eelnilt  ist.  dargestellt  werden  s<4L  Diesig  wird  noch  klarer,  wena 
wir  auf  eine  andre  Variante  desselben  Mythos  Rücksicfat  neknen, 
worin  statt  der  Heliaden  seRiiSl  Apollo  '^}  eenannt  wird,  der  nüt 


der»  CAram.  damit  ki-  vilc.  w«l«»  di*  Ur£<  «c*.i'.L:e  der  Pkrsik  wcüg- 
»t4s»  ia  frkhercr  Zfi:  hl£«r  reAv*Ltc:  '^-i^Lt.  \\i  :e?«swirti*.  leb  weamt 
ic  dfctcT  btzichs^c  PLilipri  Caeiii  i  Zc«es  coelv»  attroB0Bii-- 
com.  preticoB  »iv«  avtäc-^rricaa  «ivliaram  fixaroai«  A«i- 
«tcl.  1€S2.  Der::  Ut  «■»  ai«.k:  Bf«^«:»2s:'ix  fax  >'atsrforscker.  ia  der  kt/txm- 
wbmÄK  fic^  der  >lTih:le£ie  fc-^i  Le2«i<^x«z£  ^er  Stcrae  n  bedicBOiy  aad 
doch  di?  (icB  >ii:.rr:r«..Lir  il^cis  rs£ir:f iiiÄca  ■Atnrwiafr^ucfcafftlichca 
M^r^CMien  dt»  Al2<rtks»=x».  w  i.di:  ilc-««  EMtzti^^iLässe  2j.«AinaMnkäBei,  ^fli*- 
«cctii^M  i£r.<rrire£  zä  w^l1<z.?  I=  d*=i  c{r.k^z.;?K  ^lele&rtca  Werke  ircrdcn 
kci  dtn  iurticia  EniArz».  5.  ^^  —  215.  ti=.t  RciLe  selekricr  Nach« 
'vtiMtczes  ^'.ze^ea.  uilJ  i«  ?:£{im!.  =j:r.ie=i  ^c=  den  Heliadea  die  Siel« 
les  <i«r  Fleetes  .•*:,£cf'l>r:  w^rcc.  5.  331:  zi«!  firtias  eicciram  apud 
Celli».  »1  A r  t c  D i  d c-  r  :  er« -ila.::« .  ct  It^rrn:*  Apo^ais  aatvai.  dicas,  nbi 
ici.::r.^=5  p :*rem.  qnoi  r.l2zn  Kisa  AcMalijim  -ie  ^ao  -vidiaius  ia  Serpca« 
l»rio.  faläice  p rrcc*«L«««t .  ai  IIt^ ->?^cr<K9  n-:-««!m«  co«lcndit.  — -  Aach 
Oe^eer  ia  «<ia£r  c«lckrt<=  Abkaail-as^  de  e.eciru  fia  dea  coBwcalariia 
focicutii  G*: iliasca.»!».  loci.  III.  ^i  uLs^ai  17S3  )  bexiekl  &i<h  aaf  diese  Va« 
riifatc'd««  Slytkas  5.  72.  aeic  fcUeaifa  ^Vurtcn:  a:s.iBM  iarcai,  qo»  aae- 
!<><«  PkAvoriaa»  C^Tncr«  dicAt.  i^^iu  ApcUiai».  lu  e.  5oli»t  l«criaua 
A«*e  c*.s«.-ra.  -^oa»  pr«.ic«i«ri:  c.a.  tr:»iL»  ob  AcKolApii  Bcrteai  ad  Hyparbo- 
r«0:t  *  f%uc  re^rekeua»  abir;:.  aat  cam  sercire  ob  Literfcctoe  Gycla|»aa 
&«%-*.^  »**«S.  Poa«=tor  zr^t<.A..  ^*  eo  faciLo»  laTecUctur  caiu»  *ial.  IJad 
s^a  f:.*.rx  er  die  srieckik-kc  5c£ll«  in.  —  ße^^ra-ier»  d^kram  alcr  wnnedi« 
i-.k  -i.*  A:ifei>TkMLr!kri:  der  Pky$ik-:r  asf  Gefüer*»  ^«Lckrlc  Abhandloag 
«^«^  "i*^  E:»i.?T&=  k-::rale=kea .  weil  der*el-e  zt:=i  Scklc*«  der  ancrfübrlen 
AUi»aii2siLZ  ^ctt  d«a  FortKhriirc::  a-!cer<r  >aFu*rwi«««=94.k*fl  mit  der  edel- 
•:%a.  fc*;s-.^.:en»rx  »;^  rickt.  Dc:::i  üc^-.eia  er  sule'z:  auf  die  im  Allcrikam 
»'.^'tSA.ijii  c  Ij^':-kiir*iir**.keisur:£,  d-e  ieackteadea  i-iczea  and  aadcre  in  dem 
b^.tLt.  <Ui  bartk'>iiaa«  de  lac«  aaimaliam  zusaaiaK^cfttcUte 
•Uer^^Li^  Lukucke^e.  {ekoauica.  »cklieMt  er  mit  folzcadea  AVoriCM 
^^^^^t-mmzz  .- D«f zieickea  altertkuadicke  Ndtckwci^aascm  di^uM  daaa,  in 
».-.Ak  z^^AMmierm  Li-.kie  za  zeizec  jcae  elekiriKkea  ExpenaMBta.  weich« 
4IUUI  ,x  tjfM«r  ^tAdi.  ikr  tkcurn  Coliesen.  za  aaseccr  crosicn  Vecwundia^ 
fon^  x«ftij-  ß^är;  nickt  aber  Jaza,  dem  £c<eavartiscn  ^Jahrhanderla  den 
&aaA  z«  ».a.n;k:jtrr.,  sicit.käAm  eiae  aeac  AVeit  ealdc«jLt  an  haben.  DaM 
MtAA4«  «4jr^.l  ick  lebte  zelaas.  darüber  werde  ieh  mich  stau  francn.** 
J(4e»f«ft  iMTj^uii^tak.,  wei».ke  keat'za  Ta^e  die  Forst: baasm  über  VrgodiidU« 
^4*  ra:juA  za  aac«rdrüi:kca   »trcbca.    vca   ciarm  Gesncr    Itrma.    daaa  dar 


/ 
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Gold  umhüllte  (ein  goldenes  Schwert,  goldene  Rilstiine  tragende) 
Apollo  9  dem  die  Gold  Im  Morden  Europas  bewachenden  Greife 
geweiht  sind.  Aus  seinen  Tliräncn^  heilst  es,  bei  dem  Tode  sei- 
nes Sohnes  Aeskulap  entstand  Elektron,  d.  h.  jenes  in  kleinen 
abgerundeten  Kumem  sieh  darstellende  gleichsam  durch  Trauer 
entstellte  Gold  von  anderer  Art.  Man  sieht  nun,  warum  neben 
dem  goldenen  Dreifuss  im  Tempel  des  Delphischen  Apollo  und 
anderen  goldenen  Weifageschenken  auch  dieses  durch  geheime 
magnetische  ^^)  Beziehungen  in  den  Mythenkreis  hineingezo- 
gene Gold  anderer  Art  (aklortmov  %Qvalov)  nicht  fehlen  durfte. 
Und  Licht  wird  dadurch  geworfen  auf  das  in  der  Abhandlung  fiber 
Piatina  besprochene  Weihgeschenk  des  KrCsus,  dessen  grosse 
innere  (d.  h.  mysteriöse^  Bedeutsamkeit  Tieileicht  blos  durch 
absichtlich  übertriebene,  auf  Aeusserlichkeiten,  nSmIich  die  Grosse 
der  Geschenke,  sich  beziehende  Angaben  hervorgehoben  und  der 
Beachtung  der  Mysterienkundigeii  empfohlen  werden  sollte. 

-  Es  giebt  noch  eine  dritte  Variante  vom  Vorkommen  und  der 
Gestalt  jeoes  degenerirten,  gleichsam  in  Thränenform  sich  darstel- 
lenden, graulich  weiss  glänzenden  Goldes,  welche,  wie  Plinius 
mit  Indignation  anfiihrt  (vergl.  Note  3  und  6),  auf  die  ThrSnen  der 
in  VOgel  verwandelten  Schwestern  des  Meleager  '^)  sich  be- 
zidit.  Wir  sind  hier  mitten  in  dem  zugleich  die  Mysterien  des 
Herakles  umfassenden  dioskurischen  Mythenkreise,  wozu  uns  Pll- 


Rahm,  ein«,  ncne  physische  Well  entdeckt  zn  haben,  doppelt  so  grosn,  wenn 
dadorch  zugleich  eine  neue  freintige  aufgeschlossen  wird,  die,  Tcrborgcn  im 
den  Mysterien,  so  einflnssreich  war  auf  die  alte  Litteratnr,  -womit  die  neue 
nur  allzuenfif  znsamraeuhängt  und  zwar  in  den  auf  das  Leben  einflnssreich- 
flten  Gebieten.  Höchst  beachtungswerth  in  mehr  als  einer  Beziebung  iat 
daher  dieMr  schöne  Ansdmck  naturwissenschaftlicher  negeisternng  bei  jenem 
alten  Leicikograph'en.  "Wo  ist  «ie  lungckomuien ,  nihclLtc  man  hier  fragen, 
diese  allgemeine  Begeisterung  für  Naturwissenschaft,  wie  sie  noch  da  war 
za  Anfani^  dieses  Jahrhunderts?-  Sie  ist  theologischen  Streiihändeln  gewichen, 
und  dämm  geVricben,  weil  das  ängstliche  Examina tionswesen  (zum  Theil 
«her  Dingt,  welche  im  späteren  Leben  vergessen  zu  heben  man  Gott  dankt) 
den  Theologen  nnd  Philologen  auf  UniTcrsitälen  nicht  mehr  Zeit  lässt  zn 
freien  Studien ^  nm  die  über  allen  Streit  erhabenen,  fortdauernden  Offen- 
baningen  Gottes  in  der  Natur  kennen  zu  lernen. 

^*)  Möchte  der  Leser  geneigt  sein,  im  Register  zu  meiner  Einleitung 
ia  die  Mythologie  das  Wort  Apollo  aufzuschlagen  nnd  sich  mit  dem 
hierliergehÖrigen ,  dort  erwähnten  Bilderkreise  zu  befreunden. 

^^).Da  die  Localsage  von  Meleager  sich  dem  dioskurischen  Mythenkrei«e 
anadilieMt,  so  tritt  die  Yerwandinng  in  Vögel  an  die  Stelle  der  im  Mythen- 
kreise  d^s.  Heraklee  bedeutsamen  Pappel  (Silberpappel),  in  welcher 
Bekishnng  ich  wieder  nothwendig  verweisen  muss  auf  meine  Einleitung  in 
ditt  Mythologie.  S.  142,  234,  299,  333  und  345.  Weisse  Yögel 
spialen .  nSmlick  darum  im  dioskurischen  Mythenkreis  eine  bedeutende  Rolle, 
vreil  nach  dem  ganz  naturgemässen  Ausdrucke  des  Fliniu»  99  die  Dioskuren 
anf.  dei)  Matten  der  Schiffe  erscheinen  mit  eigenthümlich  tönendem 
XiAV^te,  wie  Vogel  hüpfend  yon  Ort  zu  Ort.^*  —  Zugleich  versteht  man 
nvn  den  Ansdmck  Schwanenge  sang.  Denn  in  diesem  Sinne  (als  Sym- 
hol  des  Lichtes  .anfgefasst)  singt  der  Schwan  wirldich  vor  seinem  Tode,  nnd 
weissagend  (von  grosser  Vorhedentnng)  ist  dieser  Schwanengesang» 
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nioB  den  Schldssel  gegeben  durch  einige  flüchtig  hingeworfene 
Worte  über  die  Natur  der  Diosknren  una  der  Helena»  weiche  ich 
meiner  zweiten,  auf  diese  naturwissenschaftlichen  Mvsterien  sich 
beziehenden  Abhandlung  über  Urgeschichte  der  Physik  vor 
anstellte  (im  Jahrbuch  der  Chemie  und  Physik.  1&23.  oder 
B.  XXX\II.  S.  250.).  Sichern  Schrittes  konnte  ich  dann  weiter 
sehn  in  Erforschung  jener  Geheimlehren..  raitBeziehune  aufweiche 
Strabo  geradezu  sagt»  er  wolle  wiedersprechende  Dinge  sosam- 
menstellen ,  gleichsam  als  aufzulösende  Käthsel ,  ob  vielleicht  einer 
^die  Wahrheit  errathe.**  Und  dennoch  derselbe  Plinius,  von 
dem  man  ohnehin  nicht  wird  annehmen  wollen ,  das«  er  der  8iaBd- 
thracischen  Mysterien  ganz  unkundig  gewesen,  stellt  sich  nun  an, 
als  ob  er  in  allen  auf  das  Elektron  sich  beziehenden  mysteriösen 
Fabeln  gar  keinen  Sinn  linden  könne,  und  als  ob  hier  allein  vom 
gemeinen,  keineswegs,  wie  er  beifägt,  zu  den  Seltenheiten  sehS- 
rigen  Bernstein  die  Kede  wäre.  Ja,  er  ^eht  so  weit,  den  £rida- 
nus,  von  dem  er  schon  aus  dem  Sternbilde  wissen  musste,  dass 
er  dem  Fabelland  angehöre  (oder,  wie  Herodot  (III.  115.)  sich 
ausdruckt,  ^dem  äussersten  Westen,  worüber  nichts  Zuverlässi- 
ges zu  sagen  sei'O  ^^^  ^o  Fluss  Padus  (Po)  in  Italien  zu  be- 
seichnen,  mit  dem  Zusätze,  dass  Italien  Zengniss  gebe  filr  die 
Fidschheit  der  dichterischen  Aneabe.  Dass  er  ak>er  mit  so  gros^ 
ser  Indignation  von  der  Menschen  Verachtung  spricht,  weldte 
in  diesem,  die  Naturwissenschaft  verschleiernden  Fabelwesen  liege, 
zeigt  deutlich  genug,  dass  er  die  Mysterien  meine,  als  deren  un- 
kundig er  vielleicht  absichtlich  erscheinen  wollte,  während  früher 
auch  A  e  s  ch  y  I  u  s ,  angeklagt ,  mysteriöse  Andeutungen  gegeben  zu 
haben,  blos  durch  die  Entschuldis^img  seiner  Unkunde  sich  retten 
konnte.  Man  vergesse  doch  nii%t,  dass  Lucrez  das  Electmm 
nicht  einmal  zu  nennen  wagt,  so  grosse  Veranlassung  er  auch 
hatte,  auf  seinem  Standpunkte  davon  zu  sprechen  ^*).  Ich  hebe 
diess  hervor,  um  den  Geist  zu  bezeichnen,  in  welchem 
die  Naturgeschichte  desPlinins  neu  zu  bearbeiten  sein 
mochte.  Die  Verworrenheit  der  Zusammenstellungen  kann  mitun- 
ter (ganz  so  wie  in  der  Physik  des  Aristoteles  ^'J)  eine  absicht- 
liche sein,  um  tiefere  Wahrheiten  zu  verbergen,  die,  weil  sie  nicht 
unmittelbar  ausgesprochen  werden  durften,  aus  den  verwonrenen 
Andeutungen  herauszusuchen  sind. 


^')  Wie  feindlicL  die  Mysterien  den  Natarforschern  waren,  namentlich 
ans  der  Epikuräisckcn  Schule,  weicher  Lucrez  sich  anschlost,  aolcl^cs 
habe  ich  durch  angeführte  Thatsachen,  welche  zugleich  von  Einflnss  sind 
auf  die  Erklämngs weise  des  Lucrex ,  in  meiner  Denkschrift  zur  SS'cu- 
iarfeier  der  Universität  Erlangen  S.  11.  nachgewiesen.  (Vergleiche 
'auch  Note  24.  in  Torliegender  Abhandluag.) 

^')  Ich  beziehe  mich  anT  das,  was  in  derselben  Denkschrift  S«  14.  und 
46.  dem  unzweideutigen  Ausdrucke  des  Aristoteles  selbst  gemlaa  darge- 
legt wurde.  Nebenbei  bemerke  ich,  dass  Piinius  an  einer  andern  Stelle 
(h.  n.  XXXYI.  c.  4.  n.  7.)  bei  den  flüchtig  hingeworfenen  Worten:  „Sco- 
pas  fccil  Yenerem  et  Pothon  et  Fhaethontcm,  qui  Samothrace  »aneHsaiinla 
caerimoniis  coluntur'*  sich  vertraut  zeigt  mit  den  feinsten  mysteriösen  Besiehan« 
gen.  Denn  die  Bedentsamkeit  dieser  Combinalion  wird  man  verstehn,  wenk 
man  die  Idylle  Glandians  anf  den  Magnet  liest,  im  ZnsammeuKaBge  mit 
dem^  was  darüber  gesagt  in  meiner  Einleitung  in  die'  Mythologie 
S.  239  nnd  240,  womit  6.  918-^220  an  verbinden. 
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Anm^rkuno.  Atu  dem  eben  bezeichneten  Gesichtipunit  ist 
auch  eine  mysteriöse  S)rrachnbleitunq  des  Wortes  electrum  avf» 
tufa$$enf  wetbhe  Plinius  rec/it  absichtlich  hervorhebt ^  und  wobei 
er  sich  auf  die  Antorität  beruft  einer  Reihe  alter  Dichter  ^  mit 
dem  Zusätze,  tlass  hier  von  Poeten  des  ersten  Hannes  die  Rede 
gei;  nümUch  electrum  appellatum  quoniam  Sol  vocatns  tii 
elector.  Einleuchtend  ist  es,  das»  zur  Verffleichung  mit  der 
Sonne  keine  der  ffcltentl  ffeicordenen  Bedeutungen  des  Wortes 
electrum  passt,  man  mag  an  ßemsiein,  dessen  harzartiges  An^ 
sehen  doch  wahrlich  nicht  an  Sonnenglanz  erinnern  kann,  oder 
an  das  aus  Gold  und  Silber,  sei  es  von  der  Natur  oder  durch 
Kunst  gemischte  Metall  denken ,  tceil  statt  an  uftreines,  vielmehr 
an  reines  Gold  der  Sonnenglanz  erinnert.  Denkt  man  aber  dar" 
an,  dass  die  nfössten  Dichter  dex  Alterthums  immer  die  myste- 
riöse Biiderwett  "J  (d.  h.  st/mbolischc  Hieroglyphen)  tor  Augen 
hatten,  so  zeigt  uns  die  auf  Tafel  //.  Fig.  13.  meiner  Einleiüng 
in  die  Myt/iologie  abgebildete  sirvug  naturwissenschaftliche ,  auf 
einer  Münze  ton  Chios  vorkommende  tfilte  Hieroglyphe  den  Zu- 
stsmmenhann  zwischen  elector  als  Sonne  und  electrum  im 
Sinne  der  Buthnannischen  Sprachableitung  aufgefasst  'Denn  ofh 
wohl  bildlich,  doch  ganz  scharf  spricht  diese  symbolische  UierO' 
gtmhe  den  Satz  aus,  dass  die  Sonne  mit  derselben  herku.li' 
seien  (d,  h,  magnetischen)  Kraft  leurhte,  wodurch  die  neben 
Gold  vorkommende  eisenhaltige  Piatina  zu  einem  Gegenstande 
der  Mysterien  oeworden.  Die  sprachliche  Verbindung  der  Worte 
electrum  und  elector  ist  also  eine   mnstetiöse.     Man  muss 


verstehn,  tlass  diese  mysteriöse  Sprachableitwng  dasselbe  aussuticht, 
ieas  mythisch  angedeutet  durch  die  Verwandlung  der  glükzen- 
den  Töchter  des  Helios  in  Pappeln,  wenn  man  nämlich  an  die 
dem  Herkules  sehr  sinnig  geweihte  Silberpappel  denkt  Eben 
aber,  weit  es  sieh  im  Geiste  der  symbolischen  Hieroglyphik  nie 
von  ehiteln^n  isolirt  stehenden  Bildern ,  sondern  ton  ganzen  Bit 


'"*)  Hierül>cr  wäre,  namenlllcli.  mit  Beziehung  auf  den  samolkracischea 
Bilderkreis,  vieles  zu  sagen  nachirägliclL  zu  dcm^  was  in  meiucr  Einlei- 
tung in  die  Mythologie  schon  dargelec;t  ist,  was  sich  aber  zum  Theile 
-von  seihst  ergehen  würde  durch  eine  sinnige  Zusammenstellung  die" 
■  es  Bilderkreiscs.  Darum  meinte  ich,  dass  dieselbe  deii  Frenndeu  alter- 
thünüicher  Poesie  willkom^nen  sein  müsset  und  wünschte,  d.iss  ein  Alter«« 
thiusisfocsGlier ,  ,w:elcher  in  einer  Siadt  lebt,  wo  die  geeigneten  Sammlungen 
cIrzu  TOiJ&anden,  sIcJl  zur  Herausgabe  dieses  Bilderkreises  mit  mir  -verbinden 
mögf«  A^e  Versaclie,  diess  zu  erreichen,  missLangen.  Und  wie  Tiele 
Sdkriften  ^n^  «eit  :;wanzig  Jahren  z.  B.  über  Helena  oder  andere  samothra- 
cisclia  Wtseq  erschienen,  ohne  dass  man  Noilz  nahm  auch  nur  -von  einer 
mügliehen  streng  naturwissenschaftlichen  Auffassung  dieses  im  ganzen  Alter- 
tkam  all  naturwissenschaftlich  bezeiclmeten  Mytlienkrclscs ,  geschweige  von 
einer  Torliegenden  wirklich  vorhandenen.  — •  Und  obwohl  schon  Wolf  es 
avsgesprochen ,  virie  wünscheuswerth  es  ^yürc,  die  mysteriösen  Beziehungen 
in  Homer's  Gedichten  (w^orauf  die  berühmte  Schule  des  Krates  sich  be- 
zog) kennen  zn  lernen ,  mt^  nun ,  nachdem  in  diesem  Geiste  durch  alterlhnm- 
licJie  Nachweisnng  die  verkannte  poetische  Einheit  der  Iliade  klar  d^gc- 
Icgt  wurde ,  kein  Fhilolog  nur  anf  Prüfung  der  Sache  sich  einlassen. 
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derkreuen  handelt  (indem,  wie  bei  jeder  andern  Sprache,  auch 
bei  dieser  Spmbolsprache  allen  auf  den  Umfang  ankommt,  tvorin 
man  sie  aufjfasst) :  so  kann  ich  hier  unmömich  ins  Einzelne  gehn» 
obwohl  die  Bedeutsamkeit,  mit  welcher  Plinius  Jene  Sprachaö' 
leitung  hervorhebt,  es  mir  unmöglich  machte,  dieselbe  ganz  «cn- 
berührt  zu  lassen.  Nur  diese  ^Bemerkung  ist  noch  anzureihe^^, 
dass  dergleichen  mysteriöse  Wortableitungen  sehr  häufig^ 
besonders  bei  alten  griechischen  Schriftstellern  vorkommen,  hie 
Wunderlichkeit  derselben  veranlasste  die.  neuem  Philologen  xv 
dem  Glauben,  den  etymologischen  Theil  der  griechischen  Cham' 
matik  besser  zu  verstehn,  als  die  vorzilgliclisten  giiechisehen 
SckriftsteUer  ihn  verstanden.  Man  übersah,  dass  man  durch 
wunderliche  Sprachableitungen  mitunter  Andeutungen  den 
Mysterien  kundigen  hinsichtlich  auf  die  der  Schriftsprache 
unzugänglichen  Dinge  geben  wollte.  —  Aber  in  diesem  grammu^ 
tischen  Simi  habe  ich  hier  auch  noch  etwas  beizufägen  zur  Er* 
gänzung  einer  vorhergehenden  Anmerkung  (Note  o),  worin  die 
Uede  war  von  der  weiblichen  Form  des  }Vortes  U&0£,  die  st^ 
mit  Bedeutsamkeit  gebraucht  wird.  Vorausgesetzt,  dnss  die  vor' 
historische  Zeit  (deren  Ueberlieferungen  die  alte  Priesterschaft 
in  Mysterien  einschloss,  worin  noch  jetzt  die  indische  Astronomie 
eingeschlossen)  mit  dem  Polaritätsgesetze  ^^)  bekannt  war,  mnss 
es  oeachtungswerth  scheinen ,  dass  der  Stein  als  Stein  männlichen 
Geschlechtes  ist  (6  Xld-og  genannt);  als  Magnetstein  aber  weibUr 
chen  Geschlechtes  (i^  kl^og  mit  dem  Zusatz  ^HquiiXsLa),  Es  ist 
dadurch  bezeichnet,  dass  dieser  Herktdische  oder  magnetische 
Stdin  männliches  und  weibliches  Princip  in  sich  vereine.  Darum 
zogen  in  den  Mysterien  des  Herakles  Männer  Frauenkleider  an, 
womit  noch  andere  (in  dem  auf  Herktdes  sich  beziehenden  Ab" 
schnitte  meiner  naturwissenschaftlichen  Mythologie  S.  237  ang^ 
fahrte)  sinnige  Andeutungen  zusammenhängen.  Und  in  diesem 
Zusammenhange  wollen  wir  einen  Blick  werfen  auf  den,  gleich 
dem  Magnet  Polarität  zeigenden,  als  TJkBKtgov  bezeichneten  Kr y* 
stall,  wovon  Note  8.  die  Rede  war.  Denn  auf  analoge  Weise 
kömmt,  wie  Buttmann  zeigt,  fjKexvQOv,   was  ein  Neutrum  ist. 


^^)  lu  dieser  Bczlchnnp;  stcllle  ich  schon  in  meiner  e^'slen,  im  Jahrlmch. 
der  Chemie  und  Physik  von  1821  puhlicirten  Abhandlung  über  TJr  geschiclite 
der  Physik  (welche  anch  in  besondetn  Abdrucken  erschien)  die  Zengnisse 
griechischer  Philosophen  zusammen,  woraus  eine  altetthümliche  KenntiUBi» 
des  Folarltälsgesetzcs  hervorgehl,  und  machte  besonders  auf  die  den  Aegyp- 
tiem  zugeschriebene  Unterscheidung  eines  mftnnlichen  und  weihlichen 
Feuers  aufmerksam.  Späterhin  bot  in  analoger  Beziehung  sich  die  Bemer- 
kung dar,  dass  die  vorherrschende  weibliche  Form  der  auf  das  Feuer  in  den 
orientalischen  Sprachen  sich  beziehenden  Worte  die  Aufmerksamkeit  der 
Grammatiker  erregt  (s.  Journal  für  Chemie  und  Physik«  B.  37*  S.  914.). 
Entscheidend  war  die  Zusammenstellung  des  dioskurischeu  Bilderkreises,  nm 
den  Beweis  zu  vollenden  jener  Bekanntscliaft  des  Alterthums  mit  dem  Pola* 
riiStsgesetze.  Zusleich  erscliienen  die  mannweiblichen  Gottheiten, 
welche  den  Philologen  und  Alterthumsforschern  so  grossen  Atistoss  gegeben, 
mit  einem  Mal  aus  einem  ganz  andern  Gesichtspunkte,  in  welcher  Hinticht 
ich  mich  auf  S.  260.  ff.  meiner  Einleitung  in  die  Mythologie  anf 
dem  Standpunkte  der  Naturwissenschaft  beziehe.  Vergl.  aacK  dia 
Im  Register  unter  Magnetismus  und  Elektricität  znsammengest^ti 
Nachweisaogen* 
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gleichfalb  in  männlicher  Farm,  und,  obvaohl  $eltener,  auch  in 
weiblicher  vür y  wie  z.  B.  Sophokles  in  der  vorhin  anaefilhrten 
Stelle  der  Antif/one  6  ifkextgog  gehreiht  Noch  sinnvoller  wird 
nun  die  schon  früher  umständlich  besprochene  Buttmannvtche  Ab* 
leiiung  des  Wortes  von  tkuBiv.  Denn  nun  erscheint  selbst  die  tlritte 
neutrale  Form  in  solcher  Combinntion  bedeutsamer,  gleichsam 
als  Vereinigung  des  männlichen  und  weiblichen  Prinrips.  Und 
ebenso  sahen  wir  in  der  auf  yaXxoXißctvov  sich  beziehenden  Au' 
merkung  (Note  S),  dass  der  Scholiast  Gewicht  legtauf  die  weilh 
liehe  form  des  Wortes  Scckog,  in  sofern  es  in  dieser  weiblichen 
Form  alterthümlich  gleichbedeutend  sei  dem  TJkextQog,  wobei  er 
die  männliche  (Jedoch  atwh  weiblich  vorkommende)  Form 
gebraucht.  Man  sieht,  wie  bei  der  Beschränkung  der  Schrift' 
spräche  durch  die  Mysterien  sogar  grammatische  Dinge  mysteriöse 
Bedeutung  gewinnen '  können.  Ja  selbst  der  Ausdnick  yukKoXlßa' 
vov  ")  (welcher  wörtlich  Erzweihrauch  bezeichnet)  kündigt 
sich  sogleich  als  ein  mysteriöser  an.  Die  Sprachableitunn  filnrt 
uns  auf  ein  Stammwort  zurück,  welches  tröpfeln  beaeutet 
(ktßm) ;  also  Erz  tr  opfe  n,  metallische  Tropfen  sind  gemeint. 
Was  die  Fabel  von  den  Thränen  des  Apollo,  oder  der  Helia- 
den  9  oder  der  BSeleanrischen  Vögel  sagt,  ist  durch  dieses  Wort 
ausgesprochen,  welches  auf  die  kleinen  thränenartigen 
Metallkörner  hindeutet,  die  neben  Gold  im  Flusssande  sich 
finden,  gleichsam  als  Gold  anderer  Art,  das  nach  Pausanias 
ein  äusserst  seltenes  Metall  ist,  während  Suidas  jenes  Chalko- 
l&anan  ein  Elektron  nennt,  kostbarer  als  Gold,  Auf  eine 
im  Zusammenhange  mit  dem,  was  vorhin  von  der  Form  r[AExr^o$ 
ungefiihrt  wurde,  beaehtungswerthe  Weise  kommt  auch  der  Aus- 
druck  jaXnoXlßavog  vor,  und  zwar  so,  dass  auf  diest  männliche 
Form  Gewicht  gelegt  wird,  indem  es  heisst:  6  ^iv  S^griv  dvoiid- 
tfxui  %ttlxoUß(xvog  i^li'OBid'^g  ^^.    Der  Zusatz  ^hoBiÖT^g  (sonnenar- 


1*)  In  neatraler  Form  wird  dieser  Ansdrack  Ton  Suidas  -vielleicht 
danun  gebrauclit^  -vreil  er  ihn  durch  ^jlexrpoy  erklärt,  obwolü.  der  Weih- 
ranch ÜßavoQ  heisst  und,  wie  wir  nachher  sehen  werden,  auch  die  Form 
Xaltcokifiitros  vorkommt. 

^^)  Die  ganze  Stelle,  welche  angeführt  in  Salmasii  exercitat.  Pli- 
nian.  T.  !!•  p.  810.  ist  so  wunderlich»  dass  sie  mit  den  Worten  des  Sal- 
masins  hieher  gesetzt  werden  muss:  obserrabamus  ex  Graeco  quodam 
soriptore,  xahtoXlßavov  genus  esse  thuris  flavi  et  colore  aurco,  quem  mas- 
calnm  alU  nnncupant:  %al  6  (uv  a^^v  ovo/MÜ^erai  %ahioXlßavoQ  yXioeiSijs 
SMÜ  7fvffi£  ^ow  l^av&oSm  Quae  profecto  mira  sunt,  Nam  alii  tlius  mascu- 
inm  definiunt  atgoyyvXoy  xal  Xtvxov,  At  aucior  ille  candidum  thus  -vocat 
a^yv^Xißa/iHtS  et  foeminiuum  esse  mit.  Da,  wie  Salmasius  selbst  an- 
merkt, dieser  Erzweihrauch  Ton  Suidas  als  rjXavttgov  bezeichnet  wird  :  so 
ist  auf  so  wunderliche  Weise  ausgedrückt,  was  oben  als  eine  gramnialische 
Bemerkung  Buttmanns  angeführt  wUrdc,  dass  neben  der  neutralen  Form 
auch  ^XnttQOS  Torkomme,  sowobl  im  männlichen  als  weiblichen  Gesclilcchte 
gebraucht.  -—  Man  sieht  wie  unklar  und  -verworren  die  mysteriösen  Nach- 
USnge  werden  können,  während  die  Grundidee  sinnig  war.  Und  selbst 
grammatische  Beziehungen  rufen  also  die  Philologen  auf, 
sich  mehr  mit  Naturwissenschaft  zu  befreunden ,  als  es  uenerdings 
Silta  geworden.  Nebenbei  Terdient  es  vielleicht  (als  ein  goftis%entlicher  Aus« 
druck  der  Vernachlässigung)  einige  Aufmerksamkeit,  dass  Pliuins  in  der  vcr- 
-worrenen  Stelle,   welche  sich  auf  das  dem  Homerisclien  maagltegoi  gleich- 
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Im)  erinnert  an  die  von  Plinius  der  Beachtung  empfohlene  Ver* 
sßeichung  der  Worte  electrum  und  elecior.  Und  wenn  man 
auf  den  bei  chalcolibanon  hervorgehobenen  hellen  Glanz  im 
Feuer  Rüchsichi  nimmt,  so  scheint  ayich  in  dieser  Beziehung  die 
Vergleichung  mit  dem  Sonnenglanze  nicht  unpassend.  Zu  lewf' 
uen  ist  ohnehin  nicht,  dass,  s'ofeme  wir  bei  jenem  Elektron,  das 
kostbarer  war  als  Gold,  an  Platin  denken,  dann  allerdings  f>on 
einem  Metalle  die  Rede  sei,  welches  durch  hellen  Glanz,  U»« 
schmelzbarkeit  und  Vnxersförbarkeit  im  Feuer  sich  auszeichnet 

4.  Da  in  der  vorhersehenden  Abhandlung»  viozu  hier  Nach- 
träge zu  liefern  ßind,  die  Synonymität  der  Worte  plumbum 
album,  cassiterosy  electrum  in  ihrer  ältesten  (den  Myste- 
rien angehorigen)  Bedeutung  nachgewiesen' wurde,  und  nun  das, 
wie  wir  eben  ssdien ,  gleichfalls  mysteriöse  chalcolibanon  hin- 
zukam, so  wollen  wir  noch  bei  einem  .andern ,  nach  Bochart's 
schon  vorhin  (Note  8.)  erwähnten,  auf  das  Electrum  sich  be- 
ziehenden gelehrten  Untersuchungen  diesem  eh  a I  c  o  I  i  b  a  n  o  n  gleich- 
bedeutenden Metalle  verweilen.  Der  hebräische  Ausdruck  bei  Eze- 
chici  för  ein  Metall,  das  durch  ausdaueMdes  helles  Leuchten  im 
Feuersich  auszeichnet,  Chasmal  genannt,  was  die  Alexandrini- 
schen  Interpreten  durch  v^eKTgov  uliersetzen,  bedeutet  nämlich 
nach  Bochart's  Spracbableituug  sjoviel  als  Golderz  oder  anri- 
eh al  cum,  durch  welchen  Ausdruck  Hl^ro^iymus  das  in  der  Apo- 
kalypse vorkommende,  durch  gleiche  EigenschaH;  des  vorzüglicheD 
Glanzes  im  Feuer  sich  auszeichnende  ruXxoXlßccvov  ilbersetzte« 
Hesiod  aber  im  Schilde  des  Herakles  "V.122.  nennt  als  ein  Wun- 
dergeschenk des  Hephästos  Schienen  von  glänzendem  Orichal- 
kos  ^^},  während  sie  von  demselben  Hephästos  bei  Homer  ans 
Kassitcros  und  bei  Virgii  aus  Elect'rym.  gemacht  werden. 
Der  Scholiast  des  Hesiod  hebt  ausdn'lcklich  ben*or^  dieses  Ori- 
chalkos  sei  ein  weisses  Erz  (Xbvxov  'j^kxcSiia),  mit  dem  Zusätze, 


bedenleiide  plumbam  albam  besielit,  selbst  die  Wortform  rerwirrt.  Da 
uämlich,  wo  er  Ton  den  allg«reiillle^  fabelhaften  ErzäMungen  spricht, 
schrei lit  er  cassitoron  und  wiederholt  diese  falsche  Wortform  Mlbst  mit 
Beziehung  auf  Homer,  -\vo  sie  nie  -vorkonmt.  Er  thiit  diess  sogleich,  ein- 
leitungsweise, gieiehsam  hIs  woll^  er  schon  inde;i  ^rsteu  J^^ilen,  wo  er  an- 
fängt von  diesem  II  om  e  rischeu  i)laml)um  album. (o^^i^  ca^iteros)  ca  spreclietii, 
es  hervorheben,    dass  er   den  m^'^teri'ösen  Fabclk^ei^   bcrülire,    dßr  ihm  'ver- 

liasst  ist. 

I. 

^^)  'Opeix^litoi  Uei«st  eigcnllich  Berf^er^Ä  indem  aber  Hesychins 
zur  ErkLäruug  des  Wortes  beifügt  x^^^^  XQ^^V  ^oi^£  &  sa  (ieht  maa,  data 
der  Hauptidcc  nach  wirklicli  aurichalcüm  päd  orickalcum  (was  sjuo- 
nym  auch  von  lateinischen  SthrifisteUcrn  .  gebi(aii«Ut  wicd)  glei^hbecUol^nd. 
»cien.  Die  Pyrenäen  sollen  nacli  Diodor  von  SiQilien  (lib.  IV.  c.  ft5.) 
von  einem  die  edlen  Metalle  au.s.Kchmclzcuden  Brand  iliren  Namen  haben. 
Mac  sieht,  dass  dieselbe  Beobachtung  über  das  Vorkommen  der  edlen  Sie  lalle, 
vrclchc  ueocrdings  1ief*ondcrs  bui  dem  Gold  auf  der  Insel  Aruba  (s*  Rqia-? 
wardiVs  schüuc  Abhandlung  über  die  geograpKische  Beschaffenheit 
der  Insel  Aruba  im  JahrK  der  Chemie  und  Physik.  182T.  der  gifir 
zeu  Reihe  B.  51.  S.  330  ff.)  und  bei  Gold  und  Piialina  in  Sibirien  sich  dar- 
bot, auch  dem  Allerthume  nicht  entgangen  war.  lugeognos lischer  Bejsiehn^g 
(worauf  im  Sinne  der  Werne rschen  Tiieorie  solion  vorliin  in  de*  Einlei- 
tung aufmerksam  gemacht  wurde)  gab  es  also  wirklich  eiu  goldenes  Zeit- 
ol  ter. 
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class  einiffe  sagen»  es  sei  eine  metallische  Materie,  kostbarer  als 
Erz,  welche  nun  nicht  mehr  gefunden  werde.  Und  auch 
Plato  im  Kritias  (Steph.  ed;  S.  114  e.)  spricht  es  vom  Maturpro* 
dnkt  Orichalkos  aus,  dass  es  blos  dem  Namen  nach  bekannt  sei, 
▼ormals  aber  auf  der  (nur  dem  Namen  nach  bekannten)  Insel  At- 
lantis gefunden  wurde,  und  dort,  mit  Ausnahme  des  Goldes,  das 
kostbarste  gewesen  sei  unter  allen  Metallen.  Plato  untcrschddet 
also  bei  dem  Orichalkos  das  ältere  Naturprodukt  vom  späteren 
Knnstprodukte,  ganz  so  wie  Pausanias  mit  Beziehung  auf  Elek- 
tron es  that  in  der  Stelle,  von  welcher  wir  ausgingen«  Dieses 
Sltere  Naturprodukt  hatte  offenbar  auch  Virgil  im  iSinne,  indem 
er  (Aen.  XIl.  87.)  das  album  orichalcnm  an  Gold  anreiht.  —  Bekannt 
genug  aber  ist  es,  dass  man  späterhin  ein  dem  Golde  wenigstens 
m  der  Farbe  ähnliches  Metallgeraisch  im  Messing  dargestellt,  und 
dieses  Messing  ogeixalnog  oder  aurichaicum  genannt.  Es  ist  also 
auch  hier  wieoer,  wie  bei  cassiteros  und  plumbum  album, 
eine  ältere  mysteriöse  und  eine  spätere  profane  Bedeutung  des 
Wortes  zu  unterscheiden.  Besonders  beachtiingswerth  ist  daher 
die  Stelle  des  Scholiasten  zu  Apollonii  Argonaut.  IV.  97% 
welche^  wOrtlich  übersetzt  also  lautet:  „Aristoteles  sagt,  in  den 
Mysterien  werde  Orichalkos  weder  mehr  genannt  noch  gezeigt; 
andere  sagen,  es  werde  wohl  genannt,  sei  aber  nicht  mehr  vor- 
banden.  Aber  zu  den  eitlen  Angaben  gehurt  auch  diese;  denn 
die  mehr  Unterrichteten  sagen,   es  sei  vorhanden^^  ^^. 

5.  Fassen  wir  das  bisher  Dargelegte  zusammen,  so  geht  dar- 
aus hervor  (was  man  auch  schon  ausgesprochen  findet  in  der  neuen. 
Ausgabe  des  Thesaurus  ling.  gr.  von  Stephanus  unter  %aX- 
xollßctvov) ,  dass  jenes  alte  Naturprodukt  O  r  i  ch  a  I  k  o  s ,  welcnes 
a)»  weisses  Erz  bezeichnet  wird,  gleichbedeutend  sei  dem 
Chalkollbanon.  Ton  diesem  aber  sagt  Suidas,  es  sei  ein 
Elektron,  kostbarer  als  Gold,  wälirend  Plato,  zu  dessen 
Zeiten  jenes  alte  Naturprodukt  nicht  mehr  zu  haben  war,  angiebt, 
dasselbe  sei  in  der  verlorenen  Atlantis  (worunter  einige  unser 
Amerika  verstehn^  vorgekommen,  und  habe  dort  den  nächsten 
Preis  nach  Gold  gehabt  Statt  der  Atlantis  nennt  Herodot 
(DI.  115.)  den  noch  unerforschsten  „äussersten  Westen''  als 


^')  IHeM  Slslle  wird  den  Physikern  interessant  sein,  indem  sie  einen 
■eiien  Beweis  liefert,  das«  es  sick  Tun  naturirisseusckafi  Liehen  Dingen 
in  den  allen  Mysterien  kandelie.  Beikmanni  der  in  seinen  Beiträgen 
xmr  Geschiclite  der  Erfindungen  B.  II»  S.  364^391  über  die 
Gesckickle  der  Natnraliensammlungen  Rchrieb,  iSsst  nicht  nner- 
irSiuit,  dass  die  ailerthümlichen  'i'cmpcl  nnck  jcur  Aufliewahrnng  von  Natnr- 
mcrkwfirifit^kieil^n  benutiel  wurden.  Gsna  nahe  lag  ihm  also  der  Gedanke, 
dass  dergleichen  in  Tempeln  niedergelegte  Sammlungen  von  Natnrmerkwür- 
digkeilen  ai«kt  olme  Bexiehung  hlciben  ko(mteu  zn  den  Mysterien,  was  in 
olliger .  JStf IIa  des  .  ScUoliatvteu  deutlich  aiiis^;a«^rocUea ,  die  ihm  jedoch  eat- 
^aagen.  Auch  Lob  eck  in  seinem  Biick  über  die  Mysterien  übergeht  die«e 
Stelle,  was  um  so  weniger  au  billigen,  da  Bochart  in  der  Abhandlung 
üBtr  Elektron  (Hierozoicon  nach  RosenmüUer's  Ausg.  &•  892.)  sie  anführt. 
Bben    darum  acheint    en    xweckmäsvig ,    sie    im   Original  hieher    su   setzen: 

sflog"  to  Y^o  oQ9ixalM9V  mo*  vnolafißavopQ^  liyea^at  fu^f  fnij  eivat  3i'  tcvv 
Si  «sigl  otmBofUvfov  uaX  tovto*  oi  /cp  noXvnQayfi9ifiifttgot  ^alv  aitov 
wmi(fXBir» 
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Fundort  des  Elektrons.  Origenes^  aber  sagt,  ebenso  wie  8ui» 
das,  dieses  Elektron  sei  ooch  kostbarer  als  Gold.  Und 
vom  verschweDderischen  Kaiser  Ela^abal  erzählt  sein  Geschieht- 
Schreiber  Lampridius:  „er  bestreute  seinen  Porticus  mit  Staub 
von  Gold  und  Silber,  bedauernd,  dass  er  es  nicht  auch  kuonemit 
dem  von  Elektron  (scobe  atiri  porticum  stravit  et  argenti,  dolens 
quod  non  posset  et  electri).^'  Offenbar  kann  auch  in  dieser  letz- 
ten Stelle  niemand  bei  Elektron  an  die  Mischung  aus  Gold  und 
Silber  denken,  weder  an  die  natürlich  vorkommende  noch  an  die 
kfinstlich  gebildete.  Das  seltene  in  Tempelmuseen  aufbewahrte 
Gold  anderer  Art  ist  hier  also  «gemeint,  welches  seiner  maffneti-' 
sehen  Eigenschaften  wegen  Elektron  hiess,  und  eben  &runi 
(gleich  dem  in  alten  ägyptischen  Tempelni  eine  bedeutende  Rolle 
spielenden  Magnet)  als  Gegenstand  der  Mvsterien  behandelt  und 
wirklich  noch  m  späterer  Zeit,  wie  der  Scholiast  des  Apollonius 
ausdrücklich  sagt,  den  mehr  unterrichteten  Eingeweihten  gezeigt 
wurde.  » 

6.  Wollen  wir  zum  Schlüsse  noch  einen  Ueberblick  Aber  die 
Gründe  ^eben,  welche,  wie  eben  bemerkt,  daför  sprechen,  dass 
vorzüglicn  die  magnetischen  Eigenschaften  jenes  Goldes  andorer 
Art  (oder  der  natürlich  vorkommenden  Piatina)  die  Aufmerksamkeit 
der  Slysterien  auf  sich  gezogen  haben.  Dafür  spricht,  wie  gesagt, 
schon  der  Name  Elektron,  welcher  sonst  keinen  Sinn,  haben 
würde,  obwohl  er,  für  das  ursprüngliche  Naturprodukt  passend, 
späterhin  auch  dem  Kunstprodukt  angereiht  werden  konnte.  Mit 
JBeziehung  auf  diese  Polarität  (Mannweiblichkeit  der  ^Hgauliui 
Xl&og)  erscheint  es  sinniti:,  dass  auch  rjkexzQog  (in  männlicher  und 
weiblicher   Form)    vorkommt,    was  gleichfalls   gilt  von    dem  ihm 

fleichbedeutanden  ')(^€ck»olißavov  (Erz  tropfen  kostbarer  als  Gold). 
Iben  dieselbe  magnetische  Beziehung  ist  angedeutet  durch  den 
vorhin  (Note  8.)  besprochenen  mysteriösen  Ausdruck  des  Sui- 
das  ^^),  dass  diesem  Gold  anderer  Art,  oder  Elektron,  etwas  bei- 
gemischt sei  vom  (magnetischen)  Stein  und  (elektrischen)  Krystalt 
Klarer  ist  dasselbe  ausgedrückt  durch  die  von  Fi  in  ins  mitBeziehimg 
auf  das  Zeugniss  der  ersten  Dichter  hervorgehobene  Vergleichung 
der  Worte  electrum  und  elector  (Sonne),  wenn  wir  nämlicn 
daran  denken,  dass  Herkules  als  Sonnensymbol  galt,  und  dass 
die  S.  139.  erwähnte  symbolische  Hieroglyphe  es  ganz  klar  aus- 
spricht, dass  eine  hcrlcuiische  (d.  h.  magnetische)  Kraft  in  der 
Sonne  leuchte.  Neben  diesen  und  andern,  schon  vorhin  auch  mit 
Beziehung  aitf  die  Verwandlung  der  Heliaden  in  Pappeln  ^ie  deta. 
Herkules  geweiht)  umständlicher  besprochenen  mystenosen  Bezeich* 
nungen  der  magnetischen  Eiseuschaft  jenes  Elektrons,  das  seltener 
und  kostbarer  war  als  Gold,    ist  aber  auch    eine  unverkennbare 


*o)  Origenes  Homil.  XI.  (ed.  Delarne  tom.  III.  p«  191) :  Xfyattu  yoQ  r^ 
ijkextQQV  xgvaov  etva§  rtftaX^iatSQOP.  Bochart  sagt  a.  a.  O.  S.  888:  Orige* 
ues  atque  Hieronymus  eleclrnm  non  solnm  argento,  s«d  et  anro  pretlo- 
sias  esse  -volunt.  lok  gehtelie,  dass  ich  einen  so  klaren  Aussprach,  -vrie  dor 
vorliegende  des  Origincs  ist,  bei  Ilieronymus  nicht  finden  koiinte,  "während 
bei  Bochart  das  Citat  fehlt.  Aber  nach  so  Tielen  Zeugnissen  kommt  auf 
eines  mehr  oder  weniger  nichts  an. 

'^)  Buttmann  geht,  um  seine  vorausgesetzte  (nur  uns,  wie  «r  aligt, 
widersinjiig  soheinende)  alterthümliche  Verglelchung  des  Barntlcin» 
mit  dem  Golde  festzuhalten,    bei  lUeser  Stolle  des  Snidas  so  weit  In  Md-» 
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Hiodeiitung  anf  denselben  Magnetismus  nicht  zu  übersehn ,  welche 
in  der  magischen- Kette  des  gallischen  Herkules  liegt.  Lucian 
widmete  diesem  gallischen  Heäules  ehie  besondere  kleine  Schrift 
und  hebt  dabei  die  zarte  Kette  aus  Gold  und  Elektron  hervor,  wo- 
mit derselbe  eine  Menge  Volks  nach  sich  zieht,  das  ihm  willig  und 
heiter,  ja  ihm  entgegeneilend,    folgt.     Die  Nebenbeziehungen  zei- 

gen,  dass  Herkules  (der  bekanntlich  auch  im  griechischen  Mythus  dem 
lermes  verwandt)  hier  als  Gott  der  Beredsamkeit  aufgefasst  seL 
Und  wenn  Plato  in  einer  schonen  Stelle  seines  Ion  die  ergrei- 
fende Kraft  der  begeisterten  Rede  mit  der  ergreifenden  des  Mag- 
nets vergleicht,  welcher  nicht  blos  an  sich  zieht,  sondern  (wie  bei 
den  samothracischeii  eisernen  Ringen)  dem  Angezogenen  auch  die 
Kraft  giebt,  auf  gleiche  Weise  anziehend  fortzuwirken:  so  drückt 
jene  magische  Kette  aus  Gold  und  Elektron  offenbar  dasselbe  aus. 
J>ie  ma^etische  Kraft  jenes  Goldes  anderer  Art,  das  in  jener 
Kette  mit  dem  gemeinen  Golde  combinirt,  ist  also  hier,  wenn  gleich 
durch  ein  mysteriöses  Symbol,  doch  in  der  That  deutlich  genug 
bezeichnet. 

7.  Dass  ausser  der  magnetischen  Eigenschaft  jenes,  als  sel- 
tenes Naturprodukt  vorkommenden  Goldes  anderer  Art  (welche 
Ansicht  des  Platins  auch  in  neuerer  Zeit  den  Namen  des  weis- 
sen Goldes  herbeigeführt)  selbst  das  specifische  Gewicht 
desselben  bei  einem  Weihgeschenke  des  KrOsus  filr  den  delphi- 
sehen Apollo  ganz  annähernd  so  bezeichnet  sei,  wie  es  das  Platin 
im  Verh&ltnisse  zu  Gold  wirklich  zeigt,  davon  war  schon  in  der 
Einleitung  und  umständlicher  in  der  frOhem  Abhandlung  die  Rede^ 
woran  die  gegenwärtige  sich  anschliesst.  Man  glaubte,  jene  Stelle 
des  Herodot  corrigiren  zu  müssen,  in  der  vorgefaiBsten  Meinung, 
bei  weissem  Golde  habe  man  im  Alterthume  lediglich  an  eine 
Mischung  aus  Gold  und  Silber  gedacht.  Dann  aber  wäre  es  buchst 
überflüssig  gewesen,  dieselbe  Mischung  auch  mit  dem  Namen 
Elektron  zu  bezeichnen,  auf  eine  ganz  bedeutungslose  Weise. 
Aber  wenn  man  eine  Mischung  aus  Gold  und  Silber  weisses  Gold 
nannte:  so  kann  man  unmöglich  zweifein,  dass  auch  das  seltene 
goldartige  Metall,  welches  man,  wie  Pausanias  sagt^  durch  diese 
Mischung  aus  Gold  und  Silber  nachzuahmen  suchte,  den  Namen 
des  weissen  Goldes  wird  erhalten  haben.  Letzteres  gehurte,  wie 
nachgewiesen  wurde,  den  Mysterien  an,  und  wurde  aufbewahrt 
in  Tempelmuseen,  und  noch  in  späterer  Zeit  den  Eingeweihtereil 
Mzeigt  (Note  19).  Dass  aber  bei  einem  Weihgeschenke  fiir  den 
Tempel  des  Delphischen  Apollo  mysteriöse  Beziehungen  nicht 
fehlen  könnten,  und  also  schon  dnnim,  wenn  weisses  Gold  auf 
eine  so  bedeutsame  AVeise,    wie    es   von   Krösus   geschehn   ist^ 

feweiht  wurde,  an  jenes  mysteriöse  weisse  Gold  (oder 
ilektron)  zu  denken  sei,  solches  wird  man  wohl  zugeben,  beson- 
ders wenn  man  erwägt,  dass  die  Fabel  von  der  Entstehung  jenes 
kostbaren  Elektrons  (zur  Bezeichnung  der  Art  seines  Vorkommens) 
«ich  an  die  Thränen  der  Heiiaden,  ja  des  ApoUo  selbst  anschloss; 


Btti  willkürlichen  Annahmen,  das«  er  sagt:  „nämlich  durch  solche  Za- 
flüschiing  anderer  Naturen,  gleichsam  durch  eine  Art  Yererzung,  erklärte 
vufn  sich  die  von  dem  wirklichen  Gold  abweichenden  (dem  unwissen- 
•  ehaftliohen  Menschen  zufälligen)  Eigenschaften,  wie  die  Oebrech* 
lichkcit,  die  Leichtigkeit,  die  Durchsichtigkeit. •< 
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EiHvSgt  man  nan,  dass  Hecodot  auch  in  anderen  Fällen  Undaub- 
Udi^  cechtabaiebtlich  erzählt,  blos  um  auf  eine  mysteriSse  Bezie- 
btln^  die  Aiifinerkaamkeit  der  Mysterienkundigen  (fSr  welehe  man 
zunächst  schrieb)  hmzulenken  ^):  so  erhält  die  schon  vorhin  aus- 
gesprochene Vennuthung  Wahrscheinlichkeit^  dass  in  der  absolu- 
teiit  Zahlbestimmung,  welche  Herodot  angiebt,  eine  absichtliche 
UieÄertreibung  liege,  um  durch  Uebertreibung  von  Aeusserlichkelten 
äot  die  innere  mysteriöse  Bedeutung  des  Weihgeschenkes  aufmeck- 
slira  flu  wachen.  ■  Zm  der  bervorzuaebenden  mysteriösen  Beziehunff 
gehörte  aber  das.'relative  Cüewicht  des  weissen  Goldes,  wodnrcS 
^b^H  dos  mysteriöse  weisse  Gold  von  der  profanen  Nachahmung 
«iii^h  Wesentlich  unterschied.  Dankeswerth  ist  es,  das«^  Herr  Pro« 
fiessot  Schubarth  durch- Rechnung  nacl^ewiesen,  es  werde  nieht 
einmal .  weisses  Gold,  sondeni  vielmehr  eru'n  eefiirbtes^  erhalte«; 
wem!  mian  den  Herodot  so  corrigirt,  wie  Matthiä  ihn  corrigirteu 
Um  so  mehr  is4.  diese  Correctiir  nun  wieder  hinweffzustreichen.  aus 
qjlen  neueren  'Ausgaben,  in  welche,  sie  sämmtlica  übergegaAgen. 
Gewiss  aber  wird  nun  kein  Philolog  mehr  geneigt  sein,. 'eine  neue 
wUlkütHche  Conjectur  an  die  Steile  zu  setzen. 

:•:  8.  Erwügcm  wir,  dasis  Gold  und  Platin  vorzugsweise  rorkom- 
men  im  zerklüfteten  Erdreich ,  wo  von  der  Natur  die  Ausschmel- 
Zuhg  und  Auswaschung  im  Grossen  vorgenommen:  so  wird,  wie 
scMa- einleitungsweise  erwähnt,  als  sehr  wohibeffrOndet  die  Ansicht 
W^erneir's^  erscheinen,  dass  es  in  geognostischer  Hinsicht  witk- 
Hch  eili  goldenes  Zeitalter  gab»  wo  in  bedeutender  Menn  die 
verschwenderisch  verbrauchten  edlen  Metalle  (al»  Oricliaikafi») 
eüihetlageh  auf  der  Erde.  Höchst  wahrscheinlich  also  nuss  es 
schon'  darum  scheinen,  dass  die  Alten  nicht  einzig  und  aUein  auf 
die  Kemitnl^  von  Gold  undSilber  beschränkt  waren ,  sondern  noch 
andere  gediegen  vorkommende  Metalle,  wie  Platin  und  PaUadittm« 
keimen  gelemt  Mit  Beziehung  auf  Palladium  habe  ich  diess»  wie 
]»-der  Einleitung  angeführt  vviirde,  in  jener  frühern  Abhandlung^ 
woran  die  gegenwärtige  sich  anschltesst,  wahcseheinKch  gemacht; 
hinsiehtlich  anif  Platin  aber  ist  solches  nun  dureh  die  dargelegten 
aherthflniiche»  Zeugnisse  vollkommen  erwiesen.  Diese  dargelegten 
Zeugnisse  gestatten  zugleich  einen  Blick  in  den  Geist  der  &^ 
naturwissenschaftlichen  Mysterien.  Schon  in  der  Abhandlung 
Gesner's  über  Elektron  findet  man  es  nicht  ohne  Befremden  des 
Verfassers  hervorgehoben,  dass  in  allen  Schriften  Cicero' s  nicht 
«nmal  das  Wort  electmm  vorkommt,  ohnerachtet  die  Temnelräii» 
hereien  des  Verres  vielleicht  hätten  Veranlassung  geben  können 
zur  Erwähnung  desselben..  Eben  so  wenig,  ftigt  Gesner  bei,  ist 
vom  Electmm  die  Rede  bei  Lucrez,   obwohl  er  da»    wo  er  vom 


''  **)  Kin  unleagbares  Beispiel  der  Art,  nämlich  einer  bis  in«  Sinnl«»« 
gehenden  Ueberireibuni^,  welchu  Herodot  sich  erlaubt^  um  eine  ann  Anch 
uns  verständliche  mysteriöse  Andentung  hinifichilich  auf  den  Grund  der  Kat- 
zeniretehntng;  in  Ac^ypten  zu  geben  (da  in  der  Scliriftsprache  mit  Jl^larlbeil 
davon  zu  sprechen  die  Tyrannei  der  Myslericn  unmöglich  machte)  ist  nm- 
otändlich  dargelegt  in  meiner  Denkschrift  zur  Säcularfeier  der 
Universität  Erlangen  (S.  36.  und  54.),  welche  eben  auf  diese  Beeohvin^ 
knng  d«r  Schriftsprache  bei  allen  mj^lcriöscn  Dingen  sich  bezieht;  eine  Bfl^ 
sahränkmi^,  die  so  weit  ging,  dass  die  schriftliche,  auf  Mysterien  aiok  ]»•• 
zidiendo  UcberliefcTung  nas  blos  verwirrt,  während  allein  die  symbolieeh.« 
Hieroglyphe  AaCklinüig  giebt«    (Yetgl.  die. -tforhergehende  Note  e»)    ■ 
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Ma^et  sprafdi.  eigentlich  Bicht  wolil  davon  schweigen  konnte  (ver- 
gleicke  Note  13);  und  auch  bei  Seneca«  desHen  Quae^tiAnes 
naturalis  Gelegenheit  genuff  darboten^  kommt  nlcnts  vom.Elec- 
tnim  vor.  Was  ,bei.  den  Griechen  zu  finden ,  bind  mysteriöse  Fabebi. 
Plinius  wirrt  diese  (Sogenannten  c^i^'^teriKchen  Fabeln  mit  dein 
Ausdracke  der. Indignation  zusammen,  zufrieden,  wie  es  scheini^ 
unter  dem  'Gewirre  mitunter  ein  bedeutendes  Wort  verstecken  zu 
kOnnoDL  *^.    Da  aber  Plinius  von  medlcinischer  Wirksamkeit  des 


^'*)  Ein  BciKpinl  der  An  IaI  in  meiner  Einleilnni?  in  die  Mjrtht- 
lugia  5.141*  und  964.  angofUhrl.  Genner  nftliin  «uf  dem  Slaudpunkta 
dar  Physik  seiner  Zeit  besonderes  Interesse  an  folgender  Sieile  das  Pliaiua 
(h.  n.  ÜCXXIII.  c.  4.  sect.  28.):  natlTnm  electrnm  reaena  deprekandii; 
namqae  disoarmnt  in  calicibas  arcus  coelestibas  similes  cum  Igneo  stri« 
dora:  Diese  letzten  Worte  hatten  In  der  Periode  jener  nenen  Wunderwalt 
der  Rclb«B)Steleclricit&l  die  Aufmerksamkeit  des  berülimten  Philolugen  auf 
atch  ^zo%tn.  Und  in  der  Thal  könnte  man  damit  in  Verbindung  bringen, 
^TMS  Plinins  glMch falls  nur  flüchtig  hinwirft:  Philemon  ait  flammam 
reddi  ab  electro,  und  was  in  der  angeführten  Stelle  meiner  Einleitung  in 
die  Mythologie  schon  im  Zusammenhanse  auf^ofasst  mit  einer  Angabe  das 
Festns  Tom  Reiben  einer  sogenannten  feliz  materia  im  Tempel  der  Yesta, 
und  TOB  der  Erregung  eines  plülEÜchen  Rohens  (Panischen  Schrecken«)  am  gaft* 
xcn  Körper  in  demselben  Tempel,  gemäss  einer  ErzXhlung  dea  Taciln-a 
(wovon  abendas.  &.  167.  die  Rede).  Und  In  solchem  Zusammenhange  kännln 
ea'-tehetnen  (dia  ve^nennm  auch  Zauberei  bexeicluiet),  der  gcheima  Sinn 
jenfcf  angeführten  SteUe  des  Piinins  sei :  Elcclram  (dessen  Ansichnngskvaft^ 
wi«  derselbe  Plfnlns  slagl,  schon  die  syrischen  Frauen  bei  ihren  damit  geEier-. 
tan  Spindeln  beobachtet)  entdecke  Zauberei  (nKmlich  die  im  Tempel  der 
Veata)  durcK  mit  OerSnsck  überspringende,  selbst  farbig  leuchtende  Funken, 
'welche  Funken  ganz  entscJiiedcn  Im  Altcrthnm  an  Katzen  u.  s.  w.  beobach- 
tet wurden,  worüber  a.  a.  O.  S.  313.  f.  Nachwcisungeu  zu  linden.  Liest 
jnnn  jedoch  jene  oben  angeführte  Steile  des  Plinius  im  Zusammenhange:  so 
•iehk  man,  dahs  dort  iiidit  einmal  -vom  Rernstein,  sondern  vom  Metall 
Elaebrum  die  Rede  ist,  welches  Plinius  als  eine  Mischmig  aus  Gold  und 
Silber  bezeichnet,  obwohl  mit  Anreihting  mysteriöser,  ein  W eikgeackank  dar 
Helena  betreffender  Reziehungen,  denen  die  oben  angefülirte  Stelle  aick  an-. 
ftohUesst,  wodurch  offenbar  das  nativum  electrnm  als  wesentlich  var<* 
e  ekle  den  ron  dem  künstlich  gebildeten  bezeichnet  ist.  Man  müssle  alao» 
und  dlest  war  vielleicht  Gesner's  Meinung,  gemäss  der  Art,  wie  man  dW 
Compilalionen  des  Plinius  auf fasst ,  an  ein  gänzliches  Missverstehen  denken  ^ 
^nm  Seiten  des'  I^linius  entweder  oder  eines  seiner  Freigelassenen,  den  er 
-vielleicht  bei  bcinen  Compilationen  benülzle.  Und  zu  so  groben  Missver- 
ntftndnissen  konnte  wohl  ein  gleich  der  Physik  des  Aristoteles  al>aicht- 
lioh  dunkel  geschriebenes  Buch  Veranlassung  geben;  wenn  man  nicht  sageu 
-will,  Plinius  sei  mitnnler  von  demHclben  Printip  ausgegangen,  wie  Aristo* 
teles  in  seiner'  Physik,  oder  der  dnreh  seine  Dunkelheit  im  Alteriltume  be- 
rühmte Herakü-tos,  und  habe  sich  namentlich  in  obiger  Stelle  so  benom- 
men, wie  Herodoi  in  einem  analogen  Falle,  wovon  in  vorhergehendae 
l^f^te  22.  die  Rede  war.  •—  Dann  aber  maas  man  eingestelm  (was  obeB  .in 
dort  erwihnter  Denkschrift  nachgewiesen) ,'  dass  die  gaivze  schrifilick» 
TJe-berliefernn^  bei  allen  mysteriösen  Dingen  kein«  Erkennt« 
nlssque-lle  sei.  Wenigstens  kein  Physiker  könnt«  auf  dun  Gewiira  von 
Miasverstandnissen  und  Fabeln  sich  einlassen,  Wenn  nicht  die  ganz  acha^rf 
bnxaichnende  symbolische  Hieroglyphe  einen  interessanten  We^ 
der 'Untersuchung  darböte,  worauf  man  sichern  Schrilles  fortgekn  kann« 
Man  vergesse  aber  nicht,  ilass  seihst  die  grosse  Pyramid«  zu  Mcm. 
phis  in  symbolischer  11  icr ogl jphcnsx)rachc  zu  uns  redet,  in. 
dem  Jomard  nachgewiesen,    dasa  in  den  Dimensionen  derselben   eine   vor- 
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Electrums  spricht,  so  war  fiir  Gesner  auch  dies  besonders  befrem- 
dend, dass  selbst  die  Aerzte,  wie  Celsus,  Scribonius,  Galen, 
das  Electrum  gar  nicht  einmal  nennen,  während  Dioskorides 
80  fluchtig  darüber  hingeht,  und  so  verwirrt  sich  ausdrückt,  dass 
er,  wie  Gesner  sagt,  in  der  ersten  Hälfte  des  Perioden  vom  Metall 
Electrum,  in  der  letztem  vom  Bernstein  zu  reden  scheint  *^). 

(Fortsetzung  folgt) 


historische  Gradmessung  niedergelegt  sei.  Jedoch  in  unserer  alexan- 
driolKch  grammalischen  Zeit  ignorirt  man  ehen  darum  den  ganzen  sieben- 
1«n  Band  der  D6scription  de  l'EgypIe,  welcher  einzig  und  allein  diese  .eben 
so  mathemn lisch  streng  als  philologisch  gelehrt  geschriebene  Abhandlung 
enthalt.  Wenn  man  aber  in  allen  Schulen  lehrt,  und  auf  alle  Karten  der 
alten  Geographie  schreibt,  dass  600  ägyptische  (oder  olympische)  Fuas  ein 
Stadion,  und  600  Stadien  einen  Erdgrad  betragen,  folglidi  der  Sgyptiache 
Fnss  ein  aliquoier  Theil  des  Erdgrades  ist,  und  zwar  der  960000ste:  so 
sagt  man  im  Grunde  dasselbe,  was  Jomard  nachgewiesen  durch  die  genaue« 
stec.  Messungen  der  grossen  Pyramide  Ton  Memphis ;  aber  nicht  dieser  allein 
(Tgl.  Einleitung  in  die  Mythologie.  S.  362).  Nebenbei  ist  nicht  zu 
übersehen,  was  schon  Bailly  in  dar  Geschichte  der  alten  Stern- 
kunde. B.  2.  5.  50-r52  von  der  grossen  astronomischen  Bedeutsamkeit  der 
/tthl  600  mit  Beziehung  auf  die  Rechnungen  des  Dominicus  Cassini  an- 
führt. —  Und  nun  frage  man  hich,  was  da  liegt  in  einer  Gradmessung, 
welche  an  Genauigkeit  die  aus  der  ersten  Hälfte  des  vorigen  Jahrhunderte 
übertrifft ,  ja  ganz  streng  gilt  für  den  mittlem  ägyptischen  Erdgrad.  — -.  Und 
dless  ist  die  mathematische  Basis  der  physikalisphen  Hierogly- 
phen, worauf  allein  eine  Urgeschichte  der  Physik  sich  gründen  läaa^ 
wahrend  die  schriftlichen  Ueberlieferungen  dabei  blos  Ton  untergeordneter, 
secundärer  Bedeutung.  «-  Von  -vorhistorischen  Dingen  handelt  ea  sich, 
hier,  wie  bei  den  ägyptischen  Pyramiden,  wesswegen  Plato  auf 
zehntausend  Jahre  znrückgehn  zu  müssen  glaubt,  fom  Urtypne 
der  ägyptischen  Bilderwelt  sprechend  (s.  Einl.  in  d.  MytlioL  S.  126.);  und 
Herodot  (II.  43.)  bei  Aufsuchung  der  Grundidee  des  Herakles  eo- 
garauf  17000  Jahre  zurückkommt,  d.  h.  jede  historische  Forschung 
ausschliesst.  Und  erwägt  man,  dass  jed«  wabre  Religion  nicht  dem 
Zeitlichen,  sondern  dem  Ewigen  nachstrebt,  sich  daher  bezieht  auf  ewige 
Wahrheiten,  wozu  auch  die  unendliche  Offenbarung  Gotles  in  der  Nutar 
gehört!  so  muss  es  höchst  erfreulich  sein,  die  Weisen  des  AlterlhnnaLS  sich, 
erheben  zu  sehn  über  die  den  Naturwahrheiten  in  der  YolkMreligion  traditio« 
nell  untergeschobenen  historischen  Beziehungen. 

-*^)  EbcubO  beachtnngswerth  ist  das  Schweigen  aller  Naturforscher  de» 
Alterthums  von  Meteors  leinen,  deren  Herabfallen  (wovon  die  Historikjer. 
Zäugniss  geben),  so  wenig  ein  Mensch  damals  bezweifelte,  dass  sogar  Tem». 
pel  gebaut  worden,  wo  sie  herabgefallen  waren,  während  man  Götterbilder 
darauf  zu  finden  glaubte.  Umständlicher  ist  davon  die  Rede  in  der  Ein- 
leitung in  die  Mytliol.  auf  d.  Siandp.  d.  Natur wissensch.  3>  ISO* 
Auch  Chladni's  Aufmerksamkeit  iiatte  es  schon  erregt,  dass  vom  BUde 
der  Göttermutter  bei  drei  Meteorsteinen  die  Rede,  welche  er  anfährt  (siehe 
Chladni  über  Feuermeteore.  S.  181.  Note),  -jr  Und  bückt  mMf 
die  als  Nachtrag  zu  Chladni's  Werk  erschienenen  Meteorsteinabbildongen 
Ton  Schreibers  an:  so  sieht  man,  dass  die  rasche  Sdimelzung  der  Ober- 
fläche jener  Meteormassen  allerdings  Zeichnungen  von  Pflanzen,  ja  -von  Tliien* 
und  Menschen- ähnlichen  Gestalten  veranlasste,  und  man  begreift,  wie  nun 
durch  diesen  Meteorcultus  zur  Nachbildung  von  Ungestalten,  la  xn 
Thier-  und  Pflanzen-Verehrung  veranlasst  werden  konnte ,  welche  bekannt- 
lich von  localor  Bedeutung  war. 


.i 


.Uelier  quadrlrbare  Fliniren  auf  cyliii< 

drisclien  Flächen. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Schlo  milch 

an  der  UniTenttät  sa  Jena« 


Cylindriscbe  Flächen  heissen  bekanntlich  diejeDigen  FlScheq» 
welche  eine  Gerade  beschreibt  ^  wenn  sie  über  irgend  eine  gerade 
oder  krumme  Linie  im  Räume  fdie  Direktrix^  so  hingleitet,  dass 
sie  während  dieser  Bewegung  immer  in  einer  und  derselben  Rich- 
tnng,  oder,  was  auf  das  Nämliche  hinauskoimmt,  einer  gegebenen 
Geraden  im  Räume  parallel  bleibt.  Wir  können  dabei,  .ohne  det 
Aligemeinheit  Eintrag  zu  thun ,  immer  voraussetzen  •  dass  die  Direk- 
trix eine  Curve  einfacher  Krümmung  und  die  Richtung  der  gleiten- 
den Geraden  senkrecht  auf  der  Ebene  der  Direktrix  sei;  denn 
wenn  diess  auch  ursprünglich  nicht  der  Fall  sein  sollte  >  so  kann 
man  die  CVlibderfläche  mit  einer  auf  ihrem  Mantel  (A.  h.  der  Rich- 
toDg  der  gleitenden  Geraden)  senkrechten  Ebene  durchschneiden 
und  jetzt  di)e  epts^ndene  Durchschnittscurve,  die  immer  ein&cher 
Kilimmuiigi  iftt,  als  neue  Direktrix  ansehen.  Legt  man  in  die 
Bbene  dieser  .Direktrix '  irW'ei  sich  rechtwinklich  schneidende  Cpor- 
dinätenachsen  und  stellt  in  den  so  bestimmten  Anfansspunkf  der 
Coordinäten  die  dritte  Goordinatenachse  senkrecht  auf  die  Ebene 
der  ^irektrix,  so  f%llt  die  Richtung  dieser  Achse  mit  der  Richtung 
der  gleitenden  Geraden  zusammen  und  zugleich  nimmt  die  Gleichmig 
der  .CyRndeHläche  eine  Form  an,  deren  Einfachheit  die  Basis  der 
nachheHgen  Untersuchung  bildet. 

.  Seien  in  Taf.JV.  Fig.L  OX,  OY,  OZ  die  drei  rechtwinkUchen 
Goordinatepacfasen  und  stelle  XQZ  die  Direktrix  vor,  so  muss  txtr 
ent  ^  Nator  derselben  durch  eine  Gleichung  zwischen  den  Goor- 
diiiaten'(>^=ar,  MQrzz  bestimmt  sein^  welche  in  dem  aUgemel- 
nen  Schema    . 

enthalten  ist     Ziehen  wir  von  Q  aus  eine  Gerade  QP\\OT,  so 


N 
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liest  dieselbe  nach  den  vorhin  gemachten  Voraussetzoneen  ganz 
in  ^er  Cylinderfläche,  und  Wenn  wir  von  dem  beliebigen  Funkte  P 
das  Perpendikel  PN  herablassen,  so  sind  jetzt  OM=zXy  MN=y, 
NP=JnQ=zi  die  drei  Coordinaten  von  P,  Eine  Relation  zwischen 
denselben  (die  Gleichung  der  CyÜDderfläche;  besteht  hier  in  der 
blosen  Bemerkung,  dass  wie  früher  z=/(a:)  sein  muss,  ausser- 
dem aber  y  ganz  willkiihrlich  genommen  werden  darf;  die  Glei- 
chung der  fraglichen  Fläche: 

zz=zf{x),  y  ad  libitum 

unterscheidet  sich  also  von  der  Gleichung  der  Direktrix  nur  durch 
den  Zusatz,  dass  noch  eine  dritte,  aber  willkuhriiche,  Coordinate 
Kodianden  ist«  Dieser  Umstand  bringt  eine  grosse  Erl^chterniig 
in  die  Quadratur  solcher  PlSchen^  welche  Mch  der  aAgelkidnCD 
Formel 

zu  bewerkstelligen  vräre,  worin  k-  und  ^  die  partiellen  Differen- 

zialquotienten  sind,  welche  man  durch  Diflferenziation  der  Gleichung 
z^=Jt\x,y)  der  zu  quadrirenden  Fläche  erhält  Da  nämlich  In  an- 
serem  Falle  z  zwar  von  x^  aber  nicht  von  y  abhängt,  so  wird  fUr 
die  cylindris^hen  Flächen 

ud  mithin  einfackct 

S=ijj/8x8yVH-[r  (*)]•.  (2) 

Man  fibersieht  auf  der  Stelle,  das^  sich  hier  die  Integration  nach 
«f  sogleich,  ausführen  lässt,  weil  in  dieser  Beziehiing  nur  dy  zu  in- 
fegriren  ist»  was.  y  giebt,  und  dass  sieh  folglich  die  doppelte  In- 
tegration auf  eine  einfadbe  reduzirt;  doch  bevor  wir  dies«  gjetuu^er 
ansehen 9  wollen  wir  die  Gränzen  der  Integrationefi  nach  x  und:y 
(bestimmen.  Denken  wir  uns  in  der  Ebene  JTF  zwei  beliebige  ge- 
rade oder  krumme  Linien  FRH  und  GSK.  und  ausserdan  tob 
zwei  beliebten  Punkten  A  und  B  der  Achs^  OIT  aus  Gerade -iliOF 

S «zogen  i  so  best^nmen  diese  vier  Linien  m  der  CoordinafpiieJieflp 
tf.cfme  viereckige  Figw  FGKÜ:,  von  jedem  Punkte  ilirfc  Pfn- 
Erie  aus  lassen  wir  eine  Gerade  (10^. Wsteii;ei|i,,aJi(e.^^^ 
adeii;  durchsehneiden  dje  €ylinderflaiche9  und  we  so  ep^^meii- 
0ux'ctiscliDiitspunkte  biUen  io,  ihrer  Cond^itäi  ai^  aar  rCyBii^ 
dei^fl^fie  wie^r  eine.  Art  Viereick  TXJ.WV^  von  wftlcheaft  i 
erstgenannte  TQKH  d^»  Prö}^kj^q  ist  Die  flhcäe  ^tTfFF  ^_ 
nun  diejenige  Figur,  welche  mittelst  der  Formel  ^2)  aiiä4rirt  im< 
den  soll,  was  offenbar  wegen  der  Unbestimmtheit  uer  Curveh  PMJff 
und  CSK  die  allgemeinste  Voraussetzung  ist.  Was  nun  die  Inte- 
grationsgränzen  für  x  und  y  betrifft,  so  erhellt,  dass  es  blos  dar- 
atif  ahköiiiitf-,  x  and  y  so  zn  wählen /d&M  äitVwaktN  (die  Pt^ 


151 

jektion  von  P)  keine  anderen  Stellen  der  Eb^ne  XX  betreten 
Kann  als  diejenigen  ^  welche  in  der  Figax  FGKßf  (der' Projektion 
von  TÜWV)  enthalten  sind.  Der  8]>ielf<iiim  des  Punktes  ßJ  ist 
aber  offenbar  die  Strecke  AB  und  folglich  sind  x:=zOA  und 
scr=iii^b  die  Gränzen  filr  Xj  wobei  zur  Abkfirzung  O.^^^ii  und 
Oi9='/3  9ein  möge.  Da  ferner  der  Pniikt*  iV  ^fiimer  zwi^bhen  de|^ 
Curven  FH  und  GK  bleiben  niuss,  so  sind  JfRmd  il^S  dte  GffftoL 
zen  fSr  y(^iy).  Wenn  aber  die. Aulgabe  bestimnit  seiq  soll ,  so 
müssen  die  .Lurven  FRH  und  6^i9ii  .Ihrer  Natur  nach  bekannt, 
also' ihre  Gleichungen  gegeben  sein;*  nennen  tvir  £  nriid  i)"  die 
rechtwinklichen  Coordinaten  eines  Punktes  der  Cürve  FRH,  ^^tb- 
bei  die  |  von  O  aus  auf  OX  gezählt  werden^  so  sei  ^=a)(|)  die 
Gleichung  der  Linie  FRH,  ebenso  i}'=^($)'  die  voq  GSK,  wenn 
fl'  das  ßir  letztere  Curve  ist^  wsls  v  fiir  die  erstere.  Setzen  wir 
an  die  Stelle  des  beliebigen  £  die  Linie  OJiI=x,  so  folgt  tj^zUtR 
=9»(a;)  udd  V=?^'^=^(^)»'  ""^  demnabh  sind  1^=97(40;  Iwd 
fl's=i^{9t)  die  Grinzen  für  Jy.  .Durch  Substitution  der  GräptbenlSr 
X  iind;^  wird,  jetzt  nach  Formel  (2)  ,       :       ..:>v  ^.i!> 

oder,  weil 

ist:  . 

wobei  also*.  "--■  ••::'»-:.  |i:''» 


:i  iL 


z=f(x)  die  Gleichung  der  DirektHr  XQZ, 
y=9(a?)  „         „  „   Curve  FRH, 

y=^(^)  «        w  >,       «     GSJf, 


••1  >" 

i      •      I    '      V 


•  :■  .       -  .  ■    ,      ,. 


i«t.  ^  Da  das  Integral  in  (3)  ein  einfaches  ist,  so  wird  es  immer 
möglich  ^«Bin,.  den  Werth  desselben  zu  finden  »sei  es  durch  Re^uk- 
tiop  auf  eine  bekannte  Funktion  oder  durch.  Vf)rwandeIuDgideltl|K 
uffendilche  I&ihe.  In  den  Fällen  aber^  wo  sidh  unser  Integral  aüt 
eine  von  denjenigen  Funktionen  bringen  lässtj  für  welche  man 
Tafeln;. besitzt,  wollen,  wir  die  Figtur  TUWV  eine  quadrirbare 
nennen  und  nun  einige  Spetialisirungen  der  Art  betrachten« 

;:!  L  .'  Sit  9^^V'^^'^,  al^  der  %lin;der  einelliptis^ 

sen  Ächseni  a  und  c  in  den  Coordinäfenachsen  OX  und  lQ3f.- 1^ 
gen,  so  wird 

nod  folgUch  nach  no.  (3)  "      '  "  '      "" 
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i'. 


■  _ 

Unter  den  verschiedenen  Suppoeitionen  dud,  welche  man  hier  lär 

?>(a:)  und  il;(x)  machen  kann,  neben  wir  die  folgenden  als  bemer^ 
enswerth  heraus. 

a.  Der  einfachste  Gedanke  ist  offenbar ,  g)(ar)=il;ri^  und  ^(ov 
'=Bxf^  za  nehmen,  wobei  fi  eine  ganze  Zahl  bedeuten  m5ge« 
Piess  gäbe  dann 

s=^^r^^„a^^/llEl£L3^       (5) 

und  hier  sind  zwei  Fälle  zu  unterscheiden,  ob  nämlich  fi  gerade 
odbr  Ungerade  ist.  Im  ersten  Falle  kann  durch  Rationalinaehen 
des  Zählers  in  der  Differenzialformel  das  Integral   auf  die  Form 


A 


also  überhaupt  auf  Integrale  folgender  Gestalt 


/\ a^dx 


gebracht  werden,  wobei  v  eine  gerade  Zahl  ist.  Das  vorliegende 
Integral  lässt  sich  aber  nach  bekannten  Reduktionsformeln  auf 
elliptische  Funktionen  zurückbringen  *),    Anders  dagegen  wird  die 

Sache,  wenn  in  no.  (5)  ^  eine  ungerade,  folglich  ^--^— eine  ganze 

Zahl  ist.  Denn«  in  diesem  Falle  kann  man  dem  Integrale  folgende 
Gestalt  geben :  .\ 


""     ^  J a  V  (a^—x^)  [a4-(aa— c*)a^^ 


it-1 


linp  setzt  man  hier  oflz=tjfiu,  so  wird  2xdx=a^8u,  xf^^^af*^^u  •  ; 
•lyenn  ferner  4^^=a  und  x=zß  geworden  ist,  so  hat  ti  die  Werthe 

apgenommen^::ivobei  it' und  ß'  zur  Abkürzung  gebraucht  worden 
sind..  Durch  diese  Substitutionen  geht  unsere  Gleichung  in  die 
folgende  über:'  ' 


.■  > 


*)  Legendre  trait^  de«  foncttons  elliptiqaes  Chap.  I.  —  Supplemente 
KlogeU  math.  Wörterb.    Band  II.  S.  84—87. 


»•    •       -.  I    I.  ■      !•  ! 
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J  "   V  (1  — «)[«*— («'«—c^' 


.t 


oder  wenn  man  berücksichtigt,  (1a.«i8 


c« 


a2_(a4^c3)a=a*|l_(l_      )„, 

Cw 


ist,  und  zur  Abkürzung 


f« 


1-Ü2  =  '  (7) 


setzt : 


!!f_.  (8) 


6M^ 


14— 1 

Da  Dun  <j  -  hier  ganz  auffallt,  so  reduzirt  sich  dieses  Integral 
auf  zwei  andere  von  der  Forjn 

Vl-(H-0«+^«^'  "  "'"*  Sanze  Zahl; 

und  kann  dann  immer  durch  Kreisbügen  oder  Logarithmen  dar- 
gestellt werden.  So  hat  man  z.  B.  ffir  ^2=:-|.l,  ^=:tan^, 
^^=taDco: 


_  (tan  CO -- tan  >»)  gg  P^'         (1  — «1)8^ 


(Ö) 


Hierzu  gehurt  Taf.  IV.  Fig.  2.  Die  Gleichungen  der  in  der  Ebene 
JCF  gezeichneten  Curven  sind  hier  y^^>{x\=^x\.W[i^y  y=i(;(ar) 
=a;tan(o,  also  die  Curven  selbst  zwei  Gerade,  welche  durch  den 
Punkt  O  gehen  und  mit  OX  die  Winkel  XOH=d^  und  XOK 
=  €0  machen.  Zugleich  ist  wieder  OA^=:a,  OB=ßy  nho  FGKH 
die  Projektion  von  TUWV  und  die  Fläche  dieser  Figur  obi^«« 
;S»  Sind  mm  OX=::a  und  OZ=:c  die  Achsen  des  elliptiscbeu 
Cy linders,  so  bildet  die  Curve  XZ  einen  Quadranten  der  Diriek- 
tnx  und  der  ganze  Cy linder  ein  Tonnengewölbe^  wovon  die  Figur 
nur  die  Hälfte  zeigt.  Nehmen  wir  noch  O^=a=0,  OB=iß=a 
=  OX;  so  geht  das  Viereck  FGKH  in  das  Dreieck  ODE  und 
die  Fläche  TUWV  in  ZDE  über ;  zugleich  wird  nach  (6)  ix'=0, 
/}'=!  und  folgUch    , 

^_ a^(tan  o  —  tan^»)  P^        (1  -  m)  du 

Nun  ist  aber  XD  =  OXisiaXOD  =  atan^,  XE  =  OJTtan  Ji^OJE? 

=atanco,  mithin  i  ' 

Theil  IX.  11 
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JI[E—XD—DE=a(ta.nm-Ufi&). 

Hieraus  findet  sich  der  Inhalt  des  Dreiecks  ODE,  der  F  heissen 
möge  9  nämlich 

_     OX.DE     ag(tana)~tan'») 
^—       2        =  2  ' 

wenn  wir  also  das  in  (10)  vorkommende  Integral  k  nennen  5,  so 
findet  hier  die  bemerkenswerthe  Relation 

statt,  welche  schon  Herr  Dr.  Wittstein  im  7ten  Theile  des  Archivs 
S.  445.  angegeben  hat  *).  Für  k  findet  man  leicht,  wenn  a^  c, 
also  s  positiv  ist: 


*='+M'Ci^)^ 


wenn  a  =  c,  also  €=0  ist: 

und  wenn  a'^c,  also  €  negativ  ist: 

k^l  H 7==  Arctan  V  —  si 

^omit -diese  spezielle  Aufgabe  gelost  ist. 

Nimmt  man  in  der  Formel  (8)  ^=0,  |*=  — 1  und  isetzt  h  fflr 
B,  so  wird 

6    Pß'  (l-Bu)du 

Die  beiden  Curven  in  der  Ebene  X¥  sind  hier  die  Achse  der  of 
(wegen   y==9(^)=0)    und    eine    gleichseitige   Hyperbel   mit  der 

Achse  b  (wegen  if;(a:)  =  -),    von  der  die  Coordinatenachsen   OJK 

und  0¥  die  Asymptoten  sind  (Taf.  IV.  Fig.  3X  S  ist  die  Fläeke 
TÜWV  und  die  Curve  UW  kann  hier  als  Dnrchsehmtt  eiiiAS 
elliptischen  und  hyperbolischen  Cylinders  angesehen  werden»  Mdn 
bat  übrigens 

ß'  du 


5^^    P 

_ÖS     Pß' du 

^t/o'    V"l-(l  +  e)ua  +  eti«' 


*)  In  den  Buchstaben  findet  nnr  der  Untetfchied  ttatt,  •  dai»  hiM*  ^ 
steht,  wo  Herr  Dr.  Wittstein  ö  hat.  r         ...  ;_. 


aas 


und  wenn  man  hn  ersten  Integrale  m=:-'  aeiit: 

V 


l!» 


.     b   f'  dv 

i={r  1  I      V/'  J'nMi   Uli  I    .   I 


f  I  ■ 


bs  pß'  8«  '^ 

if^ö'nuo  der  Werth  jedes  Integrales  sehr  .leicht  .zn  entwickelu  tttj^ 
6.    Eine  andere  gute  Substitution  für  die  i^pf  den  eUiptls^ctlfiln 

C54nd«r  passende  Formel  <4>'  »t  Jg^<j?)tt=0>  ^(Ä)=;-Va«  — o;^; 

die  .p^rvea  in  der  Ebene  X]f  ßind  dann  die  Cpördlha^nachse  Q^ 
und  eine  Ellipse,  deren  AcKseng- iu)4  &  in  /deB. Linien  OJCiin^ 
Or  üegen.  Sei  daher  in  Taf.IV.  Fig.  4.  OX=za,  OY=b,  OZ=c, 
OA=a,  OB=ß,  so  ist  S^  TVWV  und  4w:Curve  ÜW  kann 
,  als  Durchschnitt  zweier  elliptischen  Cylinder  angesehen  werden. 
Zugleich. Ist  nach  no.  (4)  >:        .  :     ., 

. f  '  ■  r  I  ;i       .  ■  Ji  ■  .  I  11 

■   "  '  S  =-^*   /^  ■  aar  V  o«  -  (a«  -  c*)xH  '  ;  ,;    i; 

und  wenn  wir  xssat  setzen,  e«  iverdeDdie-GränEen  Air  <;. 

<=§=^'.  <=J=«'  '  ai) 


-  » 


und  folglich 

S^bH  St  V^a*-(a2-c«)l^j 
oder  för 

l-p  =  ^=     .',  .  (12)., 

Ssiabf^  dt ^TT^^.  ,         (1^ 

-    !    - ,  i  i/.  «^     .■■■■■-'.•■■.  1 

* 

Nehmen  wir* spezieller  az=:OA=0  und  8  =  OB=^OX=za,  so  wird 
i/  =  0,   /3'  =  1  und  iS  bedeutet  jetzt  die  Fläche  ZXQ.    Für  die- 


selbe ist 


S=abr^StVl-st^. 


Berücksichtigt  man  hier,  dass  j  a67r    die   Fläche    der   Projektion 

OJTF  als  eines  elttptischän  Qua^ftnien.  ^^steUt^    bezeichnet  die- 
selbe mit  F  und  setail 


1    .* 


11* 
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so  Ut  nach  dem  Vorigen 

S  =  kF, 

c 
worin  sieb,  weil  k  nur  von  dem  Aehsenverhäitnisse  —   des  ellipti 

sehen  Cylinders  abhängt,  ein  dem  Wittstein'schen  ganz  analoger 
Satz  ausspricht. 

II.  Besonders  einbch  und  ele^nt  ist  die  Quadratur  solcher 
Figuren,  weiche  auf  einem  cykloidalischen  Cylinder  gezeichnet 
sind.  Id  Taf.  IV.  Fig/  5.-  ist  ein  solcher  abgebildet,  worin  OZ' 
die  halbe  Basis  der  Cykloide  =r7t,  O  ihren  Scheitel  und  OX  ihre 
Hohe  =2r  darstellt,  wenn  r  den  Radius  des  beschreibenden  Krei- 
ses bedeutet.  Nähmeo  wir  wie  gewöhnlich  den  Anfang  der  Bewe- 
gung des  rollenden  Kreises  zum  Anfangspunkte  der  Coordinaten, 
die  Abscissen  |  von  Z'  nach  O  zu  und  dieOrdinaten  darauf  senk- 
recht, so  wäre  die  Gleichung  der  Cykloide 

g=:r(9  — singj),  iy=:r(l — costp) 

worin  g>  den  Wälzungswinkel  bezeichnet.  Wollen  wir  diese  Coor- 
dinaten in  die  bisherigen  a:  und  z  verwandeln,  so  mfissen  wir 
i^=OZ' — z=zr 7t :r-z /and  i2=02C— a:=2r — a:  setzen,  so  dass 
wir  erhalten 

z^rTt— r(9  — sing)),  ar=2r  — r(l^cos9)  =  r(l-|*cos9). 

Hieraus  folgt 


und 


dz  .^  .     dx 

g^=-r(l-cosg>),  g^=-.rsm9 


dz       1 — cosy  1 

Q — SS : =  tan  TT  Q>. 

OX         sing>  2  ^ 


r .  •  ■ 


Mithin  haben  wir  weiter 


V"l+[/'(a:)]a  =-1^  1  -i-  ton  4  9-  =— 1 


COSöV 


V    l  +  cosy' 


X 

d.  i.  weil  nach  dem  Früheren  l-|*cos9)=-'  ^^- 


vi+rrc^uyi^^; 


A 


t 


wenn  wir  den  Durchmesser  2r  des  erietigenden  Kreises  mit  a  hm 
zeichnen.    Nach  Formtf  i(3)  wiiU  jetit    \  - 


'= ^-/ 
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—  Pß  dx 


^{itf(x)^(pix)U  (14) 


und  diese  Formel  ist  so  einfach ,  dass  «ie  sich  flllr  eine  Unzahl  ron 
Fanktionen  q>(x)  und  il^(x)  int^griren  lässt  Die  ein&chsten  Fälle 
sind  folgende. 

a.  VüT  fp(x)=zxtaxi^f  ^ (i^r)  =  x  tan  hd  wird 

S=Va^(tana— tan«^)/    a^dx 

(/  « 

=  3  V^(tan  ©  -  tan  «^)  0?* — «*), 

und  dies  wäre  der  Inhalt  von  TÜWV  in  der  Fiirnr,  wobei  FGKU 
die  Projektion  von  TUWV,  ^XOF=&,  ^^G=m  ist.  Neh- 
men  wir  «=0,  ß=za=:OX,  so  geht  die  Fläche  TÜWV  in  die 
grossere  OPQ  über,  deren  Grösse 

S=3  V*a(tan  w  -  tan^)  Vo» 

4    a^(tana) — tan^) 
-3-  2 

ist.  Bezeichnen  wir  aber,  wie  schon  früher  einmal,  die  Fläche 
des  Dreiecks  QDE  mit  F,  so  Ut 

"     •  »,     a^(tan» — tan'&) 

F= ^ . 

< 

und  mithin  haben  wir  die  sehr  bemerkenswerthe  Relation 

b.  Für  (p{x)^=yrpxy  'tlj(x)=^\rfjx  bilden  die  in  der  Ebene 
XY  gezeichneten  Curven  zwei  Parabeln ,  deren  Parameter  p  und 
g  sind  and  deren  gemeinschaftliche  Achse  OX  ist.  Man  erhält 
lehr  einfach  fär  die  Fläche  TÜWV  (Taf.  IV.  Fig.  6.) 

Ä  =  V7(V^-  V'p)(^-«), 

and  ftir  p^O,  o=0,  ß=a,  in  welchem  Falle  <$  die  Fläche  OZ'Q 
bedeutet, 

oder  9  weil  nach  der  Gleichung  yzzzSTqx  die  Gcfrade  XD^z^Ta^ 
iBt,  S  gleich  dem  Rechtecke  aus  OX  und  DX.  Bezeichnen  wir 
die  FJädie  der  Projektion  OXEKG  mit  F,  so  ist  der  Inhalt  der- 

Mlben  bekanntlich  =|  OX.DX,  folglich 


TS» 

Qin,e)l>efir(ills  ii^berrafi^hend  .eiDfa^hes  Resultat. 

'*'-'  H<^ff'Drl  Wittsrtein  hat  sehr  richtig  bemerkt,  dasd  die  spe- 
zielle, von  ihm  gestellte  Aufgabe  wegen  ihres  praktischen  Interes- 
ses als  Rechnur^sbeispiel  in  technischen  Anstalten  dienea  könne; 
man  darf  diese  Bemerkung  vieileicht  auch  auf  die  hier  mitgetheiite 
allgemeinere  Betrachtung,  ausdehnen,  da  sie  keinerlei  Schwierig* 
keiten  des  Calciils. darbietet  und  demjenigeir, -  der  die  graphische 
Darstellung  der  quadrirten  Fläch enstöcke  mit  Hfilfe  der  descripti- 
ven  Geometrie  versuchen  will,  zu  mancher  netten  Zeichnung  Gele- 
genheit giebt. 


\\i  '  ■  .■  ■  '■    •  •'' 


I      : i .'  I 


■  ••i 


/ 


'>M 


fionstraktion  und  Klassifikation  Aer 

Bläcben  des  zweiten  Orades  mittels 

proJektlYlsclier  Oebilde. 

Von 

Herrn  Fr.  Seydewitz, 

Oberlehrer  am  Gymnasium  za  HeiligenttadL 


■  -1 .. 


Erster  Theil. 


Die  folgenden  Betrachtungen  bezwecken  die  Auflosung  der 
Aufgabe;  Durch  9  «beliebig  gegebene  Punkte  oder  an  9 
beliebig  gegebene  Ebenen  mittels  des  L'io« als  allein 
eine  Fläche  des  zweiten  Grades  zu  legen,  eine  Aii%abey 
welche  mit  der  wiederholentlich  vorgelebten  Frage  nach  dem  geo- 
metrischen Gesetze ,  weiches  zwischen  10  beliebigen  Punkten  einer 
Fläche .  des  zweiten  Grades  stattGndet,  wo  nicfit  zusapoimen lallt, 
doch  in  sehr  naber ,  Verbindung  steht.'  Die  Vorbereitung  hierirtj 
i^t  .grosseothe|ls  ini'  Reiten  Theile  meiner  Abhandlung  fiber  ^^ 
geometilscheib  Verwandtschaften  gegeben  ;  doch  wird  es  MtM^ 
sein,  einmal  besondere  Fülle  einiget  dort  au%e«|c|l|U^.  ]Uehp^^ 
noch   ins  Auge  zu  fassen ,    und  sodann  zu  den  'Eig'enscliaiten  der 
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collinearen  und  reciproken  Ebenen  die  der  colli nearen  und  recipro- 
ken  räumlichen  Strahlbiischel  hinzuzufügen.  Im  Grunde  sind  letz- 
tere den  er^tcren  coordinirt;  denn  denkt  man  sidh  im  Räume 
z%vei  Ebcnenbüschel  21 ,  21^  deren  Achsen  sich  in  einem  Punkte  D 
schneiden^  oder  aber  zwei  ebene  Strahlbiischel  B^  Bf ^  deren  Mit- 
telpunkte in  einem  Punkte  D  liegen ,  so  bestimmt  einerseits  ein 
Jeaer  Strahl  a  des  Punktes  D  zwei  Ebenen  a,  a'  von  21,  21'^  an- 
derer/^eits  eine  jede  durch  D  gehende  Ebene  a  zwei  Strahlen  a,  a' 
von  B^  Bf t  und  umgekehrt;    gibt  man  sich  also 

1)  in  einer  Ebene  (E  zwei  Strahibüschel  B^  Bf  und  in  einem 
rSumli^hen  Strahlbiischel  Z>i  zwei  mit  ersteren  projektivische  Ebe- 
nenbfischel  Sx»  2Ii'; 

2)  in  (6  zwei  Strahlbiischel  B^  B'  und  in  Di  zwei  mit  erste- 
ren projektivische  ebene  Strahlbüschel  Jbi,  J&i'; 

3)  in  C  zwei  Gerade  A,  A'  und  in  D^  zwei  mit  ihnen  pro- 
jektivische Ebenenbüschel  Hi,  H^  ; 

4)  in  S  zwei  Gerade  A,  A  und  in  Z>|  zwei  mit  ihnen  pro- 
jektivische ebene  Strahibüschel  lb\i  Tb\  \ 

5)  in  einem  räumlichen  Strahlbüschel  D  zwei  Ebenenbitochei 
2«  ^'  und  in  einem  zweiten  räumlichen  SIrahibüschel  D^  zwei 
mit  ihnen  projektivische  Ebenenbüschei  2(i  ^  2lx' ; 

6)  in  Z)  zwei  Ebenenbüschel  3,  V  und  in  D^  zwei  mit  ihnen 
projektivische  ebene.  Strahibüschel  Bi,  Bi'; 

=  7)  endlich  in  D  zwei  ebene  Strahlbüschel  B,  Bf  und  in  Dy 
zwQi  mit  ihnen  projektivische  ebene  Strahibüschel  B-i^  B^  \  so 
erhält  man  «uss^r  den  früher  behandelten  drei  Beziehungs  -  Syste- 
men noch  sieben  neue,    wo  bezüglich 

1)  jedem  Punkte  von  £  ein  Strahl  von  D^ ; 

2)  jedem  Punkte  von  S  eine  Ebene  von  Z>x; 

3)  jeder  Geraden  von  £  ein  Strahl  von  D^ ; 

4)  feder  Geraden  von  iE  eine  Ebene  von  Z>t; 

5)  jedem  Strahle  von  D  ein  Strahl  von  D^ ; 
G)  jedem  Strahle  von  D  eine  Ebene  von  Dy ; 
7)  jeder  Ebene  von  D  eine  Ebene  von  Dx 

entspricht^  und  wo  in  demselben  Sinne,  wie  dort,  htihere  und  nie- 
dere Grade  der  Verwandtschaft  zu  unterscheiden  sind. 

Man  kann  aber  auch  die  Yen^-andtschafien  räumlicher  Strahl- 
liQschel  mittels  Projektion  aus  denen  der  Ebenen  ableiten,  uqd 
dieser  Weg  soll  hier,  wo  er  am  Kürzesten  zum  Ziele  fuhrt,  ein- 
ge!«chlagen  werden. 
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§.  1 

Aufeinandergelegte  reciproke  und  inyolutorische 

Ebenen. 

Im  achten  Theile  des  Archivs  8. 42.  ist  gezeiet  worden,  dass  zwei 
beliebige  reciproke  £benen  sich  immer  so  aufemander  legen  lassen, 
dass  einem  jeden  Punkte  derselben  eine  und  dieselbe  Gerade  in  dop- 

E eitern  Sinne,  und  umgekehrt,  entspricht,  und  so,  dass  bald  ear  keine, - 
ald  unzählige  Punkte,  welche  bald  eine  Ellipse,  bald  eine  Hyperbel 
bilden,  auf  ihren  entsprechenden  Geraden  liegen,  und  man  wird 
sogleich  gesehen  haben,  dass  nur  in  dem  Falle,  wenn  die  Mittel- 
punkte beider  Ebenen  unendlich  entfernt  sind ,  die  Parabel  faerror- 
tritt.  Sowie  nun  früher  zwei  aufeinander  gelegte  projekt.  Gerade, 
deren  Durchschnitte  der  Parallelstrahlen,  und  zwei  concentrische 
projekt.  Strahlbüschel,  deren  ungleichnamige  Schenkel  der  ent- 
sprechenden rechten  Winkel  coincidiren,  involutorisch  genannt 
worden  sind,  so  sollen  auch  zwei  aufeinandergelegte  reciproke 
Ebenen,  deren  Mittelpunkte  sich  decken  und  deren  zug.  Durch- 
jmeeser  eine  Involution  bilden,  weil  hier,  wie  dort,  je  zwei  Ele- 
mente sich  in  doppeltem  Sinne  entsprechen ,  zwei  involutoris che 
Ebenen  heissen;  auch  werden  von  jetzt  an  die  vereinigten  Mit- 
telpunkte derselben  der  Mittelpunkt,  die  Achsen  jener  Invofa- 
tion  die  Achsen  der  Ebenen  selbst,  jeder  Punkt  derselben  .der 
harmonische  Pol  der  ihm  entsprechenden  Geraden  nod  letztere 
die  harmonische  Polare  des  ersteren,  je  zwei  zug.  Pankte 
einer  Geraden  und  je  zwei  zug.  Strahlen  eines  Punktes  bezfiglich 
zugeordnete  harmonische  Pole  und  Polaren  dieser  ietat- 
teren  genannt,  und  diese  Ausdrücke  auch  im  allgemeinen  Falle 
reciproker  Ebenen,  jedoch  ohne  das  Beiwort  „ harmonisch *'  ge 
braucht  werden. 

Lehrsatz    1. 

Zwei  aufeinander  gelegte  reciproke  Ebenen  sind 
involutorisch,  wenn  irgend  zwei  Punkte,  weiche  nicht, 
oder  wenn  irgend  drei  Punkte,  welche  auf  ihren  Pola- 
ren, aber  nicht  in  gerader  Linie,  liegen,  denselben 
in  doppeltem  Sinne  entsprechen. 

Beweis.  Denn  jede  Gerade,  welche  durch  einen  jener  bei- 
den Punkte  geht,  schneidet  dessen  Polare  in  einem  Punkte ,  wel- 
cher in  doppeltem  Sinne  der  zug.  Pol  des  ersteren  ist;  also  gilt 
das  nämlicne  von  je  zwei  zug.  Polen  dieser  Geraden.  Wird  non 
ein  beliebiger  Punkt  d  der  Ebene  mit  jenen  zwei  Punkten  durch 
zwei  Gerade  verbunden,  so  schneiden  die  beiden  Polaren  von  a 
eine  jede  dieser  Geraden  in  einerlei  Punkte,  fallen  also  zusammeo. 
Und  verbindet  man  die  drei  Punkte  des  Satzes  durch  zwei  Gerade, 
so  müssen  diese  zwei  Durchschnitten  der  drei  Polaren  in  doppeltem 
Sinne  entsprechen,  und  es  liegen  nun  diese  zwei  Durchschnitte 
nicht  auf  ioren  Polaren. 
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Lehrsatz    2. 

Werden  zwei  beliebige  reciproke  Ebenen  invola- 
torisch  und  zwar  so  gelegt»   dass  sie  eine  Ellipse  er- 
^'eugen»  und  wird  nun  die  eine  dieserEbenen  um  irgend 
inen  Punkt  der  Ellipse,   als  festen  Punkt,   und  zwar 


z 

e 


dass  zwei  reciproke  Ebenen,  welche  diese  letztere 
Lage  zu  einander  haben,  allemal  durch  Umdrehung  in 
jene  iuvolutoriäche  Lage  gebracht  werden  können. 

Beweis.  Liegen  die  Ebenen  iE,  ffi|  involutorisch  und  erzeu- 
gen eine  Ellipse,  und  man  legt  durch  einen  beliebigen  Punkt  (eCi) 
derselben  die  Tangente  (ee^)  und  ausserdem  eine  beliebige  Gerade 

iAAi),  so  ist  erstere  die  narmonische  Polare  von  (eei),  letztere 
lat  nothwendig  mit  der  Ellipse  einen  zweiten  Punkt  (ff|)  von  end- 
licher Entfernung  gemein,  und  die  harmonische  Polare  (ppi)  ihres 
unendlich  entfernten  Punktes  (ppi)  hälftet  die  Strecke  ef  in  einem 
Punkte  (qqi).  Wird  nun  die  Ebene  Üi  um  den  Pnnkt  (ect)  um 
zwei  Rechte  herumgedreht,  so  fällt  Ci  wieder  auf  e,  und  Ai  wie- 
der auf  A,  aber  der  Punkt  (eej)  liegt  jetzt  in  der  Mitte  sowohl 
zwischen  den  Pimkten  f  undf^,  als  auch  zwischerf  <|  und  <|i.  Die 
sog.  Pole  der  Geraden  (AAi)  bilden  also  zwei  gleichliegende  pro- 
jektivische  Gerade,  zwischen  deren  Durchschnitten  q,  q^  der  Paral- 
lelstrahlen mitteninne  sich  zwei  solche  Pole  e,  e^  vereinigen; 
also  können  sich  längs  (AAi)  kein  zweites  Paar  zug.  Pole  verei- 
nigen, d.  h.  kein  zweiter  Punkt  auf  seiner  Polare  liegen;  und  da 
jeder  Punkt  der  Ebenen  S,  iSx  einem  Strahle  des  i^uuktes  (ee|) 
angehurt,  so  gibt  es  in  denselben  überhaupt  keinen  zweiten  sol- 
ches Punkt  Setzt  man  dagegen  statt  der  Ellipse  eine  Hyperbel 
oder  Parabel,  so  bilden  die  zug.  barm.  Pole  derjenigen  Geraden, 
welche  mit  den  Asymptoten  oder  mit  der  Achse  der  Parabel  paral- 
lel laufen,  ungleichliegende  projektivisch-gleiche  Gerade,  und  man 
erhält  durch  die  Umdrehung  zwei  und  be2äglich  eine  Gerade,  deren 
tsämmtliche  Punkte  auf  ihren  Polaren  liegen. 

Umgekehrt:  enthalten  zwei  Ebenen  (E,  Si  nur  einen  Punkt 
(eCi),  welcher  auf  seiner  Polare  liegt,  so  kann  derselbe  nicht  zwei 
verschiedene  Polaren  besitzen,  weil  sonst  einer  jeden  dieser  letz- 
teren, in  anderem  Sinne  genommen,  ein  zweiter  auf  ihr  liegender 
Punkt  entsprechen  nifisste  Entweder  nun  hat  der  unendlich  ent- 
fernte Punkt  der  Geraden  (eei)  einerlei  oder  verschiedene  Polaren. 
Im  ersten  Falle  liegen  die  Mit^^el punkte  der  Ebenen  auf  dieser  Po- 
lare gleichweit  von  (eCi)  entfernt  und  fallen  nach  der  Umdrehung 
snsammen,  und  da  zugleich  ein  Paar  zugeordnete  Durchmesser 
eich  in  doppeltem  Sinne  entsprechen  miissen,  so  bilden  sämmtliche 
zug.  Durchmesser  eine  Involution,  und  folglich  sind  die  Ebenen 
involutorisch  und  erzeugen  eine  Ellipse.  Im  zweiten  Falle  dage- 
gen fallen  nach  der  Umdrehung  die  Mittelpunkte  der  Ebenen*  nicht 
xosammen,  sondern  in  eine  mit  (eei)  parallele  Gerade;  die  zug. 
Pole  eines  jeden  Strahles  von  (ee^  bilden  eine  Involution  von 
Punkten,    und  wird  also  (eCx)  der  Berührungspol  zweier  sich  os- 


162 

kulirender  Kegelschnitte,  von  denen  der  eine  diejenigen  Geraden 
zu,  Tangenten  hat,  deren  Pole  auf  ihnen  und  auf  dem  anderen 
Kegelschnitte  liegen.  Ueberhaupt  lässt  sich  zeigen ,  däss  zwei  re- 
eiproke  Ebenen  auf  unzählige  Arten  in  diese  letztere  Lage  gebracht 
werden  können. 

Dass  endlich  in  den  beiden  gedachten  Fällen  die  Ebenen 
nicht  involutorisch  sein  können,  geht  einfach  daraus  hervor,  dass 
ihre  Mittelpunkte  im  ersten  Falle  erst  nach  der  Umdrehung  sich 
vereinigen,  und  im  zweiten  schon  anfangs  getrennt  gewesen  sind. 

Lehrsatz    3. 

Zwei  reciproke  Ebenen  lassen  sich  immer  so  auf- 
einander legen,  dass  a)  alle  Punkte,  welche  auf  ihre 
Polaren  fallen,  zwei  geraden  Linien,  und  ihre  Polarea 
zwei  Strahlbüscheln  angehören,  deren  Mittelpunkte 
mit  dem  Durchschnitt  dieser  Linien  in  gerader  Linie 
liegen;  und  dass  6)  alle  jene  Punkte  einer  einzigen 
Geraden,  und  ihre  Polaren  einem  einzigen  StrahlbtischBl 
angehören;  und  zwar  sind  in  beiden  Fällen  die  Ebe- 
nen nicht  involutoAisch. 

Beweis,  a)  Denn  da  eine  Gerade  und  ein  ebener  Strahi- 
bfischel,  welche  projcktivisch  sind,  allemal  perspektivisch  gelegt 
werden  können,  so  kann  man  die  eine  Ebene  S^  allemal  so  auf 
£E  legen ,  dass  die  Punkte  einer  beliebigen  Geraden  A^  auf  ihre 
Polaren  fallen.  Es  sei  B  der  Pol  von  Ai,  nach  welchem  diese 
Polaren  gehen,  so  werden  die  Polaren  aller  Punkte  derjenigen 
Geraden  A,  welche  sich  mit  Ai  vereinigt,  im  Allgemeinen  einen 
anderen  Strahlbiischel  Bi  bilden  nnd  durch  diese  Punkte  gehen ; 
und  wiederum  werden  die  Pole  aller  Strahlen  des  Punktes  Ä', 
welcher  mit  B  vereinigt  ist,  in  einer  neuen  Geraden  A'  und  ein 
jeder  auf  seiner  Polare  liegen,  und  die  mit  A'  vereinigte  Gerade 
Ai  muss  dem  mit  Bi  vereinigten  Punkte  B*  entsprechen.  Die 
beiden  Polaren  des  Durchschnittes  von  {AAi)  und  {A'Aj')  gehen 
eine  jede  sowohl  durch  diesen  Punkt ,  als  auch  durch  die  beiden 
Punkte  (BBi')  und  (B'Bi),  fallen   also  zusamment 

6)  Man  denke  sich  die  Ebenen  involutorisch  und  zwar  so  ge- 
legt, dass  sie  eine  Hyperbel  erzeugen;  so  lässt  sich  allemal  eine^ 
ja,  wenn  dieselbe  nicnt  gleichseitig  ist,  vier  Tangenten  ziehen, 
'welche  auf  einer  Asymptote  senkrecht  stehen.  Durch  den  Beruh« 
rungspunkt  (ee|)  einer  solchen  Tangente  lege  man  eine  Gerade 
(AAi)  mit  jener  Asymptote  parallel;  so  ist  der  Punkt  {BB^)^  in 
welchem  die  Tangente  und  Asymptote  sich  schneiden,  der  har- 
monische Pol  von  {AA{),  und  die  zug.  barm.  Pole  dieser  Gera- 
den haben  paarweise  gleiche  Abstände  vom  Punkte  (66]).  Wendet 
man  nun  die  Ebene  £|  um  jene  Tangente  herum,  so  behaupten 
diese  letztere,  die  Gerade  A^  und  die  Punkte  p^ ,  B^  nebst  dem 
unendlich  entfernten  von  Ai  ihre  Stelle,  alle  übrigen  Punkten 
^j »  ^1  *  Ci . . . .  dieser  letzteren  aber  fallen  auf  ihre  zug.  Pole  a»  h% 
C....  und  also  auch  auf  ihre  Polaren  BCi,  Bh,  Bc,,.,,  mit  welchen 
gleichzeitig  auch  die  Polaren  BiCti,  Bibi,  BiCf...  von  A,  b,Cv» 
sich  vereinigen.  Die  Gerade  (AAi)  entspricht  also  auch  jetzt  noch 
dem  Punkte  (BBi)  in  doppeltem  Sinne,  zugleich  aber  auch  jeder 
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Punkt  (aai)....  dem  ihn  treffenden  Strahle  von  {BB^,    \»t  nun  p 
irgend  ein    ausserhalb  {AAi)   liegender  Punkt,    a  der  nach  ihm 

?;elieDde  Strahl  von  (BBi)  und  a  der  Durchschnitt  von  a  und 
AAi)f  80  gehen  die  Polaren  von  p  beide  durch  d,  können  also 
nicht  durch  p  gehen,  weil  sie  sonst  mit  a,  und  folglich  p  mit  a 
sich  vereinigen  roi'lssten.  Also  liegen  nur  die  Punkte  Von  (AAi) 
anf  ibren  Polaren.  Denkt  man  sich  endlich,  dass  die  Ebenen  auf 
irgend  eine  Weise  die  Lage  6)  erhalten  haben,  so  Qberzeugt  man 
sich  mittels  dies  ersten  Theiles  von  Lehrsatz  1.  soeleich,  dass  sie 
durch  gehörige  Umwendung  invointorisch  werden,  dass  die  Gemde 
(AAi)  einer  Asymptote  der  so  entstehenden  llynerbel  parallel  wird, 
und  daher  die  nun  vereinigten  IVlittelpMukte  aer  Ebenen  vorher 
nicht  vereinigt^  die  Ebenen  also  auch  nicht  involutorisch  gewesen 
seio  kSunen. 


Lehrsatz    4. 

In  jswei  aufeinander  gelegten  reciproken  Ebenen 
kSnnen  nicht  bloss  swei  bder  irgend  einepr^ssere,  aber 
besehrftnkte  Anzahl  von  Punkten  auf  ihren  Polaren 
liegen. 

•  Beweis.  iHat  raend  ein  solcher  Punkt  zwei  besondere. Pola- 
re«; so  hat  jcNle  der  letzteren,  in  anderem  Sinne  genommen,  einen 
zweiten  auf  ihr  liegenden  Pol,  dieser  eine  zweite  Polare,  diese 
einen  neuen' Pol  und  so  ins  Unendliche  fort;  es  kann  also  hAch- 
sti&ns.yon  solchen  Punkten  die  Rede  sein,'  denen  einerlei  Gerade 
Id  dopnelteqi  Sinne  entspricht.  Liegen  nun  drei  derselben  in  ge- 
rader Linie,  so  müssen  alle  Punkte  dieser  Linie  auf  ihren  Polaren 
U^MD  —  und  findet  jenes^  nicht  statt,  so  sind  die  Ebenen  nach 
Ldffsatz  1.  involutorisch  und  auf  jed^r  durch  einen  dieser  Punkte 
gehenden  jQ^raden  müssen  sich  zwei  zug.  barm.  Pole  derselben  io 
einem  neuen.  Punkte  vereinigen,  so  dass  also  die  Ebenen  unzäh- 
lige Pqnk^e  b^sits.en.  die  auf  ihren  Polaren  liegen.  Es  eriibrijgt 
a£o  nw  noch  .der  Fall  von  zwei  solchen  Punkten.  Man  denke 
sich  .durcb  diese  Punkte  a,  b,  deren  Verbindungslinie  xi  sei, 
zwei  Parallelen  .a,  b  gezogen;  so  werden  die  zug.  Polare  von  a, 
und  ebenso  die  von  A,  zwei  gleichliegende  projektivische  Gerade' 
bilden,  weil  pur  in  solchen  es  sich  ereilen  kann,  dass  ein  ein- 
ziges Paar  entsprechende  Punkte  sich  in  (t  (b)  vereinigen^  und 
nur  in  einem  Falle,  wenn  a  mit  der  Polare  von  a  zusanunenfallt^ 
tritt  der  Umstand:  ein,  dass  alle  Punkte  der  einen  Geraden  dem 
einzigen  Punkte  a  entsprechen.  In  allen  anderen  Pfillen  wird  a« 
und  ebenso  b,  in  der  Mitte  zwischen  den  Durchschnitten  der 
Parallelstrahlen ,  d.  h.  der  PoLnren  des  unendlich  entfernten  Punk- 
tej^'  von  a  und  &  liegen,  diese  Polaren  also  in  einem  Punkte  p 
von  A  converglren  miissen.  Nun  aber  haben  die  Punkte  a  und  b 
ein  jeder  nur  eine  einzi&^e  Polare,  also  die  Gerade  A  auch  mir 
einen  einzigen  Pol  ß;  clie  beiden  Polaren  von  p  gehen  sowohl 
durch  B,  als  auch  nach  dem  unendlich  entfernten  Punkte  von 
a,  6;  sie  fallen  also  in  eine  einzige  p  zusammen.  Die  Ebenen 
besitzen  also  zwei  Punkte  B  und  p,  welche  nicht  auf  ihren  Pola- 
ren liegen  und  denselben  in  doppeltem  Sinne  entsprechen,  sind  also 
nach  Lehrik  1.  involutorisch  und  besitzen  unzählige  Punkte  wie  a  und  b. 
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Aus  den  drei  letzten  Lehrsätzen  ergiebt  sich  nun  mit  aller 
Strenge : 

Lehrsatz    5. 

In  zwei  aufeinandergelegten  reciproken  Ebenen 
gibt  es  entweder  keinen  oder  nur  einen  oder  unzählige 
Punkte,  welche  auf  ihren  Polaren  liegen;  und  diese 
Punkte  bilden  entweder  einen  Kegelschnitt  oder  zwei 
Gerade  oder  eine  einzige  Gerade. 

Lehrsatz    6. 

In  zwei  involutorischen  Ebenen  gibt  es  entweder 
keinen  oder  unzählige  Punkte«  welche  auf  ihren  Pola- 
ren liegen,  und  diese  Punkte  bilden  allemal  einen  Ke- 
gelschnitt, dessen  Tangenten  ihre  Polaren  sind. 

Die  im  vierten  Theile  des  Archivs  S.  273  und  276  enthalte- 
nen Sätze  gelten  auch,  von  den  zug.  .Durchmessern ,  Acbsenpunk- 
ten  und  den  Brennpunkten  zweier  involutorischer  Ebenen,  una  zwar 
nicht  bloss,  wenn  sie  einen  Kegelschnitt  erzeugen,  sondern  auch 
wenn  dieses  nicht  der  Fall  ist.  Da  dieselben  später  zur  Entwicke- 
lung  ganz  ähnlicher  Eigenschaften  der  reciproken  Stahlbuschel 
dienen  sollen,  welche  letzteren  für  die  Theorie  der  Flächen  des 
zweiten  Grades  von  äusserster  Wichtigkeit  sind,  so  soll  hier  der 
Beweis  für  den  noch  nicht  betrachteten  Fall  nächgieholt  werden« 

Es  sei  in  Taf.  V.  Fig.  1.  M  der  Mittelpunkt  der  beiden  Ebenen; 
8,  Si  seien  diejenigen  zwei  zug.  härm.  Pole  (ideale  Scheitel)  der 
einen  Achse,  w.elche  gleichen  Abstand  vom  Mittelpunkte  m  der 
Involution  haben;  so  ist  Ms=iA  die  halbe  Länge  dieser  Achse, 
und  es  sei  B  die  auf  ähnliche  Weise  zu  nehmende  halbe  LSnge 
der 'anderen  Achse;  die  im  Punkte  s  auf  sSx  senkrechte  Gerade  « 
ist  die  härm.  Polare  des  anderen  Punktes  s^.  Sind  nun  Jlfa,  üfo^ 
ireend  zwei  zug.  Durchmesser  der  Ebenen ,  welche  die  s  in  0,  <4 
schneiden,  so  geht  die  barm.  Polare  von  ft  durch  Si-  und  ist  niit 
üfdi  parallel,  und  die  härm.  Polare  von  Ai  geht  auch  durch  a^ 
una  ist  mit  Mcl  parallel;'  erstere  schneide  die  Ufa  in  a^  ^^d  die 
andere  Achse  in  b| ,  letztere  die  Mc^  in  a  und  dieselbe  Achse  in 
b;  so  ist  üfbüf^sa,  iEfb^^^sai,  abJ-bb«;  und  da  die  härm.  Po- 
lare von  bi  durch  a  gehen  und  senkrecht  auf  bb|  stehen  mass, 
so  sind  b,  bi  zug.  barm.  Pole  der  anderen  Achse,  und  folglich 
üfb.ilfbi::^!^.  Sind  endlich  Au  B^  die  halben  Längen  der 
Durchmesser  MCi,  Mdi ,  d.  h.  der  gegenseitigen  Abstäncß  derje- 
nigen zug.  barm.  Pole  dieser  Durchmesser,  welche  vom  Punkte  M 
fleicbweit  entfernt  sind,  so  ist,  weil  a,  a^  und  a^,  a  zug.  barm« 
^ole  derselben  sind,  Ma.JUai  =z  Ai'^,  ^fti •  iüfa  =  ^i^.  Aus  den 
Proportionen 

Ma:Mai=iaai:Mbi  und  Mail  Ma=aai:  Mb 
ergibt  sich  nun 

M^.Ma^=A^^= — ä^"'^^   Mai,.Ma:==:B^^='-^!^^ — ;  (1) 
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also  ist 

^i"+Äi»= ^ = ^ 

oder 

Ax^+Bi^=A*  +  B^.  (2) 

.  Siod  a,  €ii,  q>  die  Winkel >  welche  iffil,  Mai  ™>t  ilfd  und  mit 
eiDander  bilden,  so  ist 

JIf5.aai=Jfa.Mai.sing)  und  ^i«.^«=^^"^,üfb.üfb, 
ifa«.Ä^Ä«    \      .    o  »#    »«     » 

= TT-5 ;    also  Ai.Bi,aai  =  Jna.Jaai.B 

=      gin  y      ;   Ai.Bi.smg>=zA.B;  (3) 

,  ^    .  ^,        ilfoi«  08     i»fo^«.ilfb.itfo«,itfbi     „,   ., 
•Ui2«:sin2«,  =  3j55..— =  — ^^^ —-=B,^:A,^. 

abo 

;^  .!<j«:Äi«  =  sin2ai;sin2a,  (4) 

-  In  Taf.  V.  FigJ  2.  seien  o,  Oi  ireend  zwei  zag.  bann.  Pole  ( Achsen  - 
punkte)  der  Achse  85^;.  o^  die  härm.  Polare  Ton  0;  t,  t^  die 
vom  Hittbljmnkte  M  gleichweit  entfernten  zag.  härm.  Pole  der  an- 
dÄreb  Achse;  ^  die  narm.  Polare  von  t,  welche  Oi  in  b^schneL- 
dflft;  b^  &i  tHe  von  0  nach  t,  b«  gehenden  Geraden,  vnd  er,  Oi  die 
l¥inkel,  welche  sie  mit  sSi  bilden;  so  lie^  der  barm.  Pol  von  ft 
unf  den'  härm.  Polaren  von  0  and  r,  also  m  bi ;  folglich  isind  b, 
K'  'twel  ziig.  barm.  Polaren  des  Panktes  0.  Nennt  man  endlich 
miijentgen  Winkel,  welchen  die  gleichweit  von  Ms  abstehenden 
log.  jiarm.  Polaren  des  Punktes  0  einschliessen.  den  diesem  Punkte 
v^iihOrigen  Achsenpunk twinkel,  bezeichnet  die  Hälfte  des- 
Mßien  mit  Ai  und  die  des  dem  Punkte  Oi  zugehörigen  mit  Bi, 
äo  ist 

tnga.tnga,  =  tngM,  =  535. .  ~-  =  5g5-^^, 
und  ebenso 

also 
tng-^i+tng*Af  SÖ^(55  +  S^;=S5JK?0^^=^^       (2) 


...      .:     "^''^  ■  i»s»«.  =  i«a.M<i,.m,'=W7m^' . ,.  . , 

na 

Setzt  man  in  (1)  log^i=l  oder  41=450,  so  ist 


Id  diesem  Falle  aber  bilden  die  zug.  bann'.  PoIakd.  des  Punk- 
tes a  eine  liivolutioii  der  rech'feD  Winkel,  und  a  heisst  dann  ein 
Brennpunkt  der  invnlutorischen  Ebejien;  also  besitzen  die 
letzteren  auch,  w.enn  sie  keinen  .Kegelschnitt  erzeugen,  zvrei 
Brennpunkte,    welche  aber  der  kleineren  Achse  angeboren, 


Frbjekiivische'' Ebenen  and  räumliche  StraUbüscneL 

Sind  im  Räume  i^end  eine  Ebene  iS,  und  eiu  Punkt  D  gege- 
ben, so  geht  nach  jeden!  Punkte  ü,  b,  C,  0....  von  fC  ein  bestunm- 
tf^  Strahl  ß,b,Cjd....  Ton  D,  und  nach  jeder  Geraden  a,b,c,d.... 
.von  (E  eine  .bestimmte  Ebcoe  u,  ß^y,  S..i,  von  />  (msbesondere  nact 
der  ibVendUdientfernteD  Geraden  von  iC  eine  Paralleleheue  von />J, 
(uid  man,  erhält  so  einen  räumlichen  Sljralilbü^cbe'LiJ,  wor'ip 
j^er  ebene  Strahlhüficher  £  mit  einer  Geraden  A,  uud  jeder  I^fq- 
nenbfischel  21  mit  einem  ehenen  Strahihdschel  li  von  lc>  in  AÖ- 
sehung  der  sich  treffenden  Elementäapaare ,  perspektivisi:!)  pst. 
Ein  solcbec  StrahlbiWhel  D  beisst  daher  seihst  mit  der  Ebene  tt^ 
in  Apsebung  jener  Elementen  paare,  perspektivisch,  und  ea  s  al- 
len aiich  z»vei  Ebenen  £,  (Ci,  .neiche. mit  eineri«  täumltch«n 
Strahlbuscuel  D,  und  andererseits,  zwei  raumliche  Strahlbiiscliel 
D,  i>^,  welche  mit  einerlei  Ebene  K  perspektivisch  sind,  nnt^ 
sich,  in  Ansehung  der  sich  entsprechenden  Elemeotenpaiu«,  P^I^ 
spektiviach  heissen  und  diese  Eigenschail  durch 

(£,(«,  b,  c,  i>....)~D(M,  b,  c,  d....)  oder 

St(a,l>,c,d....)=D(a,ß,y,ä....)  oder  -.  .  ;.;,, 

(6(0,  b....  a.  b....)^D{a,  6....  o, (J) ; 

ffi(«,  b,  c,  0....)^(ei(«i,  b,,  Ci,  »a—)  ™^  8»  f«rt 
bezeichnet  werden. 

.    In  -zwei  pvrapelctiTisch^n  Ebenen  tE,  (Ej   hnssen  diefenjgtn 
zwei  Geradefi  r,'^,  wetcbe'vd«B  unendUcfa  «atTerateD  Gäradeii  i^,  9 
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von  tti,  S  eDtsprecheu,  die  Durchschnitte  der  Parallelebe- 
II en  oder  auch  die  Achseo  beider  Ebenen.  Im  Durchschnitte 
(ß0i)  iweier  perspektivi^chün  Ebenen  sind  allemal  zwei  ent- 
sprechende pr o jektivi 8 ch -gleiche  Gerade  vereinigt ,  und  je 
zwei  entsprechende  Gerade ,  welche  mit  (eei)  parallel  sind^  sind 
projektivisch-ähnlicli^  ausgenommen  ein  einziges  Paar,  welche 
ebenfalls  gleich,  aber  ungleichliegend  sind,  nömlich  diejenigen, 
in  deren  Afitte  der  Projektionspunkt  D  liegt.  Diejenige 
Ebene  von  D,  welche  auf  leei)  senkrecht  ist,  schneidet  S,  S^  ^^ 
swei  Geraden,  welche  auf  (eci)  senkrecht  stehen,  nnd  derjenige 
Strahl  t  von  D,  welcher  diese  Geraden  unter  gleichen  inneren 
IVinkeln  schneidet,  bestiumit  in  iE,  &i  zwei  Punkte,  deren  ent- 
sprechende 8trah!enpajire  zwei  p  r  o  j  e  k  t  i  v  i  s  ch  -  g I  e  i  ch  e  Ntrahl- 
buschel  bilden.  Es  gibt  zm-cI  »Strahlen  i  und  folglich  auch  zwei 
Paar  solche  Strahlbiischel  u.  s.  w.  (ver^l.  Arch.  Tbl.  8.  8.  10.). 
Ueberhattpt  geht  unmittelbar  aus  der  Erklärung  der  Collineation 
hervor,  dass  zwei  perspektivische  Ebenen  jedesmal  auch  col li- 
near sind.  Liegt  ihr  Projektionspunkt  unendlich  entfenit,  so  sind 
sie  affin  und  insbesondere  gleich,  wenn  zugleich  die  mit  (eei) 
parallelen  Projektionsebenen  die  IC,  S^  unter  gleichen  inneren 
Flächenwinkeln  schneiden;  IIb n lieh  dagegen,  wenn  der  Projek- 
tionspunkt eine  endliche  Entfernung  und  die  Ebenen  (C»  S|  eine 
parallele  Lage  haben;  und  endlich  congruent,  wenn  letztere 
parallel  und  ersterer  entweder  unendlich  entfernt  ist  oder  ewisehe* 
beiden  Ebenen  mitteniinie  liegt. 

Abef  auch  umgekehrt  lässt  sich  behaupten: 

Lehrsatz?. 

Zwei  collineare  Ebenen  lasset  sich  allemal  auf  uu- 
x&hlige  Weisen  in  perspektivische  Lage  bringen. 

Beweis.  Denn  legt  man  sie  so  im  Kaiune,  dass  das  eine 
Paar  ihrer  entsprecliendca  projektivisch- gleichen  Geraden  und 
deren  entsprechende  Punkte  sich  vereinigen,  und  sind  JB,  B^  irgend 
zwei  andere  entsprechende  Punkte ,  so  schneiden  sichle  zwei  ent- 
sprechende Strahlen  dieser  Punkte  im  Durchschnitte  der  Ebenen, 
sie  sind  also  perspektivisch,  d.  h.  alle  diesen  Strahlen  angehorige 
etatsprechenden  Punktenpaare  Liegen  mit  einerlei  Punkte  der  Ge- 
raden BBi  in  gerader  Linie.  Folglich  convergiren  sänuntliche 
Verbindungslinien  entsprechender  Punktenpaare  beider  zunächst 
schaarenweise  in  besonderen  Punkten  von  ßB^ ;  aus  demselben 
firunde  aber  auch  in  den  Punkten  jeder  anderen  Geraden,  .welche 
zwei  entsprechende  Punkte  verbindet;  also  convei^ren  alle  in 
einem  una  demselben  Punkte  D. 

Weit  schwieriger  wird  sich  der  Beweis  fär  den  analogen  Fall 
räumlicher  Strabibüschel  zu  Stande  bringen  lassen,  und  diess  hat 
seinen  Grund  darin,  dass  vier  gegeneinander  feste  Strahlen  eines 
Punktes  D  im  Räume  steh  nicht  allemal  so  legen  lassen,  dass 
sie  vier  beliebig  gegebene  Punkte  einer  Ebene  £  treffen. 

Lehrsatz    8. 

In  zwei  perspektivischen  räumlichen  Strahiböscheln 
gibt  es:allemal  entweder  zwei  Paar  entsprechende  pro- 
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jektivisch-gleiche  ebene  Strahlbiischel  und  iwei  Paar 
entsprechende  projektivisch -gleiche  Ebenenbüschel» 
öder  es  gibt  von  beiden  Arten  nur  eines  oder  unzftli- 
lige  Paare. 

Beweis,  ä)  Steht  der  gemeinschaftliche  Strahl  von  D,  JD^ 
schief  auf  dem  perspektivischen  Durchschnitte  £•  so  wird  das 
eine  Paar  der  ersten  Art  von  den  beiden  Parallelehenen  gebildet, 
das  andere  von  denjenigen  zwei  Ebenen,  welche  man  erhält,  wenn 
man  senkrecht  auf  den  gem.  Strahl  in  der  Mitte  desselben  eine 
Ebene  errichtet  und  nach  der  Geraden,  worin  diese  Ebene  die  St 
schneidet,  durch  />,  Di  zwei  Ebenen  legt,  was  sich  aus  der  Con- 
gruenz  ebener  Dreiecke  ergibt.  Das  eine  Paar  der  anderen  Art 
wird  von  den  gemeinschaftlichen  Ebenen  beider  Strahlböschel  ge- 
bildet, und  die  Achsen  des  anderen  erhält  man,  wenn  man  aus- 
1>,  />]  zwei  Senkrechte  DA,  D^A^  auf  £  fällt,  den  Abstand  ÄAx 
ihrer  Fusspunkte  im  Verhältniss  von  DA :  D^A^  in  einem  Punkte 
M  theUt,  und  die  J^eraden  DM,  D^M  zieht.  Denn  ist  BMBy 
ireend  ein  in  (E  liegender  Strahl  des  Punktes  M,  dessen  Theile 
mB,  MBi  auf  verschiedenen  Seiten  der   Linie  AAi  liegen,    so 

sind  in  den  rechtwinkligen  Dreikanten  MCDAB)  und  üf (jO«^«  A) 

DA      DA  X    A   A    *^ 

die  Winkel  DßtA=:DiMiAi,  weil  igrj=lg3"*  femer  die  Schei- 
telwinkel AMBzzzAiMBi;  also  sind  auch  die  FlSchenwinkel 
A(MD)B  =  Ai(MDi)Bi  u.  s.  w.  b)  Steht  der  cem.  Strahl  senk- 
recht auf  £,  so  fallen  die  zweiten  Paare  mit  den  erstei«  zosam- 
men;  und  c)  liegt  ausserdem  die  Ebene  £  in  der  Mitte  zwischen 
D  und  />!,  oder  ist  dieselbe  unendlich  entfernt,  so  gibt  es  unzäh- 
lige Paare  von  beiden  Arten. 

Lehrsatz    9. 


MM^^^MMM^^xj  gleichseitige,  ^.^.n»,...^,  ^.  .«.  ,.  ^  ^e..«  «•»«^»u»»- 

der   senkrechten    Strahlen    des    einen    drei    ebensolche 

Strahlen  des  anderen  entsprechen,  oder  es  gibtuoz&h- 
i:**^    «»i^k^    D»».A      %,r«i«k«    ^:«^    v^^4.^    ^^Jr^s-    u-.i 


Beweis,      a)    Der    gem.   Strahl  DDi    stehe    schief  auf  S. 
Legt  man  durch  2),    Di  eine  Ebene  senkrecht  auf  (S,    so  liegen 
in  dieser  Ebene   zwei    entsprechende  ebene    Strablbfisehei ;     die 
Schenkel  der  entsprechenden  rechten  Winkel   dieser  letzteren  bil- 
den zwei  Paar  entsprechende  Kanten  r, Vi ;   t,  ti,  und  diejenicei^ 
zwei  Strahlen  s,  Si,  welche  auf  jener  Ebene  senkrecht  stehen »bil-— 
den  das  dritte  Paar   Kanten  der    in  Rede    stehenden  Dreikante-. 
Denkt  man  sich  nun,   die  Kanten  a,   b,   c  und  ai,  bi,  Ci  .eine9 
neuen   Paares    entsprecheilder   normaler   gleichseitiger    Dreikante 
schnitten  die  Ebene  £  in  den  Punkten  a,b,  c,  so  seien  y,ß,  a,  M 
die  Mittelpunkte  der  Strecken  ab,  c^c,  bc,  DDi\    weil  nun  Wink«/ 
a/>b==a/fib=/2,   so  wäre  die  Strecke  />)'=:av=:b/=J9|^9    also 
Myy  und   aus  demselben  Grunde  auch  itfp,   May   senkrecht   anf 
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DD^ ;  folglich  mQsslen  My,  Xtß,  Ma  in  einer  Ebene,  und  die 
Punkte  7,  /?,  «in  einer  Ueraden  liegen ,  was  nur  dann  mGeiiöb 
ist,  wenn  einer  der  Punirte  a,  b,  c,  z.  B.  c,  unendlich  entfernt 
ist.  Dann  aber  wflre  c|Jci,  die  Ebenen  Doh^  D^ab,  beide  senk- 
recht auf  £5  würden  also,  da  durch  DD^  nur  eine  senlcrechte 
Ebene  auf  S  geßillt  werden  kann ,  itiit  der  vorhin  gedachten  Ebene, 
und  die  neuen  Dreikante  mit  den  früheren  zusammenfallen,  b)  Steht 
DDi  senicrecht  auf  S,  so  bilden  je  zwei  rechtwinklige  Und  ifnit 
K  parallele  Strahlen  nebst  DDi  ein  normales  gieicbseitiges  Drei- 
kutt,  welchem  ein  gleiches  im  anderen  Strahlpüschei  entspricht; 
und  c)  liegt  S  mitteninne  zwischen  D ,  D^  oder  ist  unendlich  ent* 
femt,  so  gibt  es  unzählige  beliebige  solche  Dreikante. 

Erklärungen. 

Eine  Ebene  und  ein  räumlicher  Strahlbüschel  beis- 
sen  colÜnear  oder  reciprok,  wenn  eine  zweite  Ebene 
mit  def  ersteren  bezüglich  collinear  oder  reciprokund 
mit  dem  letzteren  (in  Ansehung  der  betreffenden  Elementen* 
paare)  perspektivisch  ist. 

Zwei  räumliche  Struhlbüschel  heissen  collinear 
oder  reciprok,  wenn  bezüglich  entweder  beide  mit  der? 
selben  Ebene  collinear  oder  beide  reciprok,  oder  aber 
der  eine  mit  einer  Ebene  collinear,  der  andere  mit  der- 
selben Ebene  reciprok  i^st. 

Ohne  weitere  Erläuterung  wird  man  nun  die  folgenden  Sätze 
fiir' richtig  befinden. 

Lehrsatz    10. 

In  zwei  collinearen  räumlichen  Strahlbüscheln  ent- 
spricht jedem  ebenen  Strahlbüschel  des  einen  ein  dentr 
selben  nrojektivischer  ebener  Strahlbüschel  des  ande- 
ren,  und  jedem  Ebehenbüschel  des  ersten  ein  demsel- 
ben, projektivischer  Ebenenbüschei  des  letzten;  und 
umgekehrt. 

Zusatz.  Zwei  räumliche  Strahibüschel,  deren  Strahlen  paarr 
weise  gleiche  Wipkel  einschliessen ,  sind  collinear,  und  jenachdiem 
diesellien  congruent  oder  symmetrisch  sind,  sollen  sie  gteidiT 
liegend  oder  ungleichliegend  gleich  heissen. 

Lehrsatz    11. 

In  zwei  r,eciproken  räumlichen  Strahlbüscheln  ent- 
spricht einem  jeden  ebenen  Strahlbüschel  des  einen 
ein  demselben  projektivischer  Ebenenbüschei  des  ai[^r 
derenj  und  einem  jeden  Ebenenbüschei  des  ersten  eT« 
demselben  projektivischer  ebener  Strahibüschel  des 
leisten;    una  umgekehrt.  ,  ' . 

Zusatz.     Können  zwei  räumliche  Strahlbüschel  so  geleet  weiv 

den,  dass  einem  jeden  Strahle  des  einen  eine  gegen  ihn  setikrechte 

Ebene  des  anderen  entspricht,    so  gilt  dasselbe  auch  gegenseitig, 

1  und  jedem  ebenen  Strahibüschel  des  einen   entspricht  ein  demsab- 

ben  projektivisch-gleicher  Ebenenbüschel  des  anderen ;  dieselben  |sind 

Theil  IX.  19 
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daher  in  jeder  beliebigen  Lage  reciprak,    und  •  zwar  Bollen  «ie 
gleiche  reciproke  räumliche  Strahlbüschel  heiasen. 

Lehrsatz    12. 

Ist  bei  irgend  einer  Anzahl  n  Gebilden  «-'Ebenen  und 
räumliche  Strahlbüschel  —  in  irgend  einer  bestimmten  Ord- 
nung genommen^  der  Reihe  nach  jedes  Gebilde  mit  dem 
darauffolgenden  collinear  oder  reciprok,  so  ist  jedes 
mit  jedem  und  namentlich  auch  das  erste  mit  dem  lots- 
ten collinear  oder  reciprok. 

Lehrsatz    13. 

In  zwei  concentrischen  collinearen  räumlichen  Strahl- 
büscheln  müssen  sich  allemal  wenigstens  ein  Paar  ent- 
sprechende Strahlen  und  ein  Paar  entsprechende  Ebe- 
nen vereinigen. 

Beweis  nach  Seite  25,  1.  des  8ten  TUs.  des  Archivs  mittels 
zweier  aufeinandergelegten  Ebenen ,  deren  eine  mit  dem  «inen, 
die  andere  mit  dem  anderen  räumlichen  Strahlbüschel  perspekti- 
visch ist. 

Lehrsatz    14. 

In  zwei  beliebig  liegenden  collinearen  rfinmlichen 
Strahlbüscbeln  sind  wenigstens  ein  Paar  entsprechende 
Strahlen  und  ein  Paar  entsprechende  Ebenen  parallel. 

Beweis  nach  dem  vorigen  Satze  mittels  eines  dritten  Strahl- 
büschels, welcher  mit  dem  einen  concentri^itcb  ist  und  dessen 
Strahlen  denen  des  anderen  parallel  sii\d. 

Lehrsatz    15. 

In  zwei  collinearen  räumlichen  Strahlbüscbeln   gibt 
es  allemal  ein  Paar   entsprechende   normale  gleiichsei-. 
tige  Dreikante,  d.  h.  drei  zu  einander  rechtwinklif^en 
Strahlen  des  einen  entsprechen  drei  eben  solche  Strah- 
len im  anderen. 

Beweis.  Es  seien  Z>,  D^  irgend  zwei  coliineare  räumliche 
Strahlbüschel,  nämlich 

l>(a,  fij  e,  c?....)=Z^(ai»  6i,Ci9i^....};    : 

man  denke  sich  einen  mit  Di  concentrischen  räumlichen  Strahl- 
büschel D2»  dessen  Ebenen  o^,  ß2,  ^2»  ^a*—  ^^  ^^^  Strahlien  Oi, 
61,  Ci,  dl....  des  ersteren  senkrecht  stehen;  rechne  jetzt  diese 
Ebenen  auch  zu  Z>i  und  denke  sich  die  denselben  in  D  entsprechen- 
den Ebenen  or,  ^,  y,  d....;  endlich  denke  man  «ich  einen  adt  JD 
concentrischen  Strahlbüschel  Z^,  dessen  Strahlen  a^  b',  ^,  df,^ 
auf  den  Ebenen  er,  j3,  y,  6...,  senkrecht  stehen;  so  ist,  weil  nach 
Lehrsatz  il.  Zusatz,  die  Strahlbüschel  Z>|  und  D^y  D  tmd  D' 
reciprok  sind : 
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^  («%.  A .  y.»  «2-) = ^(«,  /J,  y,  8 ) = if  (a',  b',  e,  d' ), 

■ 

siIho  aach 

D(a,  b,  c,  d....)  t=z  iy{a\  b\  c\  dV..). 

So  oft  nno  in  diesen  letzten  Strahibltecfceln  />»  IV  zwei  ent- 
spreobende  Stralilen  e,  e'  sich  vereinigen,  miuM  die  zu  />  geh5» 
rige,  auf  (ee'^  senlcrechte  Ebene  e  in  1>|  einer  Ebene  <a  eotdprecben, 
welche  am  Einern  Strahle  e^  dieses  Strahlbfisohels  senkrecnt  steht, 
der  seinerseits  wieder  jenem  eisten  Strahle  t  oder  (et')  von  D  eot* 
npricht  Nun  aber  gibt  es  nach  Lehrsatz  13.  allemal  ein  Paar 
solche  Strahlen  e,  e';  also  gibt  es  in  den  Strabibüscbeln  Dy  Z>« 
auch  allemal  zwei  sich  entsprechende  Strahlen,  welche  auf  zwei 
Ebenen  senkrecht  stehen ,  die  sieh  ebenfalls  entsprechen.  Die  die- 
sen Ebenen  angehorigen  entsprechenden  projektivischen  Strahl- 
bflschel  aber  enthalten  allemal  z^vei  entsprecnende  rechte  Win- 
kel; also  bilden  die  Schenkel  des  einen  dieser  Winkel  mit  dem 
auf  ihrer  Ebene  senkrechten  Strahle  ein  normales  ffleichseitiges 
Dreikanty  welchem  ein  ebensolches  Dreikant  Im  anderen  Stranl- 
büschel  entspricht. 

Die  entsprechenden  Kanten  und  Seiten  dieser  beiden  Drei- 
kante sollen  die  entsprechenden  drei  Paar  Normalstrah- 
len und  die  entsprecnenden  drei  Paar  Normalebenen  der 
eoliinearen  rftumlicnen  Strahlbüschel  heissen, 

L,e  h  T  s  a.t  z    16. 

Zwei  collineare  räumliche  Strahlbfischel  lassen  eich 
allemal  und  zwar  auf  nnzählige  Weisen  in  perspektivi- 
sche Lage  bringen;  dpch  fallen  in  jeder  dieser  Lagen 
immer  nur  ein  bestimmtes  Paar  entsprechende  Normal- 
ebenen aufeinander. 

Beweis.  Es  seien  Z>,  D^  (Taf.  V.'  Fig.  3.)  irgend  zwei  collineare 
Tfiomliche  Strahlbfischel,  deren  Mittelpunkte  eine  beliebig  gewählte 
feste  Lage  haben;  r,  ri;  %,  %x\  /,  ^  seien  die  entsprechende« 
drei  Paar  Normalstrahlen ;  und  p,  ^;  tf,  0i;  t,  T|  die  denselben 
eegenfiberliegenden  entsprechenden  drei  Paar  Normalebenen.  Man 
denke  sich  beide  Strahlbüschel  so  gedreht,  dass  ein  Paar  dieser 
Ebenen,  z.  B.  ^,Vi»  ^"^^  vereinigen,  und  sodann  wieder  den  einen 
der  in  (^^i)  liegenden  entsprechenden  ebenen  Strahlbüschel  derge- 
stelt  um  seinen  festen  Mittelpunkt  D%  gedreht,  dass  irgend 
zwei  entsprechende  Strahlen  r',  r^  oerselben  mit  der  Verbin- 
dungslinie der  festen  Punkte  />,  D^  zusammenfallen.  Diess  vor- 
ausgesetzt, so  müssen  diese  ebenen  Strahlbüschel  perspektivisch 
Min.  und  sämmtliche  entsprechende  Ebenenpaare  von  Z>,  Dx^ 
lyelche  durch  die  parallelen  Strahlen  r,  r^  gehen,  werden  sich  m 
Ifülter  mit  r,  r^  parallelen  Geraden,  welche  auf  dem  perspekti- 
^iddien  Durchschnitt  jener  ebenen  Strahlbüschel,  also  in  einer 
l^bene  fl£  liegen,  durchschneiden.  Kann  man  nun  zeigen,  dass 
anöser  r.  Vi  noch  irgend  ein  zweites  Paar  entsprechende  Strah- 
len» welche  nicht  auf  der  Ebene  (poi)  liegen,  sich  in  ^em  Punkte 
schneiden,  oder  dass  ausser  den  Ebenen  ^r  und  r^r^y  q  und  ^ 

12* 
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noch  irgend  ein  Paar  entsprechende  sich  vereinigen,  so  werden, 
da  zwei  proj.  Ebenenbüscnel  durch  drei  Paar  entsprechende  Ebe- 
nen bestimmt  sind,  je  zwei  entsprechende  Ebenen,  welche  durch 
den  Strahl  l^t^i  gehen,  sich  vereinigen,  und  demnach  je  zwei 
entsprechende  Strahlen  von  D,  Di  sich  in  der  Ebene  it  schnei- 
den müssen. 

Zo  diesem  Behufe  denke  man  sich  durch  den  Strahl  r'  eine 
Ebene  gelegt,  welche  die  Ebenen  tf,  t  in  den  Strahlen  «',  ^  schnei- 
det, und  durch  Ti'  die  der  ersteren  entsprechende  Ebene ^  welche 
die  Ebenen  tfi,  T|  in  den  entsnrechiBnden  Strahlen  'i'».^  schnei- 
det. Jetzt  bestimme  man  aur  der  Geraden  DD^  zwei  Punkte  p 
und  q  dergestalt,  dass 


/)p_ />q        cotir^ 

I     Z>iq     cotfiri" 


und  errichte  in  diesen  Punkten  in  der  Ebene  (ppi)  auf  DDi  zwei 
Senkrechte  p ,  q.  Femer  bestimme  man  auf  DDi '  zwei  andere 
Punkte  m,  n  so,  dass 

Dm      Dn       cotsf 
Ditn     Diti     cotii^i" 

und  beschreibe  in  der  Ebene  (qqi)  über  der  Strecke  mn  als  Diuch- 
messcr  einen  Kreis  K.  Es  sind  nun  bloss  drei  Fftlle  möglieh: 
ä^  die  Punkte  m  und  n  schliessen  die  Punkte  p  und  q  ein,  und 
die  Geraden  0,  or  schneiden  den  Kreis  K;  b)  die  Punkte  m»  it 
werden  von  den  Funkten  p,  (|  eingeschlossen,  und  die  Geraden 
p,  q  schneiden  K  nicht ;  c)  die  Punktenpaare  m,  n  und  p,  q  schlies- 
sen sich  gegenseitig  aus,  und  die  Geraden /i,  q  schneiden \C 
nicht;  denn  der  Fall,  dass  m,  n  mit  p,  q  zusammenfallen,  iSsst 
sich  immer  durch  eine  andere  Wahl  der  Strahlen  £',  ii'  verm^den. 
Man  bemerke  hierbei,  dass  sowohl  m,  n  als  p,  q  nüt  den  Punk- 
ten D,  Dl  harmonisch  sind. 

a)  Es  schneide  p  den  Kreis  Al  in  8 ;  so  denke  man  sich  di.e 
m  (qQi)  liegenden  ebenen  Strahlbüschcl  (und  zugleich  die  rium- 
licben  Strs^lbüschel  selbst)  so  laiige  um  dlie  Punkte  D,  l^i  ge- 
dreht, bis  die  Strahlen  s,  Si  durch  den  Punkt  s  gehen;   dann  ist 

cotpDs       ^      -.,  ^      t^  pD,  pD* 

--r^T.— =  tngp/W.tngpÄ*.  =^*^-rr 

C0tpX/i8  ^^  oriA  p^       p3 

Dp        cot^y         ^   ^    x^         / 
=  ÄP  =c-3tW  =  *^8*^  •  *"S W. 

Aber  tngfr'.tngfjrx'  ist  das  Produkt  der  Tangenten  der  Win- 
kel, welche  zwei  entsprechende  Strahlen  der  gedachten  ebenen 
Strahlbuschel  mit  zwei  ungleichnamigen  Schenkeln  der  entsprechen- 
den rechten  Winkel  ein«$chRes8en,  und  diess  ist  nach  Archiv  ThL  IV. 
S.  250.  6.  constant;  also  werden  durch  diese  letzte  Drehung  längs 
der  Geraden  DDi  wiederum  zwei  entsprechende  Strahlen  vereinigt 

Nach  einem  bekannten  Satze  hat  jeder  Punkt  8  des  Kreises 
K  die  Eigenschaft,  dass 


m 

Da  _Dm  _  Dn  _  cotrf 

also  ist 

i>6 .  tngf^  =  Z)i8  •  tng«|4^ 

Die  den  Ebenen  r,  Tj  gemeinsame  Gerade. steht  im  Pankte  s  auf 
(4^)  senkrecht,  und  sind  nun  tf,  ti'  die  Punkte,  wo  diese  Gerade 
▼pn  den  Strahlen  tf,  i^  geschnitten  wird,  so  Ist  6t'  =  Z>s.tangil' 
=  A8.tng«ili'  =  st/;  entweder  also  schneiden  sich  die  Strah- 
len  r,  f|'  in  einem  Punkte  jener  Geraden,  oder  die  Punkte  t',  t^ 
Ijegen  auf  verschiedenen  Seiten  von  6  gleichweit  davon  entfernt; 
im  letzten  Falle  aber  bilden  die  Ebenen  Dt'Dx ,  ^/ A  gleiche 
Winkel  mit  (pp^) ;  man  kann  also  den  rSumlichen  Strahlbflschel 
1>2  dergestalt  um  seinen  Mittelpunkt  drehen ,  dass  drei  Paar  ent- 
sprechende Ebenen,  nämlich  q  und  ^,  tDo  und  ri/lip,  Dt'D^ 
und  Dti'Di  sich  decken.  Folglich  sind  die  räumlichen  Strahl- 
bOschel  D,  D^  in  beiden  Fällen  perspektivisch. 

b)  Worden  die  Punkte  m,  n  von  den  Punkten  p,  q  einse- 
schlossen,  so  denke  man  sich  die  Strahlbflschel  Z>,  />|  so  gedreht, 
dass  jetzt  die  Ebenen  t,  r^  zusammen&Uen  und  die  Strahlen  f, 
^  sich  längs  DDi  vereinigen,  und  lasse  jetzt  die  Strahlen  s,  Si 
«eselbe  Rolle  wie  firfiher,  und  die  Strahlen  r',  Vi  diejenige  der 
Strahlen  f,  t^'  spielen.  Dann  aber  vertauschen  die  WinKel  sr'  und 
tfj  t^i  und  Siti'  gegenseitig  ihre  Rollen,  und  folglich  die  nun- 
mehrigen Punkte  p,  qnnd  m,  n  bezflglich  mit  den  frOheren  Punk-. 
ten  m,  n  und  p,  q  ihre  Stellen;  der  neue  Kreis  K  wird  also  von 
den  neuen  Geraden  p^  q  geschnitten,  und  folglich  lassen  sich  die 
Strahlbflschel  Z),  Di  perspektivisch  legen. 

c)  Schliessen  die  FunKtenpsiare  m,  n  nnd  p,  q  sich  gegensei- 
tig aus,  so  muss,  wenn  z.  B.  die  Strecke  Dq  kleiner  als  Z>iq  ist, 
dagegen  Dn  grosser  als  D^n  sein,   folglich  ' 

W.  jr'>W.  *ir/ und  W.  rf<fif/, 

woMnaer  nur  spitze  VTinkel  au  verstehen  sind.  Ist  nun  in  Täf.  V: 
Flg«  4.  rti  ein  normales  gleichseitiges  sphärisches  Dreieck,  dessen 
Seiten  von  einem  grussten  Kreise  der  Ku|^l  in  den  Punkten  r'» 
s'y  t  geschnitten  werden,  so  ist  bekanntlich 

tngifr'.sinif'stngir'  und  tngrf'i'.sinrf  s=tngri' 

oder 

tng  f  f  W .  cos  «<' =  tng  r«* , 
also 

tng  st'  =  tng  r«' .  tng  $i'. 
Verbindet  man  hiermit  noch 

tng  iiV  =tngri5i' .  tngfi  V 

und  nimmt,  was  offenbar  erlaubt  ist,  die  jetzige  Bezeichnung  im 
Sttane  der  früheren,  so  sieht  man,  dass,  wenn 

;  W.  jr'>W.  lii^' undW.  ff<W.«iV 
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ist,  dann  nothwendig  W.  ri'>W.  r^fi'  sein  muss,  während  auch 

ist.  Auch  bemerke  knan,  dass  dann  der  stampfe  W.  ts*  grosser 
als  der  stumpfe  t|5i ' ,  also  der  spitze  W.  ts'  kleiner  als  der  spitze 
ii$i'  und  zugleich  W.  f/  <  W.  fi?^'  ist 

Können  also  im  Falle  c)  die  Strahlbüschel  D,  Di  nicht  perspek^ 
tivisch  werden,  so  lange  man  die  Ebenen  Qj  Qi  oder  r,  r^  sich 
decken  iSsst,  so  mflsslBh  sie  es  nothwendig  werden«  weoD  die 
Ebenen  a,  tf|  sich  decked. 

Und  umgekehrt!  sind  dieselben  der  genannten  Lage  ftlhlg, 
ihd^m  die  Ebenen  q,  Qi  sich  decken,  so  ist  nothwendig  der  Fall 
a)  vorhanden,  also 

W.  «r'^W.  «in-  «ttd  zpgkjch  W.  if^W,  «i«»'; 

W.  r^'^W.  ri$i'    „         „       W.  rtf^W.  nV; 

es  sind  also  die  Strahlbüschel  der  perspektivischen  Lage  .nic|it 
föhig ,  weder  wenn ,  die  Ebenen  r ,  r^  noch  wenn  er,  Ci  zur  Decktodg 
gebracht  werden.  Endlich  leuchtet  eip,  dass  diescilh^n  in'  der 
perspektivischen  Lage  verharren,  ^venn  man  ihren  BüttelpiinkteD 
immer  andere  La^en  gibt,^  aber  dafür  sorgt,  dass  ihre  veretnigteo 
Ebenenpaare  vereinigt  bleiben. 

Erklärung. 

In  zwei  reciproken  räumlichen  Strahlbusciiein  «oll  jeder 
Strahl  die  Polare  der  ihm  entsprechenden  Ebene«  und 
jede  Ebene  die  Polace  des  ihr  entsprechenden  Strah- 
les; und  wenn  erstere  concentrisch  sind,  sollen  je  zwei  Strah- 
len einer  Ebene,  von  denen  der  eine  iii  der  Polare  dea  aadl^rem 
liegt,  zugeordnete  Polaren  dieser  Ebene»  und  je.'cwlfi 
Ebenen,  von  denen  die  eine  die  Polare  der  anderen  (enthält i:  t«^ 
geordnete  Polaren  des  Strahles,  in  welohem  sie '«ich 
schneiden,  genannt  werden.  Entsprechen  sich  je  zwei  Elementen- 
paare in  doppeltem  Sinne,  so  wird  dies«  durch  das  Beiwort  „har- 
monisch*'  angedeutet,  und  die  Strahlbüschel  heissen  dann  iny^- 
lutorisch.  ' 

Die  folgenden  drei  Sätze  wird  man  ohne  Schwierigkeit  aus 
den  Sätzen  11,  5  und  6  abzuleiten  wissen. 

Lehrsatz    17. 

In  zwei  concentrischen  reciproken  räumlichen  Strähl- 
büscheln bilden  die  sämmtlicnen  Paare  zugeordneter 
Polaren  einer  Ebene,  in  bestimmtem  Sinne  genommen, 
zwei  projektivische  ebene  Strahlbüschel,  und  die 
sämmtlichen  Paare  angeordneter  Polaren  eines  Strahls^ 
in  bestimmtem  Sinne  genommen,  zwei  projektivische 
Ebenenbüschel,   unä   zwar  isind  jene  eoenen    Strahl* 
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bftschei  sowohl  als  diese  EbeneBbüschel  involutorisch, 
virenD  die  räumlichen  Strahlb  üs  chel  involatoriscli 
aiod«   ^ 

Lehrsatz    18. 

Inzwei  cooceiitrischen  reciproken  räumlichen  Strahl - 
büscheln  gibt  es  entweder  Iceinen  oder  nureinenoder 
anzählige  Strahlen^  welche  auf  ihren  Polaren  liegen, 
und  diese  Strahlen  bilden  entweder  einen  Kegel  des 
zweiten  Grades  oder  zwei  Ebenen  oder  nur  eine  ein- 
zige Ebene. 

Lehrsatz    19. 

In  zwei  involutorischen  räumlichen  Strahlbfischeln 
gibt  es  entweder  keinen  oder  unzählige  Strahlen,  welche 
aaf  ihren  Polaren  liegen,  und  diese  iSitrahlen  bilden  alle- 
mal einen  Kegrel  des  zweiten  Grades,  dessen  Berüh- 
rungsebenen  ihre  Polaren  sind. 

Lehrsatz    20. 

Liegen  zwei  reciproke  räumliche  Strahlbfiscbel  be- 
liebig im  Raune,  so  gibt  es  entweder  in  keinem  yon 
beiden  einen  Strähl,  der  mit  seiner  Polare  parallel  ist, 
eder  es  gibt  in  jedem  nur  einen  solchen  Strahl,  und 
diese  beiden  Strahlen  sind  anter  sich  parallel,  oder  es 

Sibt  In  jedem  unzählige  solche  Strahlen;  und  zwar  bil- 
en  dieve  Strahlen  entweder  zwei  Kegel  des  zweiten 
Crrades,  deren  Strahlen  paarweise  parallel  sind,  oder 
zwei  Paar  parallele  Ebenen,  oder  ein  einziges  Paai 
selche  Ebenen. 

:  Beweis.  Denn  denkt  man  sich  einen  dritten  räumlichen 
Sbrahlbüschel  Z^,  welcher  mit  dem  einen  der  in  Rede  stehenden, 
c'B.  D,  coneentrisch  Ist  und  dessen  Strahlen  £k,  691,  c«,  <4-*" 
mit  den  Strahlen  o^,  £1,  Ci,  di»..,  des  anderen  />,  parallel  sind, 
80  sind  D  und  D^  reciproK ;  so  oft  nun  ein  Strahl  a^  auf  seiner 
Polare  a  liegt,  wird  der  Strahl  Oi  mit  seiner  Polare  a  parallel 
sein,  und  ist  a  der  mit  o^  vereinigte  Strahl  von  Z>,  so  muss  auch 
die  dem  Di  angehurige  Polare  a^  von  a  durch  den  Strahl  ai  gehen, 
abo  auch  a  mit  seiner  Polare  parallel  sein.  Folglich  ergibt  sich 
unser  Satz  ganz  einfach  aus  Lehrsatz  18. 

Lehrsatz    21. 

In  zwei  reciproken  räumlichen  Strahlbüscheln  gibt 
es  allemal  ein  Paar  entsprechende  normale  gleichsei- 
tige Dreikante,  d.  h.  die  Kanten  des  einen  sind  die  Pola- 
ren der  Seitenflächen  des  anderen. 

Beweis.    Denn  ist 

D(a,  6,  c,  ci....)  =  />i  («i » A » ri » 'i--)» 
und  denkt  man  sich  einen  mit  Di  concentriscben  räomlicIieB  Strahl- 
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btischel  /i,,  dessen  Strahlen  a±,  b^,  Cg,  lüf....  auf  den  Ebenen  a*, 
ßi9  Yi*  ^1—*  senkrecht  sind,  rechnet  jetzt  diese  Strahlen  m  Ißt 
und  denkt  sich  wieder  einen  mit  Z>  concentrischen  StrahlbfiAchel 
ly,  dessen  Strahlen  u' ,  b' ,  d  y  d',„.  auf  denjenigen  Ebenen  a,  ß, 
y,  ö,,.,  von  D  senkrecht  sind»  welche  den  Strahlen  a^b^c^  cZ^... 
entsprechen,  so  ist 

D{a,  b,  c,  iL...)  =  Dl («i ,  A ,  yi,  di^,.)=:D^(a^,  b^,  c^,  rf^.^.) 
=  />!  (o^,  6«,  Ca,  dj....)  =  D(a>  /5,  y,  d...-)  =  />* (a',  4',  e',  d'....), 

also 

D(a,byC,  rf....)=  i>'(a',  *',  c',  «f  ..^). 

So  oft  nun  in  den  coliinearen  Strahlbüscheln  D,  D"  zwei  ent- 
sprechende Strahlen  e,  e'  sich  vereinigen,  mas»  aach  deranf  (eeO 
senkrechten  Ebene  e  von  Z>  ein  Strahl  e«  in  Di  entsprecneB» 
welcher  auf  einer  Ebene  e^  von  Di  senkrecnt  steht,  die  iorersei(z 
wieder  dem  Strahle  (ee')  von  D  entspricht.  Nun  aber  gibt  9» 
nach  Lehrsatz  13.  allemal  zwei  solche  Strahlen  e,  e';  also  gibt 
es  in  D  allem<al  einen  Strahl  und  eine  darauf  senkrechte  Ebene, 
deren  Polaren  in  Di  bezfigilch  eine  Ebene  und  ein  darauf  senk- 
rechter. Strahl  sind.  Erstere  mu^en  r,  q,  letztere  Otj  n  heilen. 
Sämmtliche  der  Ebene  q  angehürige  Strahlen  von  D  bilden  eiiiea 
ebenen  Strahlbüschel  B,  und  deren  Polaren  einen  mit  B  projeki»- 
vischeo  Ebenenbüsehel  ^i ,  dessen  Achse  tt^  ist,  dessen  Ebenen 
also  auf  ^1  senkrecht  stehen ,  und  2(i  schneidet  Qi  in  einem  ebe- 
nen Strahlbüschel  Bi ,  der  also  auch  mit  B  projektiviflch  ist  Aber 
Bf  Bi  haben  allemal  zwei  entsprechende  rechte  Winkel;  also 
gibt  es  in  B  zwei  rechtwinklige  Strahlen  s,  t,  denen  in  2I|  xwei 
Ebenen  tfi*  r«  entsprechen,  welche  ebenfalls  einen  reehten  Fläöhen- 
winkel  einscnliessen ;  und  somit  gibt  es  in  D  drei  zu  einander 
rechtivinklige  Strahlen  r,  f,  /,  denen  in  Di  drei  zu  einander  recht- 
winklige Ebenen  ^i,  ^i,  T|  entsprechen,  und  p,  tf,  t  sinÄi  die 
Verbindun^sebenen  Von  s  und  i,  r  und  i,  r  und  «;  und  sind  r^« 
fi,  ti  die  Durchschnittslinien  von  <r^  und  Ti,  ^  und  r^,  ^.nnd  41«, 
80  müssen  auch  ^.  <r,  r  und  r^,  tf^,  T|  sich  bezüglich  enteprechefi. 


E  r  k  I  ä  r  u  n  g. 


.  I" 


Die  so  erhaltenen  drei  Strahlen  r,  «,  f  und  deren  Polaren  ^, 
^\9  Ti  (oder  ri,  «1,  ii  und  ^,  <r,  r)  sollen  drei  polarische  Nor- 
malstrahlen  und  JN'ormalebenen,  und  je  zwei  Strahlen  r,  ri; 
«,  Si\  ij  ti  zugeordnete  Normalstrahlen,  je  zwei  Ebenen 
9s  Qi9  ^9  ^il  ^9  '^1  zugeordnete  Normalebenen  der  reci- 
proken  Strahlbüschel  Z>,  Di  heissen. 

Lehrsatz    22. 


weicne  nicht,  oaer  wenn  irgena  arei  ocranien,  weicne 
auf  ihren  Polaren,  doch  nicht  in  einer  Ebene,  liegen, 
denselben  in  doppeltem  Sinne  entsprechen;  und  daher 
auch,  wenn  ihre  zugeordneten  Normalstrahlen  sidi 
paarweise  vereinigen. 
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Beweis  nach  Lehrsatz  L  mittels  zweier  anf  einander  geleg- 
ter Ebenen.,  welche  einzeln  mit  den  beiden  Strablbüscbeln  per- 
spektivisch sind. 

Erklärung. 

Die  vereinigten  Normalstrahlen  (rri),  (fO»  (tti)  oder  r^  s,  t 
JEweier  involutonschen  räumlichen  Strahlbiischel sollen  die  Achsen, 
' '  und  die  vereinigten  Normalebenen  (qQi)»  ((SCi),  (tt.)  oder  q,  a,  t 
sollen  die  Achsenebenen  dieser  IStrahibuschel  neissen;  femer 
jede  Ebene,  weiche  durch  eine  Achse  geht,  eine  Durchmesser- 
ebene  dieser  Achse,  jeder  Strahl  einer  Achsenebene  ein 
Achsenstrahl  dieser  Ebene.  Die  Hauptstrahlen  der  von  den 
zug.  härm.  Polaren  einer  Durchmesserebene  gebildeten  Involution 
oder  auch  die  von  der  betreffenden  Achse  gleichweit  alistehenden 
^uff.  härm.  Polaren  bilden  zwei  Winkel;  aerienige  von  beiden, 
wacher  von  der  Achse  gehälflet  wird,  heisst  ein  Durchmesser- 
winkel, und  die  zwei  zugeordneten  Durchmesserebenen  zugehö- 
rigen Durchmesserwinkel  heissen  selber  zugeordnete.  Die  bei- 
den einer  Achsenebene  zugehörigen  Durchmesserwinkel  heissen 
Achsenwinkel  in  Bezug  aurdie  Achse,  Von  welcher  sie 
gefaälftet  werden,  und  ihre  Schenkel  Scheitelkanten  der  invo- 
mtorischen  Strahlbiischel.  Ebenso  bilden  die  Hauptebenen  der  von 
den  zug.  härm.  Polaren  eines  Achsenstrahls  gebildeten  Involution 
von  Ebenen  oder  auch  die- von  der  Achsenebene  gleichweit  abste- 
heodea.zug.  barm.  Polaren  zwei  Winkel;  derjenige  von  beiden^ 
welcher  vom  der  Achsenebene  ^ehälftet  wird,  heisst  ein  Achsen- 
strahl Winkel,  und  die  zwei  zug.  Achsenstrahlen  zugehörigen 
AchsenstrahlwinK^I  heissen  selber  zugeordnete.  Die  beiden 
einer  Achse  zugehörigen  Achsenstrahlwinkel  sind  den  beiden  Ach- 
senwinkeln gleich,  welche  der  gegenüberliegenden  Achsenebene 
angeboren;  ihre  Schenkelebenen  können  Scheitelebenen  der 
Stnthibüschel  genannt  werden. 

Erzeugen  diese  letzteren  einen  Kegel,  so  sind  die  Achsen  nnd 
Achsenebenen  derselben  zugleich  auch  Achsen  vnd  Achsenebienen 
des  Kegels.  Die  innerhalb  des  letzteren  liegende  Achse  heisst 
die  innere  und  die  ihr  entsprechende  Achsenebene  die  äus- 
sere; von  den  beiden  Achsenwinkeln,  die  dfer  inneren  Achse  !zur 
gehören,  heisst  der  erOssere  der  Haupt-,  der  kleinere  der  «Neb  eh- 
achsenwinkef,  und  der  spitze,  welcher  in  der  äusseren  Aclk' 
senebene  liegt,  der  äussere  Achsen winkel;  Haupt-  oder 
Neben  achsenebene  sagt  man,  jenachdem  dieselbe  den  Haupt- 
oder Nebenachsenwinkel  enthalt;  und  auch  die  entsprechende 
Achse  heisst  Haupt-  oder  Nebenachse.  Erzengen  aber  die 
Strahlbüschel  keinen  Kegel,  so  sollen  die  drei  spitzen  Achsen- 
winkel je  nach  ihrer  Grösse  Haupt-,  Mittel-  und  Nebenacb- 
senwinkel,  die  sie  enthaltenden  Achsenebenen  Haupt-,  Mit- 
tel- und  Nebenachsenebene,  und  die  darauf  senkrechten  Ach- 
seil  bezüglich  Haupt-,  Mittel-  und  Nebenachse  heissem 
Kommt  nur  eine  einzige  Achse  in  Betracht,  so  wird  derjenige  Ach- 
scnawlnkel,  dessen  Schenkel  wirkliche  Scheitelkanten  des  Kegels 
sind,  und  wenn  kein  Kegel  vorhanden  ist,  der  grössere  der  Ach- 
senriwinkel,  welche  dieser  Achse  zugehören,  Hfiupt-,  der  kleinere 
Nebenachsenwinkel  genannt  werden. 
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Lehrsatz    23. 

Der  äussere  Acbseuwinkel  nnd  der  Mittelachseti- 
winkel  gehören  allemal  der  Nebenachse  an;  nnd  der 
Mittelachse  gehören  allemal  der  Haupt-  und  der  Neben- 
achsenwinkcl  an. 

Beweis.  Man  denke  sich  ä)  wenn  ein  Kegel  erzeugt  wird, 
auf  die  innere  Achse,  b)  wenn  keiner  erzeugt  wird«  auf  irgend 
eine  Achse  eine  Ebene  senkrecht  gelegt,  so  erhält  man  zwei  in- 
volutorische  Ebenen,  deren  Mittelpunkt  der  Fusspunkt  jener  Achse 
ist  und  deren  Achsen  mit  den  beiden  anderen  Achsen  der  invo- 
lutorischen  Strahlbüscbel  parallel  sind.  Ausserdem  ist  der  von  der 
grosseren  Achse  der  Ebenen  ^ebniftete  kleinste  Winkel,  den  zwei 
zus.  Durchmesser  derselben  emschliessen,  demjenigen  Achsenwin- 
kei  gleich,  welcher  der  mit  jener  Ebene  parallelen  Acbsenebene 
und  der  mit  der  grosseren  Achse  der  Ebenen  parallelen  Achse 
der  Strahlbüscbel  angehört.  Bezeichnet  man  nun  die  Hälfte  jenes 
kleinsten  Winkels  mit  y,  die  halbe  grosse  Achse  der  Ebenen  mit 
A,  die  halbe  kleinere  mit  B,  den  halben  Achsenwinkel,  welcher 
jener  ersten  Achse  angehört  und  die  Strecke  A  bestimmt,  mit  a 
und  den  halben  anderen,  welcher  die  Strecke  jS  bestimmt,  mit  ß, 
endlich  den  Abstand  der  Mittelpunkte  der  Ebenen  und  der  Strahl- 
büscbel von  einander  mit  h ;    so  ist 

^=A.tnga,  B^sh.tBgß, 

und  nicht  nur  im  Falle  a),  wo  ^4  und  B  einer  Ellipse  angehSren, 
sondern  auch  im  Falle  6),  wie  ttus  der  am  Ende  des  0.  1.  ent- 
wickelten Gleichung  (2)  hervorgeht,  wenn  Ai^sy,  jB|=0  gesetzt 
wird: 

^  B     tng_5 

°'      A      tng« 

Da  nun  JS<2l,  so  ist  auch  j3  <  a  und  )f<45<'.  Hiermit  ist 
also  bewiesen,'  dass  im  Falle  a)  von  den  beiden  Achsen  winkeln, 
weLcfae  auf  der  äusseren  Achsenebene  liegen,  derjenige  ein  spit- 
zer, d.  h.  der  äussere  Achsenwinkel  ist,  welcher  der  auf  der  Ebene 
von  ß  stehenden  Achse,  d.  h.  der  Nebenachse  angehört«  Im  . 
Falle  6)  denke  man  sich  in  Taf.  V.  Fig.  4.  die  Bogen rf |,  r^';  sf,sr'i 
tr^i  ifi  als  die  Maasse  der  halben  Achsenwinkei,  welche  b^fls- 
lieh  den  Achsen  r,  s,  t  angehören ;  so  ergibt  sich  aus  dem  Vori- 
gen, dass  wenn  sr' ^gd  ist,  r«i  < 45^  sein  muss.  Ist  nunf£'<45®, 
so  ist  Ui^tr'  aus  demselben  Grunde,  als  r«ji<45^  ist,  wenn 
tr^K^sUl  und  folglich  ist  rsi^sr'^  also  messen  die  doppelten 
Bogen  slf  9  rsi  und  sr'  drei  spitze  Achsenwinkel,  von  denen  der 
erste  der  grösste  und  der  letzte  der  kleinste  ist  Ist  dagegen 
«t'>45^,  so  ist  ausser  rsi  auch  rf  <45^.  Es  sei  nun  rt|<rf'; 
so  ist  ^'<450*  und  da  r<'<45^,  so  ist  ^'<£f|,  also  'rJSr^i 
die  doppelten  Bogen  r^,  sr',  rsi  messen  also  dr«  spitze  mhkelf 
von  denen  der  erste  der  grösste,  der  letzte  der  kleinste  ist.  Oder 
ist  endlich  rsi^rfy  während  st  >  46»  ist,  so  ist  ^  <450,  md 
weil  von  vornherein  tr'^sf  ist,  so  ist  ^>rt';  also  messen  wie- 
der die  doppelten  Bogen :  rsi  den  grössten,  Ir'  den  mittleren  vnd  ' 
rf  den  kleinsten  spitzen  AchsenwInkeL  Unser  Satz  ist  also  voll- 
ständig erwiesen. 
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AnmerkuDg*^  Vergleicht  nas  die Relatioiitang/3=taDea.taiigy 
Buit  einer  im  Beweise  von  Lehreatz- 16.  gebrauchten»  so  siebt  man 
sogleich«  dajsw  die  sechs  Scheiteikanten  zweier  involutorischer 
räumlicher  Strahlbuschei  drei  zu  drei  in  vier  Ebenen  liegen. 

In  der  Figur,  welche  der  letzten  Betrachtung  zu  Grunde  lag, 
seien  Ai ,  B^  irgend  zwei  halbe  zugeordnete  Durchmesseriänsen 
der  involutonschen  Ebenen,  0|,  ßt  die  dieselben  bestimmenden 
halben  Durehmesserwinkel  der  iDvolutorischen  Strahlbuschei,  and 
SP»  s^f  ß'  die  Winkel«  welche  jene  Durchmesser  bezüglich  mit 
•inender  und  mit  der  irrossen  Achse  einschliessen,  oder,  was  ofen- 
bar  einerlei  ist«  die  Winkel,  welche  diebetreffenden  Durchmesser- 
ebenen bezCIglich  mit  einander  und  mit  der  den  Winkel  a  edthal- 
tenden  Achsenebene  eiuscbliessen ;    so  ist 

ilt=:A.tngo^,  £i=A.tngj3|,  2l=A.tnga,  B=^h  tug/?; 

und  nach  Archiv.  Tbl.  IV.  8.  273.  und  §.  1.  ist 

-4i*+A*=-^+^;  A^.B^.9mip-A.B\  2li«:i^«=sin2a':sin2/J'. 

Hieraus  folgt,    . 

■«■   •  •  - 

.  . ,     .,.  tnu>ai+tng%=tng«cr+tng«/5;  (1) 

tngßifctngjSi.sin^rstngft.tng/J;  (2) 

'".    tng^i:tngVi=siö2a':sin2/J'.  (3) 

Steht  in  dem  Falle,  dass  die  invohitorischen  Strahlbuschei  einen 
Kegel  etzengen,  eine  Ebene  nicht  auf  der  inneren,  sondern  auf 
der  Haupt-  oder  Nebenachse  senkrecht,  so  erhält  man  statt  der 
Ellipse  eine  Hyperbel,  und  da  für  diese 

ist«  so  ist  auch 

!tiig»o,— tng%=tng«a— tngV  u.  s.  w. 


••  \ 


Andererseits  denke  man  sich  jetzt  wieder  auf  eine  Achse  r 
irgend  zweier  involutorischer  Strahlbuschei  eine  Ebene  ffi  senk* 
recht  errichtet;  es  sei  a  der  in  der  Achsenebene  r$  oder  r  lie- 
gende;^ der  i|^  der  Achsenehene  rt  oder  c  liegende,  zur  Achse 
r  gehunge,  halbe  Achsenwinkel;  a,  a^  seien  irgend  zwei  zug; 
härm,  klaren  oder  Achsenstrahlen  der  Ebene  t,  welche  mit  r 
besfiglich  die  Winkel  «',  a/  einschliessen ,  und  zwar  sei  a!  grus« 
eer  m  a^'\  und  F^  Fi  seien  irgend  zwei  zug.  barm.  Polaren  des 
AchflSDsCrahles  et«  welche  mit  der  Achsenebene  t  bezüglich  die 
IlSchenwInkel  tp,  g>i  einsch Hessen.  Endlich  seien  Ai»  J^  bezfig- 
ubh  die  den  Strahlen  a,  cn  zugehörigen  halben  Achsenstrahlwin- 
keL  Es  werde  die  Ebene  S»  welche  auch  jetzt  zwei  involutorische 
Ebenen  enthält,  von  der  Achse  r  im  Punkte  M,  von  den  Achsen- 
ebenen  T  und  6  in  den  Geraden  (Achsen)  A,  B^  welche  zugleich 
die  betreffenden  halben  Achsenlängen  vorstellen  mOgen,  von  den 
Achsenstrahlen  cf,  «i  in  den  Punkten  a,  dy  und  von  den  Ebenen 
#*9  Fl  in  den  Geraden  /^,  /|  geschnitten,  und  es  seien  cp'«  tpi'  die 
Winkel«  welche  f^  fi  bezGgBch  mit  A  einschliessen.     Diess  vor- 
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aüsK^setzt,  so  sind  f,  fx  zwei  zug.  hann.  Polaren  des  Aehsen- 
ponktt>s  a  in  Bezug  anf  die  involutorischen  Ebenen,  also  nach  Amt 
am  Ekide  des  §.  1.  und  anderwärts  'entwickelten  Gleicbuii^  (1)  M 

aber  in  dem  Dreikant,  dessen  Scheitel  a  nnd  dessen  Kanten  o^  A, 
fiAüA,  ist  der  von  den  Ebenen  £  und  r  eingescblossene  Flächen- 
winkel ein  rechter,  g>'  der  von  f  und  A;  R-^i/  der  von  a  mid  A 
eingescblossene  Kantenwinkel  und  q>  der  dem  q/  gegenüberliegende 
Flächenwinkel;   also  Ist 

tng9'=tng9.sin(£ — a')  =  tngg>coso' 

und  ebenso 

■ 

also 

tng9'.tng9)/=:tngg).tngg)i.cosV=2^-^. 

Das  Produkt  tngq>,tn^q>i  ist  fSr  je  zwei  zug.  barm.  Pola- 
ren des  Strahles  a  constant  und  der  zweiten  Potenz  der  Tangente 
des  halben  Achsenstrahlwinkels  gleicb»  welcher  dem  Strahle  a  za- 
gehurt;  J5=A.tngj3,  Ma=:hAng€^  und  aai=A(tnga'±tngcr/)9 
wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  gilt»  jenachdem  die  Strahlen 
a,  Ol  auf  verschiedenen  Seiten  oder  auf  einerlei  Sdte  von  r  lie- 
gen ; .  also  ist  <      . 


tngM, .  cos  V  =  tngaTffdbtng«,^; 


oder 


,  , .     tng^  tngy(l4tngV) 

tng  ^i  —  gi^j^  ^  ^osa'  (tnga'  ±  tngtt/)""  tngfi/(tngo'±togffA')  * 

ebenso  aber  auch 

ta^.Ä  ^ fay«;?    iBg«|3a+tiigV) 

^  ^ ~sfn«i'.co8«i' (tngw'dbtngi^')— tng«/ (tng«'  ± tagoi')- W 


Hieraus  folgt 


_  tng«/3  tng«/  J:  tnga'  -f  tng«  .tng «/(tng«'  J^ tng «1*)^ 

tngo'itngai'  '         tng«'.tng«i'  .  :  -^tt-uK' 

i'.-ii')«!»« 

folglich,  da  tngfi/.tngo^'=tang^  ist:  v', 


togMi  itng^A  =-£|2-(tog^±l)=tog«iJa±cot^). 


tng^ 


(9 

■  f 
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tng«^',cos*a4'(tiiga'dbtngai') 

tngfl/  •  tpgtfi'  (sina  co8ciP|'J:CO»</«inai')*'^ tng*a .  sin^o'  i  cfi')^ 
folglich,  wenn  ^  der  von  a,  Oi  eingeschiosseDe  Winkel  ist: 

■  ■  • 

tngil|.tng^.8in^=tng*/3.cotay  (3) 


7  =  8in2V:slD2«'.  (4) 


®      *      °      *      sm er. cos a'  smcrx  .coscri 

Isty  der  halbe  Achsenwinkel ,  welcher  der  Achsenebene  q  und 
Bwar  der  Achse  s  angehurt,  so  ist^  wie  wir  oben:  gesehen, 

•  :  tng/5  =  tnga.tngy 

oder  auch 

tngjS.cjt«=tngy; 

daher  lassen  sich  die  zweite  und  dritte  der  obigen  Relationen  auch 
so  wie  folgt  aosdriicken: 

tngMi  ±tng«5i  =tng»iJ±tngV, 
tng^l]  .tng£i..sinif;  =  tngj3.  tngy; 

was  auch  an  und  fSr  sich  klar  ist,  da  ß  und  y  den,  den  zug.  Ach- 
senstrahlen s,  r  angehori^en  halben  Achsenstrahlwinkeln  gleich 
sind,  fOt  welche  sin^=:l  ist 

Bedenkt  man  endlich,  dass  die  Strahlen  a,-ai  nur  daqn  auf 
einerlei  Seite  der  Achse  r  liegen,  wenn  die  Achsenebene  r  den 
enieiü;teu  Kegel  durchschneiuet,  so  wird  man  sich  vollkommen 
von  folgenden  Doppelsätzen  überzeugt  halten  i 

Lehrsatz    24. 
involutorischen   räumlichen  Strahlb'Oscheln 


In  zwei 
ist  allemal 

die  Summe  oder  der  Unter- 
schied der  zweiten  Poten- 
zen der  Tangenten  zweier 
zugeordneten  halben  Durch- 
messerwinkel, jenachdem 
die  betreffende  Achse  in- 
lierhalhi  felneisi  Kegeis  liegt 
odernidit,  :Von  unveränld^T- 
li^hem  Wärthe,  und  zw^ar 
bezfiglich  der  Summe  oder 
dem  Unterschiede  der  zwei- 
ten Potenzen  der  Tangen- 
ten der  zu  -jener  At:hse  ge- 
hörigen halben  Achsenwin- 
kel gleich. 


die  Summe  oder  derUnter- 
schied  der  zweiten  Poten- 
zen der  Tangenten  zweier 
zugeordneten  halben  Ach- 
senstrahl w  in  kel,  jenachdem 
die  betreffende  Achsenebe- 
ne ausserhalb  eines  Kegels 
liest  oder  nichts  Vonünver^ 
änderliobem  Werthe,  und 
zw'ar  bezüglich  dler  Sumime 
oder  dem  Unterschiede  der 
zweitein  Potenzen  der  Tan- 
genten der  an  jene  Achsen- 
ebene stossenden  halben 
Achsen  Winkel  gleich. 


1S2 


L  e  b  r  1 

Das  Produkt  derTaDgen- 
ten  je  zweier  zugeordneter 
halber  Durchroesserwinkel 
in  den  Sinus  des  Ton  ihren 
Ebenen  eingeschlossenen 
Winkels  ist  von  unverän- 
derlichem Werthe,  und  zwar 
dem  Produkte  der  Tangen- 
ten der  halben  Achsen- 
winkel  gleich,  welche  der 
betreffenden  Achse  ange- 
hören. 


atz    25. 

Das  Produkt  der  Tan 
genten  je  zweier  zugeord- 
neter halber  Achsenstrahl- 
wiiikel  in  den  Sinus  des  von 
den  Achsenstrahlen  einffe- 
scblosseneu  Winkels  ist 
von  unveränderlichem  Wer- 
the,  und  zwar  dem  Produkte 
der  Tangenten  der  halben 
Achsenwinkel  gleich,  wel- 
che an  die  betreffende  Ach- 
seoebene  stossen. 


L  eh  r  s  a  t  z    26. 


Die  zweiten  Potenzen 
der  Tangenten  je  zweier 
zugeordneter  haloer  Durch- 
messerwinkel  verhalten 
sich  umgekehrt  wie  die 
Sinu'S  der  doppelten  Win- 
kel, welche  ihre  Ebenen 
mit  einer  Achsenebene  ein- 
schliessen. 


Die  zweiten  Potenxen 
der  Tangenten  je  zweier 
zugeordneter  halber  Ach- 
senstrahlwinkel  verhalten 
sich  umgekehrt  wie  die 
Sinns  der  doppelten  Win- 
kel, welche  nie  Achsen 
strahlen  mit  einer  Achse 
e  ins  ch  Hessen. 


Durch  die  Achse  t  und  den  der  Achsenebene  r  an^hörigen 
Achsenstrahl  a  sei  eine  Durchmesserebene  gelegt,  und  die  Schen- 
kel m,  mf  des  dieser  Ebene  angehurigen  Durchmesserwinkels  28 
mit  dem  zugeordneten  Achsens&ahle  Oi,  d.  h.  der  barm.  Pohtfe 
dieser  Ebene,  durch  zwei  Ebenen  verbunden;  so  ist  der  von  den 
letzteren  eingeschlossene  Winkel  2Bi  der  dem  «i  angeh5rige  Ach- 
SeAstrahlwinkel ,  uiid  man  hat  fiir  die  Winkel  d,  ^,  Bi  oes  von 
den  Strahlen  a,  a^,  m  gebildeten  rechtwinkligen  Dreucaüttt  fei- 
gende Relation: 


Nun  aber  war 


tng  j^  •sin^=tngd. 


tng2li.tng^.sintf;=tDg/3.tngy=tng^/9.Gota; 


also  ist 


tng  Ji  •  tng  d  :=  tng /?<•  tng/= tng  2/7  •  cot  ff. 

Lehrsatz   27. 

Das  Produkt  der  Tangenten  eines  beliebiffenhal" 
hen  "Durchmesserwinkeis,  welcher  einer  ^besummien 
Achse  angehört,  und  des  halben  Achsenstrahlwinkels, 
welcher  dem|enigen  Achsenstrahle  angehTirt,  in  vreN 
chem  die  entsprechende'Achsenebene  von  der  Durcb* 
messerebene  geschnitten  /wird,  ist  von  unverftnderllcheni 
Werthe,  und  zwar  dem  Produkte  der  Tangenten  der  an 
die&e  Achsenebene  stossenden  halben  Acbsenwinfcel 
gleich. 
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Es  entsteht  nun  die  Frage:  a)  ob  und  wie  Tiele  Ebenen,  nnd 
6)  ob  und  n'ie  viele  Strahlen  in  zwei  involutorischen  räumlichen 
Strahlbiischeln  es  gibt»  deren  zugeordnete  harmonische  Polaren 
eine  Involution  der  rechten  Winkel  bilden?  und  diese  Frage  wird 
MtlM^liledeo  sein,  wenn  ausser  den  sog.  Schenkeln  der  entsprechen- 
den  rebhten  Winkel  noch  ein  einziges  Paar  zug.  bann.  Polaren 
idner  Ebene  oder  eines  Strahles,  welclie  rechte  Winkel  eiaschllee* 
sen«  nachgewiesen  werden  kßnnen. 

a)  Gibt  es  eine  solche  Ebene,  so  muss  sie  eine  Dvrchmes- 
serebene  sein.  Denn  wäre  sie  dieses  nicht,  so  sei  a  der  Strahl, 
in  welchem  sie  irgend  eine  Achsenebene,  z.  B.  ^,  schneidet;  die 
härm.  Polare  von  a  würde  durch  die  Achse  r  gehen  und  jene 
Ebene  in  einem  Strahle  Oi  schneiden,  welcher  mit  a  einen  rech- 
ten Winkel  bildet.  Also  würde  a  auf  r  und  a^ ,  d.  h.  auf  seiner 
Polare  senkrecht  sein,  folglich  entweder  mit  $  oder  t  zusammen* 
fallen,  oder  je  zwei  zug.  barm.  Polaren  von  p  wfirden  rechte  Win- 
kel einschliessen ,  was  im  Aiigemeinen  nicht  angenommen  wer- 
den kann. 

Femer  kann  eine  Durchmesserebene,  deren  zug.  barm*  Pola- 
ren eine  Involution  der  rechten  Winkel  bilden,  im  Fall  dass  ein 
Kegel  erzeugt  wird,  denselbm  nicht  durchschneiden,  weil  sonst 
jene  Involution  aus  ungleichliegenden  Gebilden  bestehen  würde, 
was  widersprechend  ist;  sie  kann  also  nicht  der  inneren  Achse 
angehören,  und  der  Strahl  a,  in  welchem  sie  die  betreffende  Acb- 
senebene  schneidet,  muss  mit  der  inneren  Achse  einen  grösseren 
Winkel  a'  einschliessen,   als  der  zugeordnete  Achsenstrahl  Hj. 

Efif  seien  or,  ß  die  der  inneren  Achse  angehurtgen  halben  Ach- 
senwinkel, wobei  unentschieden  bleibt,  ob  a^/3  ist,    und  y    der 

halbe  äussere  Acbsenwinkel ;  r  sei  die  innere  Achse;  der  Win- 
kel a  gehöre  der  Ebene  t,  ß  der  Ebene  <r  an;  a  sei  der  Strahl, 
in  welchen^  eine  beliebige,  durch  die  Achse  t  gehende  Durchmes- 
eerebene  21  die  Achsenebene  r  schneidet;  Ai  der  dem  a  angehö- 
rige  halbe  Acbsenstrahiwinkel,  d  der  der  21  angehörige  halbe 
Dorclimes^erwinkel,  und  a!  der  Winkel,  welchen  a  und  r  ein- 
scbUepsen^   so  ist  nach  dem  Obigen: 


nnd 


tng^i  •  tng  d  =  tng^  •  cot  a 

^8  ^^  "^tngo'Ctnga'  —  tngCiO  cos  V 

_  tng^P  _  tngy 

sin  V— cos  V  .tng*a      1  —  cois  V  (1  +  tng*a)* 

Wire  nan'd=±4ö^,   so  wäre  3  eine  Ebene,   wie  wir  sie  suchen; 
man  setze  also  tngtf=^l,   so  ist 

tng«J|r=tng^.cot««=^_^^^,7^^^^^^g^); 

also 


cos 


_  tngV— tng^  __1  — tng^.cot^ 
'^"■tng2/J(l+tng^)"^      l+t»g"«         '» 
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Jeden&lb  muss  also  ß^a  sein,  und  da  dann  anch 

1— tng«tf.cot«/S<l  +  tng\K 

ist,  so  gibt  es  allemal  zivei  Ebenen  2i,  aber  auch  nur  zwfi;  mid 
xwar  gehören  dieselben  der  Mebenacbse  tan  und  bilden  mit 
der  Inneren  Achse  r  einen  Winkel  «/,  welcher  durch  die  Gieic)iang 

„  .      1— tneV.cot^ä      1— tng*y     cos*«        « 
1  +  tng^a  l  +  tng*a     cos^y  '^ 

bestimmt  ist,  indem  jetzt  tiiga=tng/?.tngy  ist. 

Ist  kein  Kegel  vorhanden,  und  werden  alle  vorigen  Bestimm 
mungen  mit  Ausnahme  deic  besonderen  Bedeutung  der  Achsen  und 
Acbsenebenen  beibehalten,  so  ist 

tng^i .  tng  d  =  tng*/}.  cota; 

,  . tng^ß tng«/g 

"*8  -^1  — tng„/(tnga'  +  tng«iOcosV  ""  sin«a'+ cosV.ti«^» 

tng«P 
""•l  +  cosVCtog««— 1)' 

■ 

also,  wenn  tngd=l  gesetzt  wird: 

tng^g—tng«/?        tng^g.cot«/?— 1      1— tng^tf.cot*/? 
^*^~"tng2/3(tDg2a— l)"*       tng«a— 1  1— tng^ 

Es  sind  nun  bloss  drei  Fälle  denkbar:  . 

I 

l)a<450, /J<450;   2)«>45o,  j8>450;   3)  a ^45®, /S^iö« 

Ist  im  Falle  1)  a>ß,  so  wird  der  ganze  Ausdruck  negativ,  wnm 
unmöglich  ist,  da  cos ^a'- immer  positiv  ist;  diess  ist  aber  nicht 
der  Fall,  wenn  /3>a,  und  dann  Ist  auch  l — tne% .  cot'i?  •< 
1— tne^a.  Im  Falle  2)  muss  cc^ß  sein,  und  im  Falle  3)  fährt  Jede 
Annahme  zum  Widerspruch.  Geht  man  nun  auf  Lehrsatz  23«  zu- 
rück und  bedenkt,  dass  wenn  in  Taf.  V.  Fig.  4.  sr'  und  sf  kleiner  als 
45^,  und  sr'  <  «^ ,  dann  tr'  und  isi  grösser  als  45®,  und  fr'  >  t»i ; 
rix  < 45® >  r^>45®  sind,  so  schiiesst  man  aus  dem  Vorigen,  dass 
die  gesuchte  Ebene  21  nur  auf  derjenigen  Achsenebene  senkrecht 
stehen  kann,  weiche  den  kleinsten,  d.  h.  den  Nebenachsenwinkel> 
enthält,  und  also  durch  die  Nebenacbse  gehen  muss,  und  dass  es 
nothwendig  zwei,  aber  auch  nur  ztvei  solche  Ebencfii  gibt,  deren 
Neigung  or  gegen  die  Mittelachse  oder,  was  einerlei  ist»  S^tSP^ 
die  Hauptäcnsenebene  durch  die  Gleichung: 


.:;  ]fr 


^  ,_  1— tng^tfcot^/?      1— tng^      cos^a  cos2y 
-  ""•      l«^tng^         ]  — tng%"~cos  •/ '  cos  2a 

bestimmt  wird,  indem  ß,  f,  a  der  Keihe  nach  den  halben  Iianpt-> 
Mittel-  und  Nebenachsenwinkel  bedeuten. 
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b)  Gibt  es  einen  Strahl  a,  dessen  asug.  hann.  Polaren  eine 
Inyolütion  der  rechten  Winicel  bilden,  so  inuss  derselbe  einer 
Achsenebene  angehören;  denn  die  härm.  Polare  tu  derjenigen 
£bene  «,  welche  a  mit  einer  Achse«  z.  B.  mit  r,  verbindet,  mgjt 
in  der  Achsenebene  q,  welche  auf  a  senkrecht  steht;  läge  nun 
a  nicht  In  ^9  so  würde  auch  die  Ebene,  welche  Ot  mit  a  verbin- 
det, auf  a  senkrecht  sein  und  folglich  auch  Oi  auf  a ;  entweder 
wfirde.ako  a  mit  einer  der  Achsenebenen  6,  t  zusammenfallen,  oder 
je  zwei  ziig.  härm.  Polaren  der  Ebene  g  würden  rechte  Wiqkel 
einschliesseu»  was  im  Alleemeinen  nicht  anzunehmen  ist. 

Femer  muss  der  Stranl  a,  wenn  ein  Kegel  erzeugt  wird,  in- 
nerhalb desselben  liegen,  weil  nur  dann  seine  zug.  härm.  Polaren 
fleidbliegende  involutorische  Ebenenfoüschel  bilden,  und  muss  da- 
er  mit  der  inneren  Achse  einen  kleineren  Winkel  af,  als  sein 
zag.  Achsenstrahl  O] ,  einschliessen.  Daher  ist,  wenn  wir  alle  un- 
ter a)  gemachten  Bestimmungen  beibehalten,  jetzt 

tngg/3 tng«/3 

*°8  ^1  '"tnga' (tngtfi'--tnga').cosV~cos V. tng««— sinV 


""  cos  V  (tng  «a -H) — f 


Wfire  nun  der  halbe  Achsenstrahl winkel  Ai=4l5^,  oder  tn^Ai^^h 
so  wäre  a  der  gesuchte  Strahl.    Unter  dieser  Annahme  aber  ist 


^^■^"■1  +  tng^— cos«/? 


oder 

cosa 


cosa'  = 


cosß' 


Em  Mi  also  allemal  zwei  Strahlen  a,  wenn  « >  ^>  d.  hb  anf 
der  mnptachsenebene,  und  zwar  ist  der  von  ihnen  und  der  inne- 
rmi  Achse  eingeschlossene  Winkel  die  eine  Kathete  eines  recbt- 
wioldigen  Dreikants,  dessen  andere  Kathete  dem  halben  Neben- 
adhsenwinkel,  und  dessen  Hypotenuse  dem  halben  Hauptachsen- 
vnnkel  gleich  ist. 

Wird  kein  Kegel  erzeugt,  so  ist 

^     ^     tng«'(tnga'  +  tngai')cosV      sin  V  +  cos  V .  tng^ 

—  tngV 

~"  1  +  cos  V  (tng«o— 1) ' 

alMy  wenn  tagAi=:i  gesetzt  wird: 

^  .     tng«/3  —  1  _  1  — tngg/3      cos  2a    cos  2/8 
^®  "^""tng«a— 1~1— tng2^"*cos«iJ'coB2a' 

Ist  nnn  «<45^,  /}<45<^,  so  muss  cc^ß  seioy  wßnnein  Werth  filr 
a'    eztetiren  soll;    ist  a>450«   /?>4öP,  0oist/!>ir;    und   Ist 

TheU  a.  13 


<■ , 


im 


«^4!i<^:/^54Si<*,  so  ist  km  Winkel  a'  denicbar.     Also   gibt   es 

mieh  JeUt  alieioal  z^ei,  alHsrMch  nur  zwei  iStraUep  a;  di^etfiea 
Ue^M  aui*:der  !NebeQachse.96b«De  und  scUies^en  mit  der  BUttot- 
«dEise  einen  Wipkei  a'  eio»  iveiGher  durch,  den  halbeD  Hauptacb- 
aenv^ipkd  /^.uod  d0n  halben  Nebenachaenwinkei  aao^  wiegesaigt 
bestimmt  wird. 

Noch  ist  zu  bemerken,  dass^  wenn  a=5  ist»  im  Falle  a) 
cos 0^=0  ist,  also  beide  Ebenen  H  bezdglieli  mit  der  äusseren 
oder  der  Mittelachsenebene  zasammenfalien ,  was  auch  daraus  folg^ 
dass  dann  die  Gleichnn^  tng/9  =  tnga.tngy  för  den  halben  äusse- 
ren oder  Allttelacbsenwmker  v  den  Wertn  von  45^  liefert ;  und 
^s  im  Falle,  ^)  cosa':=l  ist,  also  die  beiden  Strahlen. a  bezffg» 
lieh  mit  der  inneren  oder  der  Mittelachse  sich  vereinigen ,  womit 
wiederum  die  Gleichung  tn^y=^l  übereinstimmt. 

Erklärung. 

^  In  zwei  invoiatorischen  räumlichen  Strahlbfiscbeln  seit  jeder 
Strahl  und  jede  Ebene,  deren^zu^.  härm.  Polaren  eine  InvomtTon 
der  rechten  Winkel  bilden,  bezüglich  eine  Brennlinie  und  eine 
Brennebene' dieser  Strahlbf sehel  heissen. 


L  e  h  r  s 

Zwei  involutörische. 'räü 
besitzen  im  Alligemeii^ettt 
allemal  zwei,  aber  auch  nur 
zwei  Brennebenen,  und 
zwar  gehen  dieselben,  in 
jedemFalle  durch  die  Net 
benachse  und  haben  gegen 
d^e  innere. oder  idi'^.  Mittel: 

aQfe.4et  gjeiphe  N.«igupg.     , 

•  •  •    • 


a  t  z    28. 

mfiche  Strahlbüschel 
besitzen  im  Allgemeinen 
allemal  zwei,  aber  auch  nur 
zwei  Brennlinien,  und  zwar 
liegen  dieselben  auf  der 
Haupt-  oder  derNebenach- 
senebene,  jenachdem  er- 
stere  eitlen  Kegel   «fxe«'^ 

gen  odern-ieht»  umd  «i.e 
abeqi  ff.egen  die  tnneirA 
i^der  die  Miltelacbseg|.0lebfi 
Neigung.  .     .■.;•..::■-.: 

...     .1  '  -.    it 


Lehrsatz    29. 

Jeder  Kegel  des  zweiten  Grades  wird  in  zwet  r^r- 
schiedenen  Kichtungen,'  welche  auf  der  Nebenachsen- 
ebene senkrecht  sind,  von  einer  beliebigen  Ebene  In 
einer  Kreislinie  geschnitten« 

Beweis.  Denn  aus  Archiv.  Tbl.  VlII.  S.  44.  geht  hervor, 
dass  ein  jeder  solcher  Kegel  zwei  involutorische  rfiuniucli#  StnUk 
büschel  bestimmt,  und  da  die  zug.  Durchmesser  eines  Jeden  ehe* 
neu  Schnittes  des  ersteren  deti  zug.  härm.  Polaren  emer  Ebene 
der  letzteren  parallel  sein  müssen,  sa  bilden  die  zug.  Durchmes- 
ser .derjenigen  Schnitte  des  Kegels,  welche  einer  Brennebene  die- 
ser  StraUbüschel  parallel  si^d,  eine  Involution  der  rechten  Wik 
kel,  gdiOren  abo  uuiter  Kreisen  an. 
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Anmer  kuDg.  Die  Breimlinicii  und  Brennebenen  zweier  involuto- 
riflcbcr  räomlicher  Strahlbdschel  sind  nicbt  nur  flir  die  Theorie  des 
Kegels y    sondern  auch    ddr   die   der  Flächen  des  zweiten  Grades 
überhaupt    von  Wichtigkeit.      Hat  man  nfimlich   sich   überzeugt» 
dass  die  lug.  Durchmesser  und  Durchmesserebenen  einer  Fläche 
des  zweiten  Grades    zwei  invointorische   räumliche  Strahlbflschel 
bilden»    und  dass  einerseits  die   zug.   barm.  Polaren  irgend  einer 
Ebene  der  letzteren  zug.  Durchmesser  des  dieser  Ebene  und  der 
Fläche   zweiten   Grades    gemeinschalllichen  Schnittes,    und  dass 
andererseits  die  zug.  harni.  Polaren  eines  beliebigen  Strahles  jener 
StrahibÜschei  zug.  Uurchmesserebenen  aller  derjeniffen  Kegel  sind, 
welche    diese  Fläche   umhüllen,    und    deren   Scheitel   in    diesem 
Strahle  liegen»    so  übersieht  man  mit  einem  Blicke»  dass  1)  alle 
deoBrennebenen  parallele  Ebenen  die  Fläche  in  Krei- 
sen sehneiden  müssen,   und   dass  dieselben  auf  der  Mebenach- 
•enebene  des  Hyperboloids   und  auf  derjenigen  Achsenebene  des 
EUipsoids,    welche  die  grösste  und  kleinste  Achse  enthält»    senk- 
recht sind;    2)  dass  es  unzählige  senkrechte  Kegel  gibt» 
welche  die  Fläche  umhüllen»    dass    die    Scheitel   derselben 
iwei  Durchmessern  der  letzteren,    nämlich  den  Brenniinien  jener 
iDTolutorischer  Strahlbüschel ,  angehören  und  daher  auf  der  Eutupt- 
achsenebene  des  Hyperboloids  und  auf  derjenigen  Ebene  des  £l- 
lipsoids,  welche  die  grösste  und  kleinste  Achse  enthält»  liegen. 


Zweiter  Theil. 
§.  3. 

Unmittelbare  Erzeugung  der  Flächen  zweiter  Ordnung 
und  Klasse  durch  reciproke  räumliche    Strahlbüschel 

und  Ebenen. 

'  I.  Flächen  zweiter  Ordnung.  Sind  im  Räume  eine  Ge- 
rade und  eine  Ebene  beliebig  gegeben,  so  ist  hierdurch,  jenach- 
dem  sie  sich  schneiden  oder  nicht,  ein  Pnnl^t  von  endlicher  oder 
mendlicher  Entfernung  gegeben ;  und  ist  irgend  ein  System  von 
Geraden  und  ein  demselben  entsprechendes  System  von  Ebenen 
tegeben,  so  bilden;  die  Durchschnitte  je  einer  Geraden  und  einer 
lä^e.ein  bestimmtes  System  von  Punkten,  dessen  Gesetz  von 
dcf  B^ie)iung  .jener  beiden  Systeme  aufeinander  abhängig  ist. 
Estst  die  Frage:  welcher  Art  dieses  Gesetz  sei,  wenn  die 
gegebenen  Systeme  zwei  im  Räume  beliebig  liegende 
reeiprok^  Strahlbüschel  Z>,  A  sind? 

Es  sei  B  irsend  eine  ~Ebene  oder  isin  ebener  Strahlbüschel 
fotf  D  mit  den  Strahlen  a,  6,  c,  </....;  und  es  sei  3fi  die  Polare 
von  B  oder  der  entsprechende  Ebenenbüschel  mit  den  Bbeneo  an 

13» 


188 

ßi9  Yif  ^i-*-'  ^®^  Polaren  von  a,  b,  c,  <f....;  endUch  seien  Oi,  bi 
Cty  dl....  diejeDigea  Geraden,  in  welchen  die  Ebene  B  von  den 
Ebenen  "^ly  Pi»  Yi*  ^i—  geschnitten  wird,  welche  also  einen  «wei- 
ten ebenen  Strahlbüschel  Bi  bilden,  und  a,  b,  c,  D...  die  Durch* 
schnittspnnkte  von^  a,  b,  c,  d....  und  o^i»  ßi9  yi»  ^i....  oder  Hx»  ^> 
Cis  dl.:.    Diess  vorausgesetzt,  so  ist  nach  Lehrsate  11. 

JB(a,  Ä, c, d....)  =  3(i  («1 9  ^1 9  y >  ^*...)  =  -Bi  (©i ,  6i ,  c,  c2i ....), 
als9 

d.  h.  sumnitliche  Punkte  a,  b,  c,  D....,  in  welchen  die  Strahlen 
der  Ebene  B  von  den  entsprechenden  Ebenen  des  Strahlbüschels 
Z>2  geschnitten  werden,  liegen  auf  einem  Kegelschnitte  i?,  welcher 
aucli  die  Mittelpunkte  D,  Bi  des  räumlichen  und  des  ebenen 
Strahlbiischeis  />,  B^  enthält  und  im  Punkte  />  von  denijenigen 
Strahle  e  berührt  wird,  dessen  Polare  £i  die  Punkte  />,  />i  und 
By  verbindet.  Im  Punkte  Ä  berührt  den  K  derjenige  Strahl  «*i 
oder  dif^enige  Ebene  1^4 ,  welchen  im  Strahlbüschel  B  oder  D  der 
Strahl  JüBi  oder  m  entspricht. 

Vertaus'cht  man  jetzt  B  mit  beliebigen  anderen  Ebenen  B^, 
B"....  des  Strahlbüschels  Z>,  so  erhält  man  eben  so  viele  neue 
Kegelschnitte  K!,  K"„..,  deren  Tangenten  in  D  lauter  solchen  Ebe-  . 
neu  von  Di,  die  durch  den  gemeinschaftlichen  Strahl  DDi  oder 
(fi9)  beider  Strahlbüschel  />,  Di  gehen,  entsprechen,  also  sämrot- 
lich  in  einer  Ebene  q)  liegen  müssen,  welche  die  Polare  des  Strah- 
les fi  ist.  Gehen  die  Ebenen  B,  B' ,  B".,..  alle  durch  einerlei 
Strahl  m  oder  DBi,  bilden  sie  also  einen  Ebenenbüscbely  so  lie* 

fen  ihre  Polaren  2li,  Si',  21/^...  alle  in  einerlei  Ebene  fA^;  die  in 
en  erstercn  liegenden  Kegelschnitte  K,  K' ,  JC....  gehen  sämmt^ 
lieh  durch  die  Punkte  D  und  Bi,  werden  von  der  Ebene  fti  in 
den  neuen  Punkten  Bi',  Bi"..,.,  die  den  Strahlen  2li',  Hi"....  an- 
gehören, geschnitten,  und  in  diesen  Punkten  von  denjenigen  Ebe- 
nen fii',  /Hl"....  berührt,  welche  den  Strahlen  DBi',  DBt"....  oder 
m'ytn,..,  entsprechen.  Aus  demselben  Grunde,  weshalb  me  Punkte 
A>  b,  c,  D....  der  Ebene  B  einen  Kegelschnitt  K  bilden,  mfissen 
nun  auch  andererseits  die  Punkte  Bi,  Bi' ,  Bi",.,,  der  Ebene 'jit 
einen  Kegelschnitt  Ki  bilden,  dessen  Tangente  in  Di  die  Polare 
der  Ebene  DD^Bi  ist,  und  dessen  Tangente  in  Bi  der  Ebene  B 
angehört.  Und  so  erhält  man  auch  in  allen  übrigen  Ebenen  von 
Dl  Kegelschnitte  J^/,  Ki'.,..,,in  deren  Punkten  die  in  diesen  Ebe- 
nen liegenden  Strahlen  von  ihren  Polaren  geschnitten  werden; 
und  die  Geraden,  welche  diese  Kegelschnitte  im  Punkte  Z>x  ^^^^ 
rühren,  gehören  sämmtlich  einer  Ebene  ^i,  der  Polare  des  gemein- 
schaftlichen Strahles  g  der  Strahlbüscnel  D,  Di  9  an.  Ist  ft 
irgend  ein  Punkt  eines  der  Kegelschnitte,  welche  in  den  .Ebenen 
von  D  liegen,  und  sind  a,  Oi  die  nach  diesem  Punkte  gehendem 
Strahlen  von  />,  Di,  so  geht  die  Polare  cr^  von  a  durch  den 
Punkt  a  und  also  auch  durch  den  Strahl  ch,  und  folglich  geht 
die  Polare  a  von  üi  durch  den  Strahl  a:  der  Punkt  d  wird  also 
auf  doppelte  Weise  erhalten :  einmal  als  Durchschnitt  eines  Strah- 
les von  D  und  dessen  Polare  in  Di ,  sodann  als  Durchschnitt  eine« 
Strahles  von  Di   und  dessen  Polare  in  />.    .Ferner   berührt  die 
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Gerade,  in  welcher  sich  die  Ebenen  a,  er«  schneiden,  sowohl  den 
in  a,  als  auch  den  in  »i  liegenden  Kegelschnitt  im  Punkte  a. 

Geht  die  Ebene  B  durch  den  gemeinschaftlichen  Strahl  von 
D,  Li,  so  fällt  der  Punkt  Bi  mit  dem  Punkte  A  zusammen,  und 
der  Kegelschnitt  K  wird  in  den  Punkten  D,  Z^  von  denjenigen 
Grfvaden  berührt.  In  welchen  B  von  den  Polaren  (p,  Xi  ^^  Strah- 
les (fig)  geschnitten  wird.  Nach  den  Punkten  a,  b,  c,  D....  dieses 
Kegelschnittes  K  geheti  von  />  und  />■  die  Strahlenpaare  a,  b,  c, 
d...;  Ol,  61,  Ci,  </x****9  ^s  seien  a^,  p^,  /|,  ^|.... ;  a,  j3,  /,  d.... 
bezGgtich  die  Polaren  dieser  Strahlen;  so  bilden  erstere  einen 
EbeDenbfischel  3li,  letztere  einen  Ebenenbüschel  2(,  deren  Achsen 
]L,  X,  die  Polaren  der  Ebene  B,  im  Allgemeinen  sich  nicht 
flcnneideuj  und  da 

iit,  so  ist; 

2l(a,  ft  y,  <y....)  =  Hl  («1 ,  ft ,  yi »  ^1-0  5 

aber  die  Durehschnittslinien  je  zweier  Ebenen  a,  oi;  ßs  ßi',  VfYij 
f,  ^..  berühren  in  den  Punkten  a,  b,  c,  ^....  ebensoviele  Paare 
TOD  Kegelschnitten ,  welche  auch  von  den  Geraden  2(,  X  berührt 
werden;  also  sind  alle  jene  ßon'ihrungslinien  die  Durchschnitte 
der  entsprechenden  Ebenenpaare  zweier  •projektivischer  Ebenen- 
htoehei,  welche  schief  im  Räume  liegen ,  und  bilden  also  die  eine 
Schaar  der  Geraden  eines  einfachen  Hyperboloids,  zu  dessen  an- 
derer Schaar  3,  Tii  gehören  *). 

*)  Die  Theorie  der  Fl&ohcn  des  zweiten  Grades  hat  die  deg  einfachen 
Hyperboloids  and  des  hyperlutlischen  Paraboloid« ,  ebenso  wie  die  des 
Kegels  des  swetten  Grades,  zur  Voraussetzang^;  denn  obschoh  dieselben, 
wie  esgiksidi  gezeigt  werden  wird,  auf  dieselbe  allgemeine  Weise,  wie 
die  übrigen  Flachen  dieses  Grades  erzeugt  werden  können,  so  lasst  sich 
doch  die  Genesis  derselben  mittels  einfacherer  Gebilde  bewerkstelligen, 
ud  hierdarch  die  Erkenntniss  ihrer  Eigenschaften  um  Vieles  erleichtem. 
IKeia  letitere  kt  durch  Steiner  bereits  g^eschehcn,  und  es  wird  daher  zu 
Miercui  Zwecke  genügen ,  ans  dem  ersten  Theile  seines  Werkes  nur  fol- 
gendea  Lehrsatt  nebst  Definition  aasznziehen  nnd  wegen  des  Beweises 
•■f  das  Werk  selber  za  verweisen. 

„Wena  im  Räume  irgend  drei  Gerade  A,  ii ,  ^4^  irgend  drei  andere 
Gende  a^  b,  e  sehneiden,  so  schneiden  alle  Geraden  dy  tf...,  welche  den 
drei  ersten  begegnen,  alle  Geraden  ^4,  ,  ^44....,  welche  den  drei  letzten 
begegaen,  nnd  es  haben  die  zwei  Schaaren  Geraden  i,  A^^  A^^  A^^  Xa*.«; 
41,  ^9  r,  1/,  f....  solche  Beziehung  zn  einander: 

dasfl  je  zwei  Gerade ,  die  der  näni- 
iiehea  Schaar  angehören ,  unter  sich 
pigektiTisch  sind,  und  zwar  die 
ndere  Schaar  Gerader  zu  Projek- 
tfeBSsCmhlen  haben.  '^ 

„  Zwei  solche  zusammengehörige  Sdiaaren  Ton  Creraden ,  die  einan^ 
der  gegeoseitig  schneiden,  erfüllen  eine  krumme,  windschiefe  Fläche 
iwdter  Ordnung,  nämlich  das  „einfache  Hyperboloid"  (hyperboloide 
k  aae  nappe).  Man  kann  daher,  gemäss  der  Torstehenden  Sätze  auch 
iigea: 


dass  je  zwei  Crerade  aus  einer 
Schaar  die  Achsen  prQJektivischer 
Ebenenbüschel  sind ,  deren  entspre- 
chende Ebenen  die  andere  Schaar 
zu  Dnrchschnittsliniea  haben.'' 
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Endlich  denke  man  sich  ireend  eine  im  Räume  beliebig  lie- 
c^ende  Ebene  £;  so  wird  dieselbe  sowohl  von  den  Strahlen  und 
Ebeoen  des  räumlichen  Strahlbiischels/),  als  auch  von  denen  des 
räumlichen  Strahlbusche!^  Di  seschnitteUj  und  dieselbe  vereinigt 
zwei  Ebenen  £,  S^,  welche  id  Ansehung  der  Punkte  und  Gera- 
den j  in  welchen  sie  von  je  einem  Strahle  jeder  Strahlbüschel  und 
seiner  Polare  geschnitten  werden,  recinrolc  sind.  Ein  jeder  Punkt 
dieser  Ebenen «  welcher  auf  seiner  Polace  ti^^  i^t  zugleich  auch 
ein  Punkt  der  durch  die  Strahlbiischel  D,  JJi  erzeugten  Fläche, 
und  wenn  in  £»  '£i  kein  soldier  Punkt  vorhanden  ist,  hat  auch 
die  Ebene  IE  mit  dieser  Fläche  keinen  Punkt  aemein.  Dem  Lehr- 
satz 5.  zufolge  hat  also  die  beliebige  Ebene  (c  mit  dieser  Fläche 
entweder  kernen  oder  nur  einen  oder  unzählige  Punkte  gemein« 
und  diese  Punkte  bilden  entweder  einen  Kegelschnitt  oder  zwei 
Gerade  oder  eine  einzige  Gerade. 

Erklärung. 

Diejenige  Fläche,  welche  mit  einer  sie  schneidenden  Ebene 
im  Allgemeinen  einen  Kegelschnitt  und  folglich  mit  einer  sie 
schneidenden  Geraden  höchstens  zwei  Punkte  gemein  hat,  wird 
eine  F 1  n  ch  e  d  e  r  z  w  ei  t e  n  O  r  d  n  u  n  ff  genannt ;  jede  Ebene ,  welche 
mit  einer  solchen  Fläche  nur  einen  Punkt  oder  zwei  Gerade  oder 
nur  eine  Gerade  gemein  hat,  heisst  eine  Beruh rungsebene 
dieser  Fläche,  und  zwar  jener  Punkt  oder  der  Durchschnittspiinkt 
der  zwei  Geraden  ihr  Beriihrungspunkt, 'jene  eine  Gerade  ihre 
Berührungslinie,  und  diesen  letzteren  Kamen  trägt  auch  jede 
Gerade,  welche  mit  der  Fläche  nur  einen  Punkt  gemein  hat 

II.  Flächen  zweiter  Klasse.  Eine  Ebene  im  Räume  ist 
bestimmt,  wenn  irgend  ein  Punkt  und  eine  Gerade  derselben, 
welche  nicht  durch  jeAen  Punkt  geht,  gegeben  sind.  Es  seien 
nun  £,  £|  irgend  zwei  im  Rauine  beliebig  liegende  reciproke. 
Ebenen ;  so  ist  durch  die  Gesammtheit  ihrer  entsprechtadeo  Ele- 
mentenpaare ein  System  von  Ebenen  bestimmt,  dessclB  Gesets  xä 
ermitteln  der  ZwecK  der  nächsten  Betrachtung  ist. 

Es  sei  B  der  Mittelpunkt  irgend  eines  ebenen  StrahlbüKch^U 
in  C;  Ai  die  Polare  desselben  in  £^,  und  a,  6,  c,  dl...;  fu,  b^, 
Ci ,  ö]....  die  entsprechenden  Elementenpaare  von  £  und  i^i ; 
ferner  sei  Bi  die  durch  B  und  A^ ;  und  2l,  £,  <C,  2> —  die  durch 
a  und  ai,   b  und  b^,    c  und  C|,    d  und  Oi-...  gäegteo  Ebenen, 


Iffrend  swei  im  Räume  beliebi**- 
■rhiefl legende  projektiv ische  Gerade 
i4,  .4i  enengen  ein  einfaehes Ilrper- 
boloid.  d.  h.  sie  und  alle  ihre  Pro- 
jektionsstrahlen .  nehst  der  Srhaar 
Gerader,  irelrhe  die  letateren  schnei- 
den ,  liegen  in  einem  einfachen  Hj- 


I 


Irgend  zwei  im  Räume  beliebig 
schiefliegende  projektirische  Ehe- 
nenbnsrhel  .4 ,  .4|  erzeugen  ein  ein- 
farJies  Hyperboloid,  d.  h. dio  Darch,- 
schnittslinien  ihrer  enUpredieBdoB 
Ebenen,  nebst  der  Srhaar  Gerader, 
welche  dieselben  schneideB,   liegen 


perboloid.**  |  in  einem  einfachen  Hyperboloid.** 

Ist  eine  der  Geraden  «r,  ^.  r.  </,  f....  unendlich  entfernt,  oder,  was 
eitteriei  Ist.  sind  die  Geraden  A^  A^  projektivisch-ähnlicli ,  so  heuat  dio 
dnrch  sie  enen^te  FIfiche  ..hyporholisches  Paraboloid'%  ond  dann 
ist  auch  eine  der  Geraden  .f .  .4| ,  .4«,  .4j .  M«....  unendlich  entferat  n.o.  w. 
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weklae  die  Ebene  A   in  den  Strahlen  Qu   6|,   «t,   <^««-  eine« 
StrahlbflBchelA  ßi  schneiden.    Diess  vorausgesetzt,  so  ist 

B(ag  Ä,  £?,  rf....)  =  Ai  (tti  9  bx  >  C| ,  C>i....)  3?  Bi  («i » &i ,  Ci ^  ilt....), 

also  auch 

ii(a, bf  e,  d....) ^  JB^ (<ii 9  lfi,Ci,  c^....) ; 

demnach  niflsKen,  zufolge  «^Abh.  der  geom.  Gest  §.  38.  11.'*  oder 
auch  Archiv.  Tbl.  IV.  S.  252.  10.,  sämmtUche  Ebenen  Z,  2b,  €s 
3D..».  nebst  (B  und  fi|  einen    und  denselben  Kegel  K  des  zweiten 
Cirades  umhüllen  ^    und  zwar  muss  derselbe  die  Ebene  £  in  dem- 
jenigen   Strahle   e    von    ß  berühren,    welcher  in  ßi   der  Durcli- 
«chnittslinie  fi  von  £  und  Bi ,  oder  in  £|  dem  Durchschnittspunkte 
ej  der  Ebene  (C   und    der  Geraden  Ai  entspicht.    Und  ebenso  be- 
rührt K  die  Ebene  i?^  in  demjenigen  Strahle  m|,  und  folglich  die 
Gerade  Ai  in  demjenigen  Punkte  nii,   welcher    derselben   Durch* 
Schnittslinie  von  Sund  ßi,  nämlich  dem  Strahle  7/t  von  B,  entspricht. 

Alle  Ebenen  des  in  Rede  stehenden  Systems,  welche  von 
einerlei  Punkte  B,  B ,  B",,.,  der  Ebene  £  ausgehen,  umhüllen 
also  einen  Kegel  K,  K' ,  K".,.»  des  zweiten  Grades,  und  da  die 
Punkte  fi,  e/,  ^i^--»  in  welchen  die  Polaren  Ai,  A^  9  Ax*-"  der 
Punkte  Jd,  Bf,  ^....  die  Ebene  S  treffen,  alle  in  einer  geraden 
Linie,  nfimlich  in  der  Durchschnittslioie  {fig)  der  Ebenen  S,  £1 
iiegen,  so  ^ehen  sämmtliche -Gerade  e,  r ,  e"....,  in  welchen  die 
Keeel  K^  K^  K"„..  die  Ebene  £  berühren,  durch  einerlei  Punkt 
f,  den  Pol  der  Geraden  /|.  —  Liegen  die  Punkte  B,  Bf,  jB^.... 
alle  in  einer  Geraden  m,  so  gehon  ihre  Polaren  A^,  Aj' ,  ^l'^... 
alle  dint^h  einerlei  Punkt  nti ;     die  Kegel  K,    K' ,    £  ....  haben 


A9»r<Miicu   «"»f  9   '»1  9   ''•1    ••••9    uiiu  iuii^iiv;ii   tue   vrciaucii  -«M  9  ^*1  v  -^1    "* 

io  denjeni^n  Punkten  m^,  m^',  ml'^...,  welche  in  £  den  Durch«« 
«chnittBtinien  m,  m',  m",.,.  der  Ebene  £  und  der  Ebenen  B^,  B\\ 
JBi"^..»  entsprechen. 

Das  nämliche ,  was  von  einem  beliebigen  Punkte  B  der  Ebene 
a  gilt,  muss  nun  auch  von  einem  jeden  Punkte  der  Ebene  ££ 
{reiten,  d.  h.  alle  von  ihm  ausgehende  Ebenen  unseres  Systems 
umhüllen  einen  Kegel  Ki  zweiten  Graden ,  welcher  auch  die  Ebene 
(E^  berührt,  und  sämmtliche  Berührungslinien  dieser  Ebene  und 
der  verschiedenen  Kegel  Ki,  K^' ,  Ki"..,.  geben  durch  einerlei 
Punkt  o.  s.  w. 

Ist  3(  irgend  eine  Berührungsel»ene  eines  der  K^sel  JT,  K', 
M!'.:.9  welche  einen  Punkt  der  Ebene  £  zum  Scheitel  habeo, 
und  hat  3  mit  £  die  Gerade  a,  mit  £x  die  Gerade  Oi  ffemein,  se 
liegt  der  Pol  di  vor  a  auf  %  und  also  auch  auf  Ot»  und  demnach 
def  Pol  a  von  aj  auf  der  Geraden  o.  Die  Ebene  H  gehfiit  ako 
■|(Ät nvr  ei«i?m  Kegel,  dessen  Scheitel  auf£  liegt«  «oadem  Moh 
enem  Kegel,  dessen  Scheitel  auf  £i  liegt,  an»  und  man  erhalt 
also  keine  zwei  besonderen  Systeme  von  Ebenen«  jenacbdem  man 
die  Punkte  von  £  oder  die  Punkte  von  £i  mit  deren  Polaren  in 
£i ,  £  durch  Ebenen  verbindet.    Ferner  müssen  die  beiden  Kegel, 
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deren  Scheitel  die  Punkte  d;  f^  sind,  die  Ebene  31  längs  dersel- 
ben  Geraden  Mi  berfihren. 

Liegt  der  Punkt  B  auf  der  Durchschnittslinie  (fig)  von  S»  iBi» 
so  föllt  die  Ebene  Bi  mit  £i  zusammen ,  und  der  Kegel  K  berfihrt 
die  Ebenen  K^  £Ei  in  denjenigen  Geraden,  welche  den~Pun|Lt  J^ 
mit  den  Polen  von  /J;  una  g  verbinden.  Die  Beruhrnngsebenen 
71  f  25»  (L,  ^....  dieses  Kegels  mögen   die  £E,  iEj  in  den  Geraden 

a,  b,  e,  d.,„  und  Ox,  bi,  Cj,  di.,.,  schneiden;  es  seien  Ai»  bi»  Ct» 
Ol*...  und  a,  t>»  c,  O,.-  die  Pole  dieser  Geraden;:  so  bilden  a,  6, 
c,  <{....  und  Oi^  6i,  c^,  dl..,,  zwei  proj.  Strahlbiischer /? «  JS^,  und 
die  Punkte  a,  b,  c,  ^....  eine  Gerade  ^,  welche  mit  Bii  und 
die  Punkte  at»  bp  Ct,  Oi*...  eine  Gerade  ^i*  welebe  mit  B  pro« 
jektivisch  ist;    also  ist  auch 

^(a^b,  c,  ^•..,)  5E=  ^i(({i9  b^«  Ci»bi ....). 

Aber  acii,  bbi,  cci,  d{>|....  sind  die  Geraden,  in  welchen  die  Ehe« 
nen  H,  25,  C»  Ib....  von  Je  zwei  Kegeln,   deren  Scheitel  a/Oi; 

b,  bi;  (>  Ci ;  0,  D^....  sind,  berührt  werden;  folglich  bilden  alle 
diese  Geraden»  da  sie  die  A,  Ai  projektivisch  schneiden, .  nebst 
A,  Ai  ein  einfaches  Hyperboloid. 

Endlich  denke  man  sich  irgend  einen  beliebig  im  Räume  lie- 
genden Punkt  D;  so  ist  derselbe  der  gemeinschaftliche  Mittel« 
punkt  zweier  reciproker  räumlicher  Strahl büschel  Z>,  />] ,  deren 
entsprechende  Elementenpaare  nach  den  entsprechenden  Elemen* 
tenpaaren  der  Ebenen  ü,  0ti  gerichtet  sind.  Jede  Ebene  von  ZI, 
welche  ihre  Polare  von  ^  enthält,  verbindet  zwei  entsprechende 
Elemente  von  tt,  Sj  und  gehört  also  zu  dem  in  Rede  stehenden 
System  von  Ebenen;  und  wenn  in  />,  />x^^i''®  solche  Ebene 
existirt,  so  geht  auch  keine  Ebene  jenes  Systems  durch  den  Punkt 
Z>.  Geht  man  nun  auf  die  Sätze  5.  und  lo.  zurück  und  tr^t  das 
dort  von  Punkten  und  Strahlen  Gesagte  auf  deren  Polaren'  über» 
wozu  man  offenbar  berechtigt  ist,  so  siebt  man,  dass  unser  System 
von  Ebenen  mit  einem  beliebigen  Punkte  D  des  Raumes  entwe» 
der  keine  oder  nur  eine  oder  unzählige  Ebenen  gemein  habe»  und 
dass  diese  letzteren  entweder  einen  Kegel  des  zweiten  Grades 
umhüllen  oder  zwei  Ebenenbüschel  oder  nur  einen  Ebenenbüschel 
bilden. 

Erklärung. 

Jedes  System  von  Ebenen,  welches  mit  einem  beliebigen 
Punkte  im  Kaume  im  Allgemeinen  eine,  einen  Kegel  zweiten 
Grades  umhüllende  Schaar  von^  Ebenen  und  folglich  mit  einer  be« 
liebigen  Gehiden  im  Räume  im  Allgemeinen  höchstens  zw^  Ebe- 
nen gemein  hat,  wird  eine  Fläche  der  zweiten  Klasse  genannt; 
jene  Rhenen  selbst  heissen  Berührungsebenen  dieser  Fläche; 
eine  jede  Gerade,  durch  welche  unzählige  solche  Ebenen  gehen» 
wird  ein  Strahl,  und  jeder  Punkt,  durch  welchen  nur  efaie  solche 
Ebene  geht  öder  in  welchem  zwei  Strahlen  der  Fläche  sich 
schneiden,  ein  Punkt  der  Fläche  genannt. 
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Lehrsatz    30. 


a)  Zweibeliebig  imRaume 
UegeDde    reciproice    räum- 
liche StrahlbüBchei  D,   D^ 
ersengen   eine    Fläche   der 
iweiten   Ordnung^    welche 
auch    durch     ihre     Mittel- 
piinkte  geht;    nämlich  die 
lOurchschnittspunkte  aller 
Strahlen    des     einen    und 
ihrer  Polaren   im  anderen 
liegen     in     einer     solchen 
Fläche;  und  zwar  wird  die- 
selbe  in    den  Mittelpunk- 
ten der  Strahlbüschel  von 
denjenigen  Ebenen  berührt, 
deren  Polaren  im   gemein- 
schaftlichen  Strahle    der- 
selben vereinigt  sind. 

()  Man  erhält  nur  eine 
solche  Fläche,  man  mag 
nun  die  Strahlen  des  einen 
ätrahlbüsciiels  oder  die  des 
anderen  auf  ihre  Polaren 
beliehen. 

e)DieFläche  wird  in  jedem 
ibrerPunkte  von  der  Durch- 
fchnittslinie  derjenigen 
iwei  Ebenen  der  räumli- 
dien  StrahlJ[)üschel  berührt, 
deren  Polaren  nach  diesem 
Punkte  gehen. 

d)Alie  diese  Durchschnitts- 
linien, deren  Berfihrungs- 
g unkte  einer  den  be-ideu 
trahtbüscheln  gemein- 
schaftlichen Ebene  ange- 
hören, bilden  ein  einfaches 
Hyperboloid. 


^  a)  Zwei  beliebig  im  Räume 
liegendereciproke  Ebenen 
£,  9ti  erzeugen  eine  Fläche 
der  zweiten  Klasse,  welche 
auch  diese  Ebenen  selbst 
zu  Berührungsebenen  hat; 
nämlich  die  Verbindunes- 
ebenen  aller  Punkte  der 
einen  Ebene  mit  ihren  Po- 
laren in  der  anderen  um- 
hüllen eine  solche  Fläche; 
und  zwar  berührt  dieselbe 
die  Ebenen  £,  £Ei  in  den- 
jenigen zwei  Punkten,  de- 
ren Polaren  sich  in  der 
Durchschnittslinie  beider 
Ebenen  vereinigen« 

h)  Man  erhält  nur  eine 
solche  Fläche,  man  mag 
nun  die  Punkte  der  einen 
Ebene  oder  di^  der  ande- 
ren mit  ihren  Polaren  ver- 
binden. 

e)  In  jeder  Berührunffs- 
ebene  der  Fläche  geht  die 
Verbindungslinie  derjeni- 
gen zwei  Punkte  derEbe- 
nen  S,  lEi,  deren  Polaren 
die  Durchschnittslinien  die- 
ser Ebenen  und  jener  Be- 
rührungsebene sind,  durch 
einen  Punkt  der  F)ache. 

cQ  Alle  dieseVerbinduiigS'' 
linien,  welche  den  durch 
einen  semeinscbaftlichen 
Punkt  der  Ebenen  C,  fi^ 
gehenden  Berührungs^be- 
iien  angehureii,  bilden  ein 
einfaches  Hyperboloid. 


Nun  iSsst  sich  aber  auch  umgekehrt  zeigen,  dass 


Lehrsatz    31. 


AlleFlächen  derzweiten 
Ordnung  sich  durch  reci- 
proke  Strahlbüschel,  und 
xwar  auf  unzählige  Weisen 
erseugen  laesen. 


Alle  Flächen  der  zweiten 
Klassesichdurchreciproke 
Ebenen,  und  zwar  auf  un- 
zählige Weisen  erzeugen 
lassen. 
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Beweis  (linksj.  Denn  Ist  iroend  eine  FlSche  F  der  zweiten 
Ordnung  gegeben,  »o  kann  man  drei  Punkte  D,  D^,  8  derselben 
beliebig  auswählen  und  durch  zwei  dieser  Punkte»  i.'B.  durch 
Dl  und  8,  zwei  Ebenen  ilf^»  Mi  legen,  welche  F  in  zw6i' Kegel* 
schnitten  R.  K  schneiden,  und  sofort  durch  den  dritten  Punkt 
D  und  den  Punkt  8  eine  beliebige  dritte  Ebene  (ii^)^  welche  den 
Kegelschnitt  K  znm  zweitenmale  im  Punkte  B,  und  den  Kegel- 
schnitt K  im  Punkte  W  schneidet.  Vom  Punkte  D^  aus  denke 
man  sich  nach  den  sammtlichen  Punkten  ^k'  ^,  b,  c,  D....  des 
Kegelschnittes  K  die  Strahlen  «i,  fli,  b^^  c^,  d^,.,,^  und  nach  den 
sämmtlichen  Punkten  8'  (d.  h.  8),  a ,  b',  t! ,  ^'....  des  Kegelschnit- 
tes K'  die  Strahlen  *i'  (oder  *i),  ffj',  /h',  Cj',  rfi'....  gezogen;  so 
bilden  diese  Strahlen  zwei  ebene  Strahlbflschel  Bi^  i?/,  deren 
Mittelpunkte  in  />i  liegen ;  ferner  denke  man  sich  vom  Punkte  D 
nach  den  Punkten  B,  li'  die  Geraden  2,  H'  gezogen ,  und  einmal 
durch  21  und  die  Punkte  8,4,  b,  c,  D....  die  Ebenen  a,  a,  ß,  r, 
d....y  welche  die  Ebene  Mi  in  den  Geraden  s,  a,b,  c,  d....  scnncAT 
den,  sodann  durch  V  und  die  Punkte  s',  a'«  b',  c',  Ö'....  die  Ebe- 
nen a'  (oder  a),  a',  jS',  /,  J'....  gelegt,  welche  die  Ebene  Mi  hi 
den  Geraden  s',  a! ^  6',  c',  d^'....  schneiden;  so  bilden  die  geuano- 
ten  Ebenen  zwei  Ebenenbüschel  !2(,  Ü!  und  die  neuen  Geraden 
zwei  ebene  Strahlbflächel  B^  Bf,  und  zwar  ist: 

Bi  (ßi,  €ii,  6i,  Ci,  di...)^  B  (s,  Ofb,  c,  d,..)^2i(6,a,ßfY98n.,') 
und 

Bi'isi',  Uli,  bi',  Ci',  CZ/..0  =^  (*',  a',  Ä',  c',  c^'...)=3l'  (tf',  o',  /J',/,  d'...) ;     ^ 

also  auch 

-Bi  ('i»  «1»  ^>  Ci,  <fi.,.)=2J  (ö, «, /?,  y,  ^...) 
nnd 

^'(*i'.fli',&i'.^/,di'...)=a'(a',a',/J',/,d'...). 

'Betrachtet  man  nun  die  Phnkte  Z>,  Di  als  die  Mittelpunkte 
zweier  räumlichen  Strahlbflschel  />,  ^j,  so  hat  man  in  dem  einen 
zwei  .Ebenenbüschel  21,  21'  und  in  dem  anderen  zwei  ebene  Strahl- 
buschel  Bi,  B^  ^  welche  bezüglich  mit  den  ersteren  In  Ansehung 
der'  Elementenpaare,  die  sich  m  den  Punkten  8,  a,  b,  c^  0....  und 
8',  Ä'jc.b',  c',  ö'...;  der  Fläche  F  schneiden,  projektivisch  sind« 
und  z\Var  entspricht  der  gemeinschaftlichen  Ebene  (tftf')  von  21,  2(' 
der  gemeinschaftliche  Strahl  {siSi)  von  j^ ,  Bi',  Also  darf  man 
festsetzen:  die  räumlichen  Strafilbiischel  D,  Di  sollen  reciprok, 
und  zwar  die  Elementenpaare  21  und  Mi^  'ii'  und  Mi  \  ö,  a,  ß, 
y,  Ä....  und  Si,  a^,  6^,  Ci»  di....;  a',  «',  ß',  /,  d'....  und  j^j  i^*, 
6^',  i?i',  dl',...  sollen  entsprechende  Elementenpaare  von  1),  1)| 
selber  sein.  Aber,  kraft  des  vorigen  Satzes,  erzeugen  diese 
Strahlbüschel  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  F\  welche  durch  die 
Punkte  /),  />!  und  durch  sämmtliche  Punkte  B^  a,  a»  b,  c,  b...., 
Bf  a[y  b',  c',  D'....  der  Kegelschnitte  AT,  AT'  geht;  ist  also  Kein 
beliebiger  Punkt  der  Fläche  F',  so  kann  man  sich  durch  die 
Punkte  D  und  E  allemal  eine  Ebene  gelegt  denken,  welche  die  ' 
Kegelschnitte  AT,  K'  in  zwei  Punktenpaaren  m,  n;  m',  n'  schnei- 
det,  und  da  nun  die  beiden  Kegelschnitte^   welche  d^esüifibi^ie 


im 

mit  den  Flächen  F,  F'  gemein  hat,  durch  die  nfimlichen  fiinf 
Punkte  Df  nij  n,*  m',  n'  gehen,  also  zusammenfallen,  ^so  muss 
anch  der  dem  einen  angehririge  Pimkt  f  auf  dem  anderen  nnd  so- 
mit auf  der  Fläche  F  liegen ;  folglich  die  durch  die  reciproken 
Strahlbüschel  />,  Di  erzeugte  Fläche  F'  mit  der  gegebenen 
Fläche  F  identisch  sein,  w.  z.  b.  w. 

Der  Beweis  der  rechten  Seite  wird  auf  ähnliche  Weise  geführt, 
und  mau  ist  also  nun  berechtigt»  die  allgemeine  Eintbeilung  und 
die  Eigenschaften  der  durch  reciproke  Giebilde  erzeugten  Fucheo 
des  zweiten  Grades  als  die  der  sämmtlichen  Flächen  dieses  Gra*, 
des  auszusprechen.  Unter  anderen  leuchten  nun  folgende  zwei 
Sätze  ein; 


Lehrsatz    32. 


Eine  Fläche  der  zweiten 
Ordnung  hat  mit  einer  be- 
liebigen Ebene  im  Räume 
entweder  keinen  oder  n'ur 
einen  oder  unzählige  Punkte 

gemein,  unddiese letzteren 
ilden  entweder  einen  Ke- 
gelschnitt oder  zwei  Gera- 
rade oder  nur  eine  einzige 
Gerade. 


An  eine  Fläche  der  zwei- 
tenKlasse  gehen  von  einem 
beliebigen  Punkte  im  Räu- 
me entweder  keine  oder  nur 
eine  oder  unzählige  Berüh- 
rungsebenen, und  diese 
letzteren  umhüllen  entwe* 
der  einen  Kegel  des  zwei- 
ten Grades  oder  bilden 
zwei  Ebeneobüschel  oder 
nur  einen  einzigen  Ebenen- 
büschel. 


Lehrsatz    33. 


Ist  irgend  eine  Fläche  der 
zweiten  Ordnung  gegeben, 
so  darf  man  vier  Punkte/), 
Di,B,s  derselben  beliebig 
auswähl.ea  und,  nachdem 
man  zwei  dieser  Punkte^ 
z.  B.  D,  Du  bezüglich  mit 
J?  und  8  dur.oh  zwei  Gerade 
31  und  fjL..  lind  mit  beiden 
Funkten  Jf,  s  durch  zwei 
Ebenen  tfund  ^1  verbunden 
hai«  festsetzen:  diePunkte 
2>,  Dl  sollen  die  Mittel- 
punkte zweier  reciprokcr 
räumlicher  Strahlbüschel, 
welche  die  gegebeneFläche 
erzeugen,  und  die  Ebenen 
ö  und  Ml  sollen  die  Pola- 
ren der  Strahlen  Si  und  3( 
sein. 


f     

Ist  irgend  eine'FIäche  der 
zweiten  Klasse  geceben^ 
80  darf  man  vier  Berüli- 
rungsebehen  Ä,  g^,  jB,..;^; 
derselben  beliebig  aus-' 
wählen  und,  wenn  A,  f^ 
die  DurchscHnitlslinien,  s 
und  tiix  die  Durchschni-tts- 
punkte  zweier  dieser  Ebe- 
nen, z.  B.  £,  fti,  und  bezüg- 
lich der. einzelnen  Ebenen 
Jb,  0  und  wieder  beider 
Ebenen  1^5  (f  zugleich  be- 
zeichnen, festsetzen  s^  die 
Ebenen  (C,  üi  sollen  recir 
prok  sein  und  die  gegebene 
Fläche  erzeugen,  und  zwar 
sollen  die  Punktes  undmi 
die  Pole  der  Geraden  ij^ 
und  A  in  diesen  Ebenen 
sein. 


14. 

älaflsifikation  der  Flächen  der  zweiten  Ordnung  und 

Klasse. 

I.  Zwei  reciproke  räumliche  Strahlbfischel  D,  D*  mögen  ganz 
beliebig  im  Kaume  liegen;  e»  sei ?(i  ihr gemeinfachaftlicher  Strahl; 
Afp  ^1,  Vi«  dj....  ihre  gemeinschaftlichen  Ebenen;  a,  b,  c,  </..•• 
die  den  letzteren  in  D  entsprechenden  Strahlen,  und  Oi,  61,  Ci» 
dl..,,  diejenigen  Strahlen^  in  welchen  die  Ebene  der  o,  6,  c,  f2....» 
oder  die  Polare  von  ?(, ,  von  den  Ebenen  aj,  ßi,  y^^  d^....  ge- 
schnitten wird;  so  bilden  a,  h,  c,  r/....  und  o^,  6| ,  Ci,  lA.... 
zwei  concentrische  ebene  8trahlbfischel  B,  Bi\  0\9  ßif  yx*  ^••o 
einen  Ebenenbuschel  21i»  und  es  ist 

also 

Bia,  b,Cf  d,:.)  =  Bi  (oi ,  ißi  9  C| ,  if^....). 

Es  sind  nun,  nach  Archiv  Tbl.  IV.  S.  252. ,  drei  und  zwar  nnr 
drei  Fälle  denkbar:  n)  Entvi-eder  besitzen  die  coDcentrischen 
proj.  ebenen  8trahlbiischel  ^,  J?i  zwei,  oder  b)  nur  einen  oder 
c)  Keinen  Strahl,  in  welchem  sich  entsprechende  Strahlen  verei- 
nigen, oder  mit  anderen  Worten:  Von  uen  Ebenen  cr|,  ßuytt  d^... 
gehen  entweder  zwei,  oder  nur  eine  oder  keine  durch  ihre  Polare 
in?/).  Geht  aber  irgend  eine  jener  Ebenen ^  z.  B.  «t,  durch  ihre 
Polare  a,  und  man  rechnet  dieselbe  jetzt  zu  />,  so  muss  ihre  Po- 
lare in  Dl  gleichfalls  auf  of] ,  d.  h.  auf  dieser  Ebene  liegen. 

u)  Es  seien  in  Taf.  V.  Fig.  5.  DMDi  und  DSTJ).  zwei,  den  Strahi- 
büscheln  D,  A  gemeinscnaftliche  Ebenen,  welche  durch  ihre  Po- 
laren DM,  DiM  und' DM',  D^M'  gehen.  Da  allen  Ebenen  a,  ß^ 
y,  d....,  welche  z.  B.  durch  DM  gehen,  lauter  Strahlen  von  Dx^ 
die  in  der  Ebene  DM  Di  liegen,  entsprechen  niflssen,  so  gehören 
alle  Punkte  der  Geraden  DM,  und  ebenso  auch  die  der  Geraden 
DiMy  DM',  DiM*,  zu  der  durch  D,  D.  erzeugten  Fläche  F. 
Es  sei  nun  DMb  oder  B  irgend  eine  durch  F)M  gehende  Ebene, 
welche  die  Ebene  DM* Di  in  der  Geraden  Db  oder  b  schneidet, 
und  fs  seien  a,  c,  <Z....  sämnitliche  übrigen  in  B  liegenden  Strah- 
len von  D;  DiBi  oder  Hi  sei  die  auf  JbMDi  liegende  Polare  der 
Ebene  B,  w*elche  DM  in  Bi  schneidet,  und  «i,  ßt,  yi,  d«....  die 
Polaren  der  Strahlen  a,  b,  c,  d.,..,  welche  einen  Ebenenbfische 
2(i  bilden  und  die  Ebene  B  in  den  Geraden  cr^,  6^,  C|,  c£|....,  s 
wie  die  Strahlen  er-,  b,  c,  r/....  in  den  Punkten  a,  b,  c,  6....  sehne 
den;    so  ist 

B(a,b,c,d...)=Tli(ai,  ßi,  y^,  di...)^Bi(ai,  ftj,  Ci,  c^...)> 

also 

B(ayb,c,  c{....)= JBi  (üi ,  bi,  c^ ,  if| ••••). 

Aber  dem  Strahle  DM  von  B  entspricht  in  Tii  die  Ebene  DJ 
und  folglich  in  Bi  ein  mit  DM  vereinigter  Strahl;    also  sinr 
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ebenen  Strahlbüschel  By  Bi  perspekttvisch,  d.  h.  sämmtliche 
Punkte  a,  by  c,  ^....  ~  Punkte,  welche  der  FIfiche  F  angehören  — 
liegen  in  einer  Geraden  A ;  und  da  die  Polare  des  StraJiles  b 
durch  DiBi  und  durch  D^M.'  gehen  muss,  also  mit  der  Ebene 
DiBFBi  einerlei  ist,  so  gehört  der  Punkt  b  der  Geraden  DJÜi' 
an,  oder  die  Gerade  A  begegnet  den  Linien  DMvoiA  D^M'  sugleich. 

Die  FiSche  F  wird  also  von.  allen  Ebenen ,  welche  durch  eine 
der  vier  Linien  DM^  D^M,  DM*,  />i^'j  «•  ß«  durch  DM^  gehen, 
in  lauter  geraden  Linien  geschnitten,  zu  denen  auch  DM'  und 
D^M  gehören ,  und  alle  diese  Linien  treffen  auch  die  Linien  DjM'. 

Es  seien  nun  in  Taf.  V.  Fig.  6.  Dcicu ,  />bbi ,  Dcc^ ,  Z>DDi....  oder 
^9  ß»  7  9  ^— •  sämmtliche  durch />^  gehende  Eibenen ,  welche  einen 
EbenenbOschel  21  bHden;  A^  B,  C»  />....  die  in  denselben  und 
in  der  Fläche  F  liegenden  Geraden;  ^i,  ßy^j  y^  ^i*...  die  durch 
DiM'  und  dieselben  Geraden  gehenden  Ebenen,  welche  einen 
EbenenbüBchel  Hi   bilden ;    und  eine  den   Strahlbüscheln  />,  IX 

femeinschaftliche  Ebene,  welche  weder  mit  DMDi  noch  mU 
VM'Di  identisch  ist,  schneide  die  Geraden  Ay  B,  6,  />....  in 
den  Punkten  a',  b',  c',  D'....;  so  liegen  diese  Punkte  in  einem 
Kegelschnitte  (oder  in  einer  Geraden),  indem  sie  der  Fläche  F 
angehören,  und  verbindet  man  dieselben  mit  Z),  />■  durch  die 
Strahlen  a,  6,  c,  £^....;  cri,  6t,  Ci,  cfi....,  so  bilden  cfie  letzteren 
zwä  projektivische  ebene  Straliibflschel,  von  denen  der  eine  mit 
dem  Ebenenhüschel  X,   der  andere   mit  dem  Ebenenbüschel  3^ 

perspektivisch  ist;    also  ist  % 

f 

2t (a, ft y, Ä....)  =  2ti («1  ,ßi,yi,  ^i ...,)• 

Da  nun  die  Achsen  DJÜ,  D^M'  dieser  Ebenenbüschel  sich  nicht 
schneiden,  so  folgt  aus  dem  letzteren,  dass  die  sämmtiichen  Ge- 
raden il,  JB,  C  />....  die  eine  Schaar  dar  Geraden  eines  ein- 
beben  Hyperboloids  bilden,  zu  dessen  anderer  Schaar  DM  und 
DiM'  gehören;  d.  h.  die  Fläche  F  ist  im  Falle  a)  ein  einfaches 
Hyperboloid. 

6)  Gibt  es  nur  einen  Strahl  DM  und  />|ilf ,  welcher  auf  sei- 
ner Polare  DMDi  liegt,  so  zeigt  man,  wie  vorhin,  dass  jede 
Ebene  B,  welqhe  durch  DM  (oder  />Jlf)  geht,  die  Fläche  F  in 
ehter  Geraden  A  schneidet.  Ist  nun  j^  die  durch  den  Punkt  Di 
und  die  Gerade  A  gehende  Ebene,  so  muss,  eben  weil  A  eine 
der  Fläche  F  angehörige  Grerade  ist,  'von  allen  Strahlen  in  der 
Ebene  Bi  einer  auf  seiner  Polare  liegen,  also,  da  DiM  der  ein- 
zige derartige  Strahl  ist,  mit  diesem  zusammenfallen.  Die  Gerade 
A  trifft  also  die  beiden  Geraden  DM  und  D^M,  geht  demnach^ 
da  sie  nicht  in  die  Ebene  DMDi  fKIlt,  durch  den  Punkt  M.  8o«> 
mit  schneiden  alle  durch  DM  und />|ilf  gelegten  Ebenen  die  Fläche 
F  in  geraden  Linien,  welche  durch  einerlei  Punkt  M  gehen,  und 
weil  jede  von  DMDi  verschiedene,,  den  Strahlbuscheln  Z>,  Di 
gememschaftliche  Ebene  die  Fläche  F  in  einem^  Kegelschnitte 
sebneidet,  so  ist  diese  Fläche  im  Falle  6)  ein  Kegel  des  zwei- 
ten Grades. 

c)  Enthielte  in  diesem  dritten  Falle  die  Fläche  F  eine  gerade 
Linie,   so  würde  die   nach  dieser  letzteren  gehende  Ebene  des 
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Strahlbfisehels  D  oder  D^  einen  Strahl  enthalten  mÜsseD,  welcher 
auf  Beiher  Polare  liegt  9  waa  gegen  die  Vorausaetzuog  streitet« 

Auf  die  so  eben  betrachteten  drei  Fälle  und  die  denselben 
entsprechenden  drei  Hauptgattungeo  von  Flächen  der  zweiten 
Ordnung  kommt  man  zurück,  wenn  man  von  der  Art  des  Schnit- 
tes einer  beliebigen  Ebene  £  mit  der  Fläche  F  ausgeht  Besteht 
nämlich  1)  dieser  Schnitt  aus  zwei  Geraden  {AA^vakiiiA'Ax)» 
so  sind  in  den  mit  IE  vereinigten  zwei  reciproken  Eloenen  Ü,  ft» 
die  Pole  dieser  Geraden  ein  einziges  Paar  Punkte  (ßiB)  una 
{Bi'B'),  welche  mit  dem  Durchschnitte  iener  Geraden  in  einer 
geraden  Linie  \S  liefen;  und  jedem  Punkte  der  ersteren,  z.  B. 
von  A,  entspricht  em  durch  ihn  selbst  gehender  Strahl  von  JBi, 
sowie  demselben  Punkte ,  insofern  er  zu  Ai  gezählt  wird«  ein 
durch  ihn  selbst  gehender  Strahl  von  B.  Legt  man  nun  durch  die 
Gerade  />/>i  und  den  Punkt  (BBi)  eine  Ebene,  welche  (AAi)  in 
Vlg.iA'Ai')  in  mi  schneidet,  so  ist  die  Polare  dieser  Ebene,  io- 
pofern  sie  zu  D  geb^irt ,  der  nach  nti  gehende  Strahl  von  I^i ,  und 
di?  Polare  derselben  Ebene,  insofern  sie  zu  Z>x  gehört,  der  nach 
m  gehende  Strahl  ,von  i>.  Die  Polaren  dieser  Ebene  liegen  also 
auf  ihr  selbst  und  das  n[tm liehe  gilt  von  der  durch  ifDi  und 
(B'JBx')  gelegten  Ebene,  Jenachdem  also  die  Gerade  iS  mit  der 
Geraaen  DDi  in  einerlei  Ebene  liegt  oder  nicht,  ist  der  Fall  6) 
oder  9)  vorhanden. 

Ist  2)  4er  Schnitt  von  FundiC  nur  eine  einzige  Gerade  (^l^i), 
ao  hat  dieselbe' in  deh  mit  S  vereinigten  reciproKen  Ebenen  mir 
einen  Pol  (BiB)^  und  ein  jeder  Strahl  des  ktzteren  nur  einen  aof 
ihm  selbst  und  auf  (AAi)  liegenden  Pol.  Die  Polaren  derjenigen 
Ebene  also,  welche  durch  DD,  und  (BB^  gelegt  wird,  gehen 
nach  dem  Durchschnitte  dieser  Ebene  und  der  Geraden  (AA^  und 
liegen  also  auf  ihr  selber.  Gäbe  es  nun  eine  zweite  durch  DA^ 
gehende  Ebene,  deren  Polaren  auf  ihr  selber  liegen,  so  wfirde&n 
den  Ebenen  £,  iSi  die  Durchschnittslinie  der  letzteren  und  jener 
Ebene  die  Polare  eines  auf  ihr  liegenden  Punktes  sein«  also  anreh 
den  Punkt  (BBi)  gehen ;  diese  zweite  Ebene  würde  also  in-  der 
That  von    der   ersteren    nicht   verschieden    sein.      Der   In    V^it 

stehende  Fall  ist  alsp  mit  dem  frühereu  b)  identisch. 

■■.  .     •  .  • 

3)  Hat  01^  Ebene  S  nur  einen  Punkte  mit  F  genlelp,:  w 
bat  diftt^  Punkt  in  den  mit  C  vereinigten  reciproken  Ebeoep 
ifPf  eine  einzise  Polare  A.  Existirte  dun  eine  Ißbeoe  DMDu 
i^fslche  ifire  Polaren  DM,  DiM  enthielte,  so  würden,  diese. iletjite« 
r^n  beide  durch  den  Punkt  B,  und  die  Ebene  selbst  durtih  die 
Gerade  A  gehen  müssen,  und  es  könnte  wen^tens  keine  «weite 
solche  Ebene  existiren.  Es  ist  also  dieser  Fall  mit  b)  oder-c) 
identisch,  jenachdem  die  Geraden  DDi  und  A  in  einerlei  Ebene 
liegen' oder  nicht. 

4)  19t  der  Schnitt  der  Ebene  ft  und  der  Fläche  jP  ein  Kegid- 
äN^nitt,  so  bann  jeder  der  Fälle  n),  A),  c)  stattfinden. 

,11.  'Sind  andererseits  £,  Sii  irgend  zwei  reciprpke  E)bieD#n 
im. Räume;  A^,  der  Durch^hnitt  beider;  üi,  bi,  €•,  ^i....  die 
Punkte  von  ^1 ;  a,  b,  c,  d..„  die  in  C  liegenden  Polaren  dieser 
Punkte,  welche  einen  Strahlbü^chel  B  bilden,  und  c/i,  fc,  Cj,  d^... 
die  Strahlen  eines  mit  B  coneeiitrischeli  Strählbüischeis  2^ ,  welche 
nach  jenen  Punkten  gehen;   so  ist 
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also . 

"  ■  ■  ■ 

£(a^  69  Cydmm^m)  =  jBj|[  (ßl  9  6|  '9   C|  ,    <f|.«..)« 


:i 


<£ii^ed<r  nuD  besitzen  die  Strahlbfl^chel  B,  Bt  a>£wei,  oder 
M  jBior  eineu,  oder  c)  ki^iDen  StrabU  in  welcbem  sich  entspre- 
chende vereinigeD,  d.  h.  von  den  Punkten  di,  bi^q^Dx....  liegen 
entweder  zwei ^  oder  nur  einer^  oder  keiner  auf  seiner  Polare. 
Lielgt  aber  irgend  ein  Punkt  von  At  auf  seiner  Polare  in  ti,  so 
llegtt  ^r  ai4ch  auf  seiner  Polare  in  ici- 

a)  Es  delen  m,  itt'  zwei  Punkte  der  Geraden  Ai^,  welche  auf 
ibrM.Pohreo  m,  m'  in  it,  und  fti«,  mi'  in  Üti  liegen.  Da  allen 
Puohten  der  Linie  m  solche  Gerade  in  Si  entsprechen ,  'welche 
durch  dcfa' Punkt  m  gehen,  so  sind  alle  Ebenen,  welche  durch 
flt  gehen»  and  desgleichen  alle,  i^elcbe  durch  mn  m!,  m-i  geben, 
BeridiniDgsebenen  der  Fläche  F,    die  durch  iE,  £]i erzeugt  witd. 

Es  sei  nun  B  irgend  ein  Punkt  von  m^  xvelcl^er  mit  dem 
Punkte  tn'  die  Linie  o  gemein  hat;  a,  c,  <?....  fodiebige  andere 
Strahlen  von  B\  At  die  (vom  Durchschnitte  der  iB,  "Si  jetzt  zu 
«nters^heidende)  Polare  des  Punktes  Bintti»  und  4' Ih^^i«  ^i- 
die' Pole  yon  a,  It,  o,  c2....,  welche  mit  dem  Punkte  jB  die.Gcta- 
den  Ol,  bi,  Ci ,  di,..,  und  mit  den  Geraden  u,  b,  c,  d;...  die  £bo- 
nen  a,  ß,  y,  d....  gemein  haben;    so  ist 

J?(a,6,c,€if....)=^i  (öl >  bi ,  Ci ,  Öi....)^JSi  (oi ,  bi ,  c^,  cifi....)»  , 

■.-•.■..■.  ■   .  * .  ■       ■  ■        ■     !  • 

al0o 

•  __  ■  ^^  « 

Aber  dem  Strafale  m  von  B  entspricht  in  üti  der  Punkt  ni,  ißiA 
somit  in  Bi  ein  mit  m  vereinigter  Strahl ;  also  liegen  die  conceii- 
triflcben  ebenen  Strahlbüschel  B,  Bi  perspektiviscn ,  d.  h.  SSititei- 
li^e  Ebenen  a,  /},  y,  d....  oder  die  fierühnmgsebenen.  Von  <F, 
welche  durch  den  Punkt  J?  gehen,  schneiden  sich  in  eincir  Ge#tf- 
den  Hf  welehe  auch  dier  Geraden  m  begegnet;  unfl  dä'deAi  Str^thle 
b  esir.aitf  ffi;^'  liegender  Punkt  entspricht,  also  die  Ebene  ß  dnrai 
n^i'^fMity  80  begegnet  die  'K  auch  der  mi'. 

.. -.(^md-niifi  2I»Jß,  C2) die  verschiedenen,  durch  sämmtliche 

Punkte  B  von  m  erhaltenen  Geraden,  und  legt  man  durch  diesel- 
ben und  einen  beliebigen  Punkt,    z.  B.  durch   einen,  den  Ebenen 


zwdten  Grades/ ivejcher  auch  (6,  iCi  berührt;  "also  list        .  ="■ 

'%      ■         •        ■  .-  *  ■  ■■*■!!■.';  --i»  ■  I 

.,       B(a,b,Ci€L;,)  =  Bi(aj,bi,Ci,dj^,...}^       •  '^ 

1^1.  .,.         ,,  ■.■■.  1-. 

and  folglich  sind  auch  die  Geraden  m,  nii'  hinsicMieh  derPunfttei, 
in  deneti  sie  von  71,  J&,  C«  Sb»..  getroffen  werden,  projektivis«fa ; 
d.  H.  die  Geraden  7(,  J5,  C^  S>....,  woza  auch  mf  und  fiix  geboren, 
durch  welche  gfimmtfiche  Berühruogsebehen  von  F'  gelmi ,   bilden 
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die  eine  Scfaaar,  und  m,  rn^'  gebOren  zur  anderen  Schaar  Gerader 
eines  einfachen  Hyperboloids. 

b)  Fallen^  um  das  Räsonnement  abzukürzen^  die  Punkte  ttl, 
tn'  zusammen,  so  schneiden  siqb  die  Geraden  m,  niy  \  und  folg- 
lich umhüllen  ?(,  £,  C,  JD....  nebst  niy  Wi'  einen  Kegelschnitt» 
ohne  dass  jedoch  die  Ebenen  k,  ß,  y,  d...«  einen  l^gel  zw(»ten 
Grades  umhüllen,  iridem  dieselben  nicht  durch  einerlei  Pnnkf 
geben. 

c)  Gibt  es  keinen  Punkt  m,  so  kr>nnen  auch  keine  drei  Beruh- 
rungsebenen  von  F  durch  eine  Gerade  gehen;  denn  sonst  würde 
der  Durchschnittspunkt  dieser  letzteren  mit  der  Ebene  S  (oder  CJ 
einen  Strahl  in  £  enthalten,  dessen  Pol  auf  ihm  selber  läge. 

Auf  ähnliche  Weise,  wie  oben,  lässt  sich  femer  dartbun ,  daM 
wenn  die  von  einem  beliebigen  Punkte  im  Räume  an  die  Fläche  F 

fehenden  Berührungsebenen  zwei  Ebenenbüschel  bilden,  die 
alle  a)  oder  6);  wenn  sie  nur  einen  Ebenenbüschel  bildeBL 
bloss  der  Fall  h);  wenn  nur  eine  einzige  Berührungsebene  an  JF 
geht,  die. Fälle  ö)  oder  c),  und  wenn  unzählige  Ebenen,  die  einen 
Kegel  zweiten  Grades  umhüllen,  alle  drei  FSle  a),  b},  c)  statt- 
finden können. 

Durch  die  beiden  letzten  Betrachtungen  hat  sich  uns  also  mn 
folgende  ganz  allgemeine  Eintheilung  der  Flächen  der  sweiten 
Ordnung  und  Klasse  ergeben: 


Eine  jede  Fläche  der  zwei- 
ten Ordnung  ist  entweder 
ein  Kegel  des  zweiten  Gra- 
des, oder  im  Allgemeinen 
ein  einfaches  Hyperboloid, 
oder  eine  durchaus  krumm- 
linige Fläche,  welche  mit 
einer  beliebigen  Ebene 
entw€»der  einenKegelschnitt 
oder  nur  einen  Punkt  oder 
keinen  Punkt  gemein  hat 


Lehrsatz    34. 

Eine  jede  Fläche  der  zwei- 
ten Klasse  ist  entweder 
ein  Kegelschnitt,  durch  des- 
sen Tangenten,  oder  im 
Allgemeinen  ein  einfadiea 
Hyperboloid,  durch  dessen 
Geraden  die  Berührungs- 
ebenender  ersteren  gehen^ 
oder  eine  Fläche,  anweldie 
von  einembeliebigenPiin|Ete 
des  Raumes  entweder  un- 
zählige, einen  Kegel  des 
zweiten  Gradesumhüllende 
Berühr ungs ebenen,  oder 
nur  eine  einzige  oder  gar 
keine  gehen.. 

Ein  dem  so  eben  gebrauchten  untergeordneter  EintheOongs- 
grund  der  Flächen  d^r  zweiten  Ordnung  und  Klasse  ist  deijenwe, 
welcher  von  den  unendlich  entfernten  Punkten  und  Berührungsepe- 
nen  hergenommen  wird;  doch  ist  derselbe  för  die  ersteren  bei 
Weitem  ergiebiger,  als  für  die  letzteren,  indem  hier  nur  der  eine 
Fall,  dass  die  Mittelpunkte  der  reciproken  Ebenen  S,  2]^  nnend- 
licb  entfernt  sind,  und  also  eine  einzige  unendlich  entfernte  Be- 
rührüngsebene  vorhanden  Ist,  in  Betracht  kommen  kann.  • —  Weikdet 
man  den  Lehrsatz  20.  auf  die  Strahl büschel  D,  1\  an,  l¥elcli6 
eine  Fläche  der  zweiten  Ordnung  erzeugen,  so  sieht  man  sogMcb^ 


2ai 

weil  jeder  Strahl»  welcher  mit  seiner  Polare  parallel  ist,  eineo  un- 
endlich entfernten  Punkt  der  Fläche  F  bestimmt,  dase  eine  solche 
Fläche  entweder  1)  keinen,  oder  2)  nur  einen  oder  nnsählige 
unendlich  entfernte  Punkte  besitzt,  und  dass  die  nach  die- 
sen Punkten  gehenden  Strahlen  eines  beliebigen  Punktes  entweder 
3)  einen  Keg^el  des  zweiten  Grades  oder  4)  zwei  Ebenen, 
oder  5)  eine  einzige  Ebetie  bilden.  Im  ersten  Falle,  welcher 
ofenbar  bei  keiner  geradlinigen  Fläche  stattfinden  kann,  heisst 
die  erzeugte  Fläche  Elli^soid,  im  dritten  Falle,  wenn  dieselbe 
ebeofalls  Keine  geraden  Linien  enthält,  elliptisches  Hyperbo- 
loid, und  im  zweiten  unter  derselben  Bedingung  e  1 1  i  p  t  i  s  ch  e  s 
Paraboloid.  Der  dritte  Fall  tritt  ausserdem  beim  Kegel  ein, 
wenn  sein  Scheitel  in  endlicher  Entfernung  liegt,  und  bei  dem  . 
einfachen  Hyperboloid;  und  der  zweite^  vierte  und  fünfte 
beim  Kegel,  wenn  sein  Scheitel  unendlich  entfernt,  und  seine 
Grandfläcne    bezüglich    eine  Ellipse,    Hyperbel   oder  Parabel  ist 

i elliptischer,  hyperbolischer,  parabolischer  Cylinder). 
Indlich  gilt  der  vierte  Fall  auch  noch  vom  hyperbolischen 
Paraboloid,  nach  dessen  unendlich  entfernten  Geraden  die  bei- 
den Ebenen  gerichtet  sind,  und  dasselbe  heisst  gleichseitig, 
wenn  diese  Enenen  auf  einander  senkrecht  sind. 

■     ■      . 
L  e  b'r  s  a  t  z    35. 

Alle  Flächen  der  zweiten  Ordnung  zerfallen  in  fol- 

Sende  drei  Hanptgattungen  und  deren  Arten:  1)  der 
[egei  nebst  dem  elliptischen,  hyperbolischen  und  pa- 
rabolischen Cylinder;  2)  geradlinige  windschiefe 
Flächen,  nämlich  das  einfache  Hyperboloid  nebst  dem 
hyperbolischen  Paraboloid;  •  3)  durchaus  krummlinige 
Flächen,  das  Ellipsoid,  das  elliptische  Hyperboloid 
und  di|8  elliptische  Paraboloid. 

Eine  Aufgabe,  welche  über  die  Grenzen  dieser  Abhandhing 
hioaiisgelit,  ist,  zu  zeigen,  dass  jede  Fläche  der  zweiten  Klasse 
zugleicn  eine  Fläche  der  zweiten  Ordnung  ist  i  und,  dann  ergibt 
meuB  dass  nur  das  elliptische  Paraboloid  eine  unendlich  entfernte 
Beridimngsebene  mit  einem  einzigen  Berührungspunkte,  und  nur 
der  puabölische  Cylinder  eine  solche  Ebene  mit  einer  Berflhrungs- 
luple  besitzt. 

Aufgabe. 

'•Mittels  r^ciproker   räumlicher  Strahlbüscheleine 
K«geliza  erzeugen« 

AnflSsung.  Kian  lege  zwei  reciproke  gleiche  räumliche 
Strahlbüschel  dergestalt,  dass  jeder  Strahl  des  einen  auf  seiner 
Polare  senkrecht  steht;  so  erzeugen  dieselben,  was  unmittelbar 
einlaucl^t,  eincKugel,  deren  Durchmesser  der  gemeinschaftliche 
Strahl  ist. 

......  Aufgabe. 

-• -Mittelii  zweier  beliebig  gegebener  reciproki^r  räum- 
lidier  Strahlbüschel  ein  einfaches  Hyperpoloid  a^i^ -er*- 
iengen. 

TheU  IX.  14 


2Q2 

Aiiflosüh^.  a)  Man  wähle  einen  heTiebigeh. Strahl  g  ih  D 
und  «ine  durc&  denselben  gehende  Ebene  ip,  suche  <  in  ßi^iie 
'Pelare  ^  von  cp  nnd  die  durch  letztere  gehende  Polare,  xi  v.6n.'iff, 
und  lege  nun  die  «Strahl bdschel  D,  Di  so»  dasbl  rdie'mIrUileii- .^ 
tiAd  fi,  nicht  aber  die  Ebenen  tp  und  ^  aummmenfalleii;  so  er* 
aeugen  sie  ein  einfe^hes  Hyperboloid.«  h)  Oder  man  gehe  d0A 
iStrahlbüscheln  eine  beliebige  Lage;  erzeugen:  dieselben  nnö  mdkt 
•die  verlangte  Fläche >  so  drehe  man  deii  einen  so  herum,  dass'die 
vereinigt  gewesenen-  Strahlen  in  entgegengesetiter  Richtuoff  wie- 
der zusammenfallen;  so  entsteht  noth wendig  ein  einfache^  Bypse- 
boloid. 

ißeweid  a)  ähnlich  Wie  oben  hu  Falle 'ö).;  b)  d^n  dtifcii 
die  UiÄdrebting  erhfüt  man  dann  nothwendig'zw^VungfeläUiegende 
ebeniB  «Strahlbilsöhel  i^,  Bu  Von  welcbent  zu  Ad  fang  dieses  Paräg;fa- 
pjji^  die  Rede  war,  und  es  muss  also  der  d^rdg^  Fall  a)  etotreten. 


*  V«  A  tt  f  g  a  bi.iV  .  I.    ••     ,•■:" 


.'  i  •» :» ij  i    .        .     .  '. :  ■  A   „  /?  .^ u  ■  j» :      ;  ■    /  .1   .':■■.      I :  '•  ■  I .  ■> 

::  '•  ti  /i< 


Itiititels  2.weier  beliebig  gegebener  re.oip):0k0r!r{i.qiiL- 
iitb'er  {$trahlbüschel  einen  Kegel  desh^tveitea.Chtlid^s 
zu  erzeugen.  A'y.  *-.'[:   ■■^.i'-'-    ■».■ 

Auflösung.    Man  verfahre  ebenso,   wie  in  der  vorigen  Auf- 
gabe;   doch  lasse  man  Jetzt  auch,  di^  Ebenen  q>  und'^   zusam- 
jnepfaiien.  ...  •    . . 

:•:!  Beweis..  Denn  dann  hat  die  Ebene  (<pxi)  tnit  der  Fliehe 
nur  den  einen  Strahl  (/i^)  gemein,  eine  Eigensdbaftii  welche  d^ 
Kegel  ausschliesslich  besitzt.  .    i.■ 

•  ■  ■         ■  ^  ■■ .      •  •       .    :  ■   ' 

■  •  •  ■       • 

•j.  i      ■  j.  :  Aufgäbe.  ■■.!;/■:■ 

'MlHelis  iweier  belie'big  gegiebenet  reclpfpker]rftum- 
licher  Strahlbüschel  ein  hyperbolisches  P^rabolbid  'xü 
Bvsieingien.  

,.v.''[.AtifTöi^if  ng.  Man  bringe  die  gegebenen  Strahlbüschel  liHnvolnto- 

^'i^lkche  Xa^e.  isuche  eine  Brennebene  derselUen  und  drehe  nnn'  den 

'^ÜiV^p  Strahlhfiäcliel  dergestalt  um  seinen  Mittelpunkt,  dass  die  fu 

Ä6ser,Br^hibese  vereinigten  Ebenen,  vereinigt  bleiben,  und jed^ 

Sträbl-dete'elbeneifaen  Winkel  von  90o  beschreibt;   sd>inl  jebi 

ein  jeder    solche  Strahl   auf  seiner  Polare  liegen.    Vvi[A  nnn'dler 

^  eine  Strahlbüschel  parallel  mit  sich  selber  in  irgend  eine  Stelle 

des  Raumes  versetzt^  so  werden  alle' jene  Strahlen  mit  ihren  Po- 

iarbft  ipei^aUet  sein  und  folglich  unzählige  ^  in  gerader  Lihie  lifagende, 

unendlich  entfernte  Punkte  bestimmen,    im  AUgeneiaeii  aiap  4i6 

,e|^e|Ugt<^.. I^lächi^  ein.  hy^ierbolisches  Paraboloid  seiq, ....;;".     - 


ij;i::  •'.  ".■..  Au-fg-abe.    ::.    .- 

■       I  ■         f  ■  ■  I 

'I*  ■  ÄSiitels  zweier  beliebig  gegebener  fect jfirokj^V't'Süi^- 
licher  Strahlbüschel  ein  Ellipsoid  zu  erzeugen.     '     ''*'*" 

A  u  f  1  ö  s  u  n  g.  Man  bringe  die  gegebenen  Strahlbüschel  in  die* 
JBi¥g04 concentrische»  z. .B,.i^voi^tosi^ebQ  Ji^aßil»  in  wQ|clm dp^H^en 
jEieiinen.  Kegel  erzeugen,  uimI;  vers^t^e  dannt  d^n  emen  S^^lbfisfAf  1 
parallel  mit  sich  selber  in  irgend  eine  Stelle  des  Raumes ;..m  whi 


.'  «:.:'. 
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kein  Strahl  des  einen,  noeh  de«  anderen»  mit  seiner  Polare  paral- 
lel «eini  die  erseugt»  Fläche  also  auch  keinen  uuendlich  entfern- 
ten FanJct  enthalten  können.    Dieselbe  muss  also  ein  Ellipsoid  sein. 

Aufgabe. 

Mittels  zweier  beliebig  gegebener  reeiproker  rlium- 
licher  Strahlbflschel  ein  elliptisches  Hyperboloid  zu  er- 
sengen. 

^  Auflösung.    Man  bringe  die  gegebenen  Strahlbfischel  in  die- 
jenige coneentrischeLage,  in  welcher  dieselben  einen  Kegel  erzeugen, 
und  Yersetze  jetzt,  was  immer  möglich  ist,  den  einen  parallel  mit 
ach  selber  und,   ohne  dass  ein  Strahl  des  Kegels  auf  seiner  Po- 
htre  verharrt,  in  irgend  eine  Stelle  des  Raumes :    so  werden  erst- 
lich alle  Strahlen  des  Kegels  jetzt  mit  ihren  Polaren  parallel  sein 
n^d  folglich  unzählige  unendlich  entfernte  Punkte  bestimmen,  deren 
nÄphtu^en  mit  den  Strahlen  eines  Kegels  parallel  sind ;   zweitens 
oIj^  weder  ein  Strahl  jenes  Kegels,  noch  auch  irgendein  anderer 
mrafal  auf  seiner  Polare  liegen,  weil  ein  solcher  letzterer  vor  der 
^ennung  der  Strahlbüschef  seine  Polare  durchschnitt,   und  folg- 
^^   auch  nach    derselben    durchschneiden    muss.     Die    erzeugie 
HMche  kann  also  aus  dem  letzteren  Grunde  keine  geradlinige,  und 
nUQs  folglich  aus  dem  ersteren  ein  elliptisches  Hyperboloid  sein. 

Aufgabe. 

Mittels  zweier  beliebig  gegebener  reeiproker  rSum- 
ü^cher  Strahlbüschel  ein  elliptisches  Paraboloid  zu  er- 
^«ngen. 

AuflOsunjg.    Man  bringe  die  gegebenen  Strahlbüschel  in  610- 
iNiige  involutonscheLasre,  in  welcher  dieselben  einen  Kegel  erzeugen. 
Ijn  Allgemeinen  wird  nun  eine,  auf  einem  Strahle  dieses  Kegels 
«enkrechte  Ebene  denselben  in  einer  Ellipse  schneiden,  und  dreht 
man  nun  den  einen  Strahlbüschel  um  diesen  Strahl,  und  awas  toi 
rfnen  Winkel  von  zwei  Rechten  herum,    so  werden  die  in  jener 
Ebene  vereinigten  reciproken  Ebenen,  kraft  Lehrsatz  2.,  nur  ebnen 
dozigen  Punkt  besitzen,  welcher  auf  seiner  Polare  liegt;   und  da- 
her auch  in  den  beiden  Strahlbüscheln  bloss  jener  eine  Strahl  ^nf 
seiner  Polare  liegen.      Versetzt  man    also  jetzt  den  einen  Strahl- 
bflschel  paralkt  mit  sich    selber  in  irgend    eine  andere  Stelle  des 
Haames,   so  wird  auch   nur  eiq  einziger  Strahl  mit  seiner  Polare 
Damllel  sein ;   die  erzeuge  Fläche  also ,  weil  sie  nur  einen  unend- 
n'ch  entfernten  Punkt  besitzt,  im  Allgemeinen  ein  elliptisches  Pa- 
fttbolofd  sein  müssen. 

Aufgabe. 

Zwei  beliebig  gegebene  reciproke  räumliche  Strahl- 
büschel so  zu  legen,  dass  die  durch  dieselben  erzeugte 
Fläche  der  zweiten  Ordnung  in  der  Richtung  einer  gege- 
benen Ebene  in  lauter  Kreisen  geschnitten  werde. 

Auflösung.  Man  lege  die  gegebenen  Strahlbüschel  D,  Di 
iovolutorisch  und  suche  eine  Brennäiene  decbelben. ,  ^  Jetzt  gebe  man 
denselben,   ohne  ihre  Lage  zu  einander  zu  &d«m«   eine  sblohe 

14* 
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Lage  im  Räume,  dass  diese  Brennebene  mit  der  gegebenen  Rieh' 
tunssebene  parallel  laufe  ^  und  versetze  den  einen  Strahlbflschel, 
z.  b.  Diy  parallel  mit  sich  selber  und  so,  dass  die  Polaren  der 
Brennebene  auf  einander  liegen  bleiben,  in  irgend  eine  St^le  des 
Raumes;   so  haben  beide  Strahlbüschel  die  geforderte  Lage. 

Beweis,  Bei  der  involutorischen  Lage  von  Z>,  D^  seien  B, 
Bi  die  Ton  den  zue.  barm.  Polaren  der  Brennebene  gebildeten 
Strahlbiischel,  in  welchen  also  die  zug.  Strahlenpaäre  a»  %;  ^,0^; 
c,  C] ;  df  dl..,,  lauter  rechte  Winkel  einschliessen ;  und^'^^,  31 
seien  die  vereinigten  barm.  Polaren  jener  Ebene;  femer  seien  o, 
ß,  y,  S....  die  durch  21  und  a,  6,  c,  d....  gehenden  Ebenen,  dL  h. 
die  härm.  Polarem  von  ai,  bi,  Ci,  6^.... ;  .  und  Oi^  ßi,  y^,  d^....  die 
durch  Hl  und  oi,  bi,  Cj,  ^....  gehenden  Ebenen  oder  die  barm. 
Polaren  von  a,  o,  c,  d.,„;  ferner  a',  6',  c',  d',...  diejenigen  Strah- 
len von  B,  welche  mit  Oi,  bi,  Ci,  c^....;  nnd  \yieder  fli',  Äi',  Cj', 
dl'....  diejenigen  Strahlen  von  Bt,  welche  mit  a,  6,  c;-  d...;  ver- 
einigt sind ;  endlich  a' ,  ß' ,  y' ,  ö'....  die  mit  cf| ,  ß^,  y, ,  di ....  ver- 
einigten Polaren  von  «x',  bi' ,  c^',  rf^'.... ;  und  «i',  ßi  »yi  »  ^'•••• 
die  mit  a^  ß,  y,  d....  vereinigten  Polaren  von  .«',  6',  c'  rf%...  "Wird 
nun  der  Strahlbüschel  Di  auf  die  angegebene  Weise  von  D  ge- 
trennt, so  bleiben  je  zwei  Ebenen  er  und  ai' ;  ^und  ßi'.,..a'  und  c^'; 
ß'  und  ßi....  vereinigt,  und  die  Ebenen  der  Strahlbüschel  B,  B^ 
und  deren  Strahlenpaare  a,  ai\  b,  bi....a',  Oi;  6',  6|....  werden 
mit  einander  und  der  ^eg.  Richtungsebene  parallel.  Ist  nun  S  irgend 
eine  Ebene,  welche  die  erzeugte  Fläche  F  in  der  geg.  Ricntune 
schneidet,  so  sind  in  derselben  zwei  Ebenen  S,  (Ex  vereinigt 
welche  in  Ansehung  der  Punkte  und  Geraden,  in  denen  sie  von 
den  entsprechenden  Elementenpaaren  der  D,  Di  geschnitten  wer- 
den, reciprok  sind.  Aber  der  unendlich  entfernten  Geraden  von 
fi,  i&i  entspricht  in  doppeltem  Sinne  ein  und  derselbe  Punkt, 
derjenige  nämlich,  welcher  dem  gem.  Strahle  (2('2(i)  der  rSumlicben 
Strahlbüschel  aneehört,  und  je  zwei  zug.  Durchmesser  von  C,  U^ 
sind  mit  je  zwei  Strahlen  a,  th;  6,  ^....  oder  a,  Oi';  b',  bi',.^ 
oder  auch  a^  a;  b,  b'....  parallel,  bilden  also  eine  involotion  der 
rechten  Winkel.  Folglich  sind  die  Ebenen  £,  Uii  involutoriscl^ 
und  die  Linie,  in  welcher  sie  die  Fläche  F  schneiden,  ist  ein 
Kreis.  Auch  sieht  man,  dass  die  Ebenen  der  StraUbflschel  B^ 
Bt  zwei  parallele  Berührungsebenen  dieser  Fläche  sind. 

Zusatz.  Haben  die  geg.  Strahlbüschel  D,  Z>«,  involatorisch 
gelegt,  nur  eine  einzige  Brennebene,  d.  h.  föllt  die  letztere  mit 
einer  Achsenebene  zusammen,  so  stehen  sämmtliche  Kreise,  in 
welchen  die  Fläche  F  geschnitten  wird,  auf  der  YerbiodungsfinlB 
ihrer  Mittelpunkte  senkrecht;  die  Fläche  F  kann  also 4urcliKotä- 
tion  eines  Kegelschnittes  um  seine  Achse  erzeugt  werden»  ^und 
heisst  in  diesem  Falle  ein  Konoid. 

§5. 

Konstruktion  der  Flächen  des  zweiten  Grades  niitteb 
nenn  gegebener  Punkte  oder  Beruhrungsebenen. 

^  Sind  Z>,  Dl,  Oo»  bo,  Cq,  ^q,  e©,  fo>  So,  bo  *ehn  ™  Räume 
beliebig  gegebene  Punkte,  und  man  verbindet  irgend  zwei  dersel- 
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hea,  i.B.  />,  D^y  mit  den  acht  übrigen  durch  die  Strahlen  a,  6,  <;, 

«f.  <f»  /J  flfj  Ä  und  ffi ,  6, ,  Ci,  dl,  ^1  f  A »  ^1 »  ^i »  welche  zwei  he- 

Hebige.fest  im  Räume  liegende  Ebenen  vt,  ßi  bezüglich  in  den 

.     Pirnkten  a,  b,  c,  Ö,  e ,  f,  tt,  b  tind  aj,  bi,  q ,  Ö,,  ei,  fi,  g|,  bi 

schneiden,   so  kann  man  durch  eine  analytische  Betrachtimg  ver- 

[     sucht  werden,   festzusetzen:    die  Ebenen  Uty  Si  sollen  reciprok, 

Dod  zwar  die  Polaren  der  Punkte  a,  b,  c,  ^,  f,  f,  g,  b  sollen 

•    4wch  die  Punkte  fti,  bi,  C«,  Öj ,  fi,  fi,  01,  bi  gehen. 

Denn  sind  fiir  ein  beliebiges  Coordinatensystem  x,  y  die  Coor- 
diqaten  eines  beliebigen  Punktes  von  £»  und  fär  ein  anderes  be- 
fiebiges  Coordinatensystem  oci ,  y^  ^''®  Goordioaten  eines  beliebigen 
C^vnktes  von  1C|,  so  ist 

(fty  +  &F  +c)yi  +  (a'y  +  6'a? +c>i  +  üTy  +0"^  +  c"=0 

^5t  Gleichung  einer  Geraden  in  (ti ,  welche  dem  beliebigen  Punkte 
v.<«Qgf)  von  iE  entspricht,  und  zugleich  in  der  Form 

»liebigen  Pun 
Igen,    dass  sk..^, 

^«,  , ^ j ^.„.^.^ ^ entsprechenden 

^Eleraden  von  fE  durch  einerfei  Punkt,  und  umgekehrt,  gehen,  und 
^aiss  jede  solche  Gerade  und  ihr  entsprechender  Strahlbiischel  hin- 
«ichtach  ihrer  entspr.  Eiementeupcoare   projektivisch  sein  nifissen. 
Diese  Gleichung,  aeren  Constanten  sich  auf  acht  reduciren  lassen, 
drückt  also  dieselbe  Beziehung  der  Ebenen  £,  Si  auf  einander 
aas,  welche  wir  mit  dem  Namen  der  Reciprocität  bezeichnet  haben. 
Setzt  man  in  derselben  nun  an  die  Stelle  von  o:,  ^und  ^r^,  yi 
nach  einander  die  Coordin^ten  der  gegebenen  acht  Punktenpaare 
a.nnd  Ai,  b  und  bt*  C  und  q,  D  und  Dt ,  ^und  e^  f  und  fx,  ^  und 
^,  b  und  bi5  so  erhält  man  acht  Gleicnungen  mit  den  nämlichen 
acht  Constanten«  von  denen  eine  jede,  z.  B.  die  erste,  ausdrückt, 
dass  die  Polare. des  Punktes  a  durch  den  Punkt  ^i  gehe;    und 
dnreli  jei/e  Gleichungen  sind  diese  Constanten  bestimmt. 

Hajfc  diess  nun  aber  seine  Richtigkeit,  und  man  denkt  sich  D, 
Dl  als  die  Mittelpunkte  zweier  räumlichen  Strahlbüschel,  deren 
Strahlen  und  Ebenen  bezüglich  nach  den  entspr.  Elementenpaaren 
VOD  St,  fti  gerichtet  sind,  so  sind  auch  diese  Strahlbüschel  reci- 
prok,  und  zwar  werden  die  Strahlen  a,  6,  c,  d,  e,  /*,  g,  h  von 
ihren  Polaren  in  den  Punkten  Oo,  bot  Cq,  Öq,  Cq»  fo»  ^f  bo  ge- 
schnitten, und  folglich  wird  die  durch  Z>,  Z>|  erzeugte  Fläche  der 
zweiten  Ordnung  durch  die  gegebenen  zehn  beliebigen  Punkte  Z>, 
Ui ,  Oo«—  gehen  müssen  —  ein  Resultat,  welches  jenem  anderen 
analytischen  Satze  schnurstracks  widerspricht,  dass  eine  Fläche 
des  zweiten  Grades  durch  neun  Punkte,  sowie  ihre  Gleichung  durch 
neun  Constanten,  bestimmt  ist. 

Dieses  analytisch  -  geometrische  Paradoxon  ist  fiir  die  rein-geo- 
metrische Betrachtung  bereits  durch  Lehrsatz  33.  hinweggeräumt. 
Die  analytische  Auflklärung  desselben  wird  durch  ehie  vergleichende 
Untersuchung  der  Constanten  der  Gleichung  einer  Fläche  des 
xweiten  Grades  und  derjenigen  Gleichung,  welche  die  Reciproci- 
tSt  xweier  räumlichen  Strahlbüschel  darstellt,  sich  ergeben  müssen. 
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Im  Allgemeinen  steht  80  viel  fest,  dass  die  Aufgabe, 
durch  neun  gegebene  Punkte  ejne  Fläche  des  zweiten 
Grades  zu  legep;^  auf  die  andere  zurückkommt«  um  ein 
g ergebenes  n-{lck  (wo  n  eine  durch  di^  Natur  der  Aufgabe 
selbst  erst  zu  bestimmende  Zahl  bedeutet)  ein  andere«  n-Eck 
zu  beschreibenj  welches  mit  einem  zweiten  gegebenen 
n-Eck  reciprok  siei.  Diese  Aufgabe  aber  lässt  sich  wieder 
auf  folgende  reduciren,  welcbe  nichts  anderes,  als  die  Verallgemei- 
nerung einer  Klasse  von  Aufgaben  ist,  die  seit  langer  Zeit  die 
Aufmerksamkeit  der  Geometer  beschäftigt  haben j  nämlich:  Um 
oder  in  ein  gegebenes  n-Eck  ein  anderes  anbeschrei« 
ben,  welches  einem  zweiten  gegebenen  n-Eck  colli* 
near  — und  insbesondere  affin,  ähnlich,  gleich,  con- 
gruent  —  seL  'indem  ich  hiermit  ^eut  Ailflüsung  dieser^  allee* 
meinen  Aufgabe  einlade,  bemerke  ich  nur  noch,  dass  dieselbe 
mittels  des  blossen  Lineals  sich  mnss  ausfuhren  lassen,  während 
die  der  angedeuteten  specielleren  Aufgaben  den  Gebrauch  eines 
festen  Kreises  erfordert;  und  da^s  die  im  sechsten  T  heile  des  Archivs 
S.  178.  behandelte  Auf&(abe  ein  besonderer  Fäll  derjenigen  ist: 
In  ein  gegebenes  Viereck  ein  anderes  zu  beschreiben,  das  feineni 
zweiten  gegebenen  Viereck  ähnlich  sei. 

Eine  mehr  direkte,  wenn  auch  nicht  durchaus  symmetrische 
Auflösung;  des  in  der  Ueberschrift  dieses  Paragraphen  genannte^n  Pro« 
blems  wira  durch  die  folgendenden  zwei  Auf|^en  vermittelt  werdfWib 

■  *       • 

•  ■ 

Aufgabe.-  / 

In  einer  Ebene  ü  sind  zwei  Gerade  A,  A';  auf  der 
ersteren  ein  Pu'>kt  6,  und  ausserdem  sind  drei  Punkte 
^f  ßf  y  beliebig  gegeben;  und  in  einer  zweiten  Ebene 
£j  sind  zwei  Punkte  JR,  B^''\  eine  durch  den  ersterep 
gehende  Gerade  $x  und  ausserdem  drei  Punkte  o^^.  ^ 
Vi  beliebig  gegeben;  man  stellt  sich  vor,  di6  Ebetien 
£,  2i  seien  reciprok»  und  zwar  A^  A^  die  Polaren  von 
i?i,  B^' \  8  der  Pol  von  «i ,  und  die  Polaren  a^,  /)|..  W 
gehen  durch  die  Punkte  a,  /?,  y.  Man  soll  dies^e  tfröi 
Polaren  mit  Hülfe  des  blossen  Lineales  zeichnen. 

A  n  a  I  y  s  i  s. 

Es  seien  in  Taf.  V.  Fig. 7.  a,  6,  c  die  gesuchten  drei  Geraden;  sie 
schneiden  die  A  in  den  Punkten  a,  b,  c;  die  Ä  in  den' Punkten 
a',  y>\€\  D  sei  der  Durchschnitt  von  A^  A,  Man, verbinde  in 
der  anderen  Ebene  den  Punkt  B^  mit  den  Punkten  «i ,  A/'/if 
B^  durch  die  Geraden  «i ,  6x ,  r| ,  f/| ;  und  den  Punkt  bx  mit 
^\9  ßi9  yi  durch  die  Geraden  er/,  öj^,  c/.  Da  die  Geradeti  A,  A', 
o,  D,  c  die  Polaren  voq  ^,  B^  ,  ofi,  A,  y^,  nnd  der  Funkt'S 
der  Pol  von  Si  werden  soll,  so  müssen  folgende  zwei  Bedingun- 
gen erfällt  werden: 

i<(a,  b,  c,  0;  3)  =  Äi  («1,  6i,  Ci,  dl,  «i)     . 

und  '        .* 

^' (ä'l b',  c; ö)=^'(a/,  V,  ci%  di). 
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:.  i  li^ßu  H'tf  zu  diesem  Zw^^keidur«;!!  den  PuuJkl  a  eine  belie- 
bige Gerade  ^'l''  MnA  llenkeii.  ufW-äuf  cleraefben  diq  Punkte  c^",  b'%; 
O/d'^'o^er  .21«.  X^§  .€,:  2>  »9  gewählt/  dass  di^8eibe  mit  dem 
Strahlbüschel  JB|  und  folglich  auch  mit  der.Geradeii  Ä  tu  Ansehung 
de/  Elemente  a  ,  b",  (",  Ö",  ö.;  Ot,  bi,  Ci,  di,  st;  a,  b,.  c,  .0,  8 
prUliiktK'isicb.  ist;,  so  .werden  die  Projeitfionsstrablen  da",  bb'',  cc^, 
0&*^  Mch  bi  einerlei  Punkte  {  schneiden.  Ferner  lege  man  durch'! 
ded  Pu^kt  D  irgend  eine  Gerade  A"'  und  wähle  ätif  derselben  drei 
Ptiükte  af ,  V^,  d"  oder  21',  Ä',  (T  so,  dass  dieselbe  mit  dem 
Stmhlbtf^el  Bx  u/id  folglich  -  auch  mit  der  Geraden  jf  in  Aur 
sehiing  46r  !l!;iement€  a!",  b*',  c^,  ö;  ö/,  V»  c/,  ^V;  «',  b',  cT,  D 
prdje)ttlvi6ch  }st ;  so  werden  auch  die  drei  Pröjektionsstrahlen 
cFcr:Vb!",  fd"  durcb  einerlei  Punkt  t  gehen  müssen. 

Denken  wir  uns  nun  die  Gerade  OD^,  die  Punkte  21,  .<9f  C»  S^;^ 
0»: /?»  IK;  21',  jB'j  C  als  fest  und  den  Punkts  iKngs.  der  ganzen 
Gerpden :9b''  fortbewegt,  so  werden  die  Punkte  a,-p,  Caur^und 
aV  b's  ■C'  auf  :i4'  ihre.  Lage  änderen,  und  es  wird  2war  In  jedem, 
nfbni^te  der  Bewegung  die  erste  4er  obigen,  Bedingungen^  nicht; 
i|h^  die  zu^ite  erßillt  sein.  Indem  die  verfind^lifiben  Geraden: 
a'A'^,'  Vbr,:dcf  nicht  immer  durch  einerlei  Punkt  C  ^efaen.    Indes- 


de*  zwei  j)rojektiVische  Strahlbfischel  21',  Jb';  21',  &';  Xf,  C 
Rflckt  der  PdnirtJ  in  die  Stelle  des  Punktes  b,  so  liicken  auch 
sibnmtliebe  Punkte  d,*  b,  c  und  a',  b',  d  nach  0;  und  demnach 
sind  in  d^mgeftielVisc'hiifllichen  Strahle  von  21' und  S'  oder  21' und 
<r^,  JSf  und  <r,  d^  1i«  längs  der  Geraden  A",  entsprechende  Strah- 
len vereinigt.  Hieraus  lolgt,  dass  während  jener  Bewegung  der 
Durchschnittspunkt  der  Geraden  Clq!"  und  b'b'"  eine  gerade  Linie 
ilf,  und  ebenso  die  der  Gerädert  ft'«'^  wid  dd" ,  Vb*^  nnd  d^'^  ge- 
mde  Linien  iV,  P  beschreiben ;  hat  man  also  zwei  dieser  Gera- 
den gefangen,  ,so  ist ,  ihr  Durchschpittspunkt,  w;elcher  natürlich 
auch  der  drittem  angehören  ihus6,  der  Punkt  f,  dtnrch  welchen 
alles  Uebrige  sofort  gegeben  ist. 

Konstruktion. 

"•  Man  leee -durch  den  gegebenen  Punkt  a  irgend  eine  Gerade 
A"  und  bestunme  auf  derselben  die  Punkte  a'',  b  ,  c",  C^  so,  dass 

ist;  lege  femer  durch  den  Punkt  0,  den  Durchschnitt  von  A,  A'y 
iivei^d  eine  Gerade  A!"  und  bestimme  auf  derselben  ydie  Punkte 
a  ,  b^i  d"  so,  dass 

ist:    ein  Geschäft,   deinen, man  in  der  Hauptaufgabe»,  um  die  es' 
sich  handelt  9   sich  dadurch  ganz  überheben  ki^im,   dass  man  sich 
l^eits  vorhandener  Punkte  bedient     Sodann   verbinde  man  den ' 
Ppnkt  0  mit  dcq  P.unkt^en  ix,  j7,  /  dqrch  drei  .Gerade,   welche  die 
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Gerade  Ä  in  den  Punkten  a^',  h^ ^  c{  schneiden«  und  diese  leti- 
teren  Punkte  mit  den  Punkten  ^f  y  V",  ff  durch  drei  Gerade» 
welche  sich  paarweise,  nämlich  ai'of  und  lii'b''^,  Ai'a"  und  CiCf, 
in  den  Punkten  bo  und  Co  schneiden. 

Jetzt  verbinde  man  den  Punkt  2>  mit  Ö"  durch  rine  Gerade 
und  einen  beiiebigen,  aber  weder  mit  0  noch  mit  ö"  identischfm. 
Punkt  ta  dieser  letzteren  mit  den  Punkten  a",  b",  c^  durch  drei 
Gerade,  welche  die  Gerade  A  in  den  Punkten  «s,  b^,  c^  treffen, 
sofort  diese  Punkte  wieder  mit  den  Punkten  a,  ß,  y  durch  drei 
Gerade,  welche  die^'  in  den  Punkten  C^\  b^s  c^  treffen;  und 
wiederum  diese  drei  Punkte  init  den  Punkten  a'^«  b*^»  ^  durch 
drei  Gerade,  welche  sich 'paarweise,  nümlich  die  erste  und  Um 
zweite,  die  erste  und  die  dritte,  in  den  Punkten  b®  und  c9 
schneiden. 

Jetzt  verbinde  knan  die  Punkte  bo  und  b^  durch  eine  Gr^ade 
iif, '  und  die  Punkte  Cp  und  <^  durch  eine  Gerade  N\  sofoit 
den  Durchschnitt  f  dieser  Geraden  M  und  N  mit  den  Paukten 
^9  b^,  (f  durch  drei  Gemde,  welche  die  Ä  in  den  Punkten  a', 
V y  <'  treffen,  und-zuleta^t  ^ese  drei  Punkte  mit  a^ß^y  dur^h  drei 
Gerade  a,  6,  c;-  so  i^ind  diese  die  drei  i^erlangten  Linien.  '- 

Beweis. 

.^  ^  Denn  geht  man  aat  dlö,  AnalJ'sis  zurück,  so*  sind  0^',  b|\  Cg 
diejenigen  Punkte  von  .A\  welche  man  erhält;,  ivenn  der  Punkt  i 
in  die  »teile  des  Punktet  O^  rückt,  und  folglich: bb^b^^'wei  Punkte 
der  dortigen  Geraden  31,  Co'Jund  (P  zwei  JKuiiÜe.der  dortigen  Ge- 
raden N.  Da  nun  so\^*ohl  die  Geraden  (t'o^v  b'b^,  c'c*  sieh  in 
einem  Punkte  E,  als  auch  die  Geraden  m" ,  -bb^,  cd^,  OO''  sieh  lH 
einem  Punkte  t  schneiden  müssen,  so  ist   -    i.r  * 

^(a,b,c,0,ö)=^'(a^b",jc'',ö''.a)=Bi(fli.Äi,£!i,di,5i)      . 
und 

^XÄ^b^c^ö)=J«'(a^b^c«',ö)=-&l'(^;v,c^l.rf^^^^^ 

Also  darf  man  festsetzen  :  die  Ebenen  S,  CSi  sollen  reciprok, 
und  zwar  die  Geraden  Ay  A  die  Polaren  der  Punkte  ^,  B^y 
und  die  Punkte  a,  b,  c,  9,'  8,  'ft',  b',  c*  die  Pole  der  Geraden 
^1»  6|,,ri,  Ji,  5i,  /?/'  ^\i  ^\  ^^^^-  Dann: aber  sind  notbwendig 
auch  die  Geraden  a,  6,  c  die  Pqlaren  der  Ptuikte  ff|,  Ait  /it.    ^ 

W.  z«  b.  w. 

DeterminatioD.     - 

Gäbe  es  noch  drei  andere  Gerade  a,  6,  c,  welche  der  Auf- 
gabe genügten ,  so  würden  die  Geraden ,  welche  die  neuen  Punkte 
a,  b,  c  mit  den  früheren  Punkten  a'^  b'^  <!'  verbänden,  ebenfalls 
auf  der  Geraden^  ^D^^  in  einem  Punkte  t  convergiren  müssen ;  es 
würden  also  die  Geraden ,  welche  die  früheren  Punkte  ft"",  b^,  cf"' 
mit  den  tfenen  Puiitfen  a',  b',  c!'  verbänden,  paarweise  entsprechende 
Strahlen  der  Strahlbüschel  tC,  S',  (T  sein,  also  auf  den  Geraden 
My  N  sich  schneiden ;  der  neue  Punkt  t?  würde  demnach  mit  dem 
früheren  t  und   die  neuen  Göraden  a,  b,  c  mit  den  frflheren  bu- 
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^ummenfalleii.    Folglich  ist  die  vorstehende  Aufgabe  nur 

«Iner  einzigen  Auflösung  f&hig. 

'.'■•' 

Hülfssatz. 

Haben  eine  Reihe  von  Kegelschnitten  3(y.2>  €,  Ib.... 
drei  Punktet,  B' ,  ß"  gemeiu,  und  sind  irgend  zwei 
Gerade'^,  A\  welche  durchweinen  dieser  Punkte,  z.  B. 
diD^rcfa  Jff»  gehen,  in  Ansehung  der  übrigen  Punkte  dfb, 
C,  0,  ^...J  und  a',  b',  tf,  Ö'j  s'....,  in  denen  sie  von  denKe- 
gelp-chnitteu  und  der  Ve^bindungslinfe  der  beiden  andö« 
reu  Punkte  ^,  ^  geschnitten  werden,  projektivisch,  so 
babeii  'slmintliche  Kegelschnitte  noch  einen  vierten 
Punkt  gemein,  und  eine  jede  durch  ^gehende  Gerade 
ist  mit  A,  A'  in  Ansehung  der  betreffenden  Punkte  pro- 
jektivisch. 

Beweis.  Man  denke  sich  die  Ebene  der  Kegelschnitte  mit 
einer  anderen  in  huherem  Gri^e  geometrisch  verwandt,  so  dass 
Punkt  und  Punkt  sich  entsprechen,  und  zwar  B,  R ,  B"  dXs  die 
Haaptpunkte  der  ersten,  und  Bi-,  fii  ,  B^  als  deren  zugeordnete 
in  der  zweiten  Ebene;  so  entsprechen  4en  Kegelschnitten  II,  t>9 
Ci  X)«..*  ebenaoviele  Gerade  2(|,  &vCi»S)i^*.^  sämmtlichen  Ge- 
rfdeifr  A^  A\  A"..,*^  welche  durch  B  gehen«  wiederum  Gerade 
Ai9  Ai,  Ai"....,  Welche  .durch  Bi  gehen;  tmd  den  Punkten  0,  b, 
c,  0....;   ft',  b',  <^,  0'..,.;  a",  b",  f7,  «"..:•..  von  A,  Ä,  A"....  und 


pmdcte  Ä  sieb  vefeinigeL.    —  . —  ^^ 

einem  jeden  Strahlbiischel  B!  ein  proj.  Strahlbüschel  ^',  .und 
'folglidl  auch  einem  Jeden  Strahle  A  des  Hauptpunktes  J9  ein  pro- 
jenyisfiher'StraU.^.des  zugeordneten  B^  .entspricht,  also       . .. 

••II,..         ,       ■  I  ' 

4' (a',  b',/.  0^  •'....) VV  («i',  bi',  fi'.  öl'.  V-) ; 

,,  ■  .    ii''(:«'',b',(?',i>"',9''....)=^»''(<»i"A'',cx»,o/,»i«.-...):,  ; 

.  *  .  ■  '     . 

istA.uiid  da  angenommen  ward,  dass  ' 

^(«,  b,  c,  Ö,  8....)  =  -4'(a',  b',  C',  Ö',  8'....) 

« 

mi,  und  die  Punkte  8],  ^  sich  V^Yeinigeij;,  sp  ist  zunächst 
.  \  - ,  i*i  (^1 ,  bi ,  Ci ,  Dl ,  8i.,..) = (iii'(«i-*  bi',  Ci',  bi',  %'....) ; 

*  •  •     .     ' 

d.  h'.  die  sämmtlichen  Projektionsstrählen  '^^y  J&i»  £i,  iDi*.;;  von 
Ai9  Ax  gehen  durch  einerlei  Punkt;  und  diesem  Punkte  muss 
demnach  ein  vierter  gemeinschaftlichep  Punkt  der  Kegelschnitte 
31v  d>  C»  2)-—  entsprechen.    Zugleich  aber  folgt,  dass  auch 


J'r 

•  ■  *       ■  f 


^1  («1 .  bi .  Cj  ,  Ol ,  8i....)  Si*!"  («i^,  bi',  Ci*>  Öi^,  i»,''....)i 
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iiiid  hieraus-  wieder ,  da«» 


A(a,b,c,t>,s....)=A''(a'^,b'',c",b'',s''...). 

W.  z.  b.  w. 

Aufgabe.,'      .  ■  •   ■    '■;,■'. 

Es  sind- in  eioer  Ebene  £  eine  6erad)B>,  Äiujß^  ^in- 
P'Ankt  B  der  letzteren,   ausserdem  f an f.P unkte. fn,  ,ß.Ti^9^. 
d>  9;    in  einer  zweiten  Ebene  £|.  eiq  Pnnl^t  ^  und.Qip-, 
Strahl  $1  desselben^    ausserdem  fünf  Punkte  ort,  ß»,  yi^- 
d|9.  spi  beliebig. gegeben.    Man  stellt  si'ch  vor,  die  Eher 
nen  :£,.  ffi|  seien  reciprok»    und  zwar  die  <Ser^d.e  A  die 
Polare  deli  Punktes  Bi,    der  Punkt  8  der  Pol  der  Gerii- 
den  fx'y  ^nd  die  Polaten  der  Punkte  txijßi,yi,ii,tpi  gehen 
durch  die  Punkte  a,  ß,  y,  d,  m.    Man  soll  diese  fünf  Po»-' 
laren  mit  Hülfe  des  blossen  Lineales  zeichnen. 

* 

K  o  n  st  r  u  k  t  i  0  n. 

idan- irerbinde  den  Punkt  JSi  mit  den  Punkten  ai,  ßtr-ftV^-^, 
q>f  durch  die  Geraden  A].^  ^1 9  Cx>  di^fi  und  irgend  einen  der-lm^' 
teren;  z.  B.  9i,    mit  den  linrigen  «1,  ßn  yn  qh  durch  die  CSera^* 
den  ä|^j6/,  Ci'>  f\*     l^odann  lege  man  durch  den  Punktes  in  ft 
irgeiiu  eme  Gerade  A"^  und  w&hle  auf  derselben  die  Punkte  d',  b^> 
c^  t>"yr  oder  2(,  25/  €,  3b,  S  <Jergestalt>  dass  ■ '-    " 

'     A" ((i'',h\c\^9^f",  B)= 
'  .  '   ■  • '  ■..■'••  .i    . 

s^y  Punkte,  welche  man  in  der  nSüchstfoIsenden  Hauntadl^alie  bei 
ffeK^hiokter  Wahl  der  Ebenen  £,  £1  sich  sehr.  Ukht,Vei«ichaf* 
fen'ikann«    •  •.      ^  •  -    -j, 

Jet^t  lege  man  dureh  den  Püiiktd  irgend  zwei  Gerade  ii^d^t 
welche  die  A  in  ^i,  D^  schneiden,  bezeichne  inigl^ich  eine: jede 
Ton  diesen  zwei  Geraden  nach  einander  mit  A\  denke  sich  beide- 
male  die  Elemente^,  Ä-,  8,  a,  |3,  y  und  B^l  ^-  (ä.  h.  d|),  $^, 
«1,  A»  71  im  Sinne,  der  gleichnamigen  JBletnente  der  vorhergehen- 
den Auigabe  sieben,  und  suche  der  dortigen  Vorschrift  gemäss 
die  drei  Geraden  ft,'  £,  c,  welche  jetist,  in  Bezug  auf  di  und  d^ 
Ol»  ^i»  ^19  ^29  ^'  ^  heissen  mugen.  Eis  seien  ax,  tC,:Ci  und. 
^1»  Wf  ^L  bezüglich  die  Durchschnitte  von  ai,  bt,  Ci-  lidit  !^  und 
mit  di;  und  ebenso  0^,  bs,  C2  und  02',  b^',  ^'  die  Durchschnitte 
von  «2,  ^,  c»  mit  2I  und  mit  €f2*  Durch  Ausuihrung  der  bezeich- 
neten Konstruktionen  sind  bereits  die  Punkte  0^,  bi,  €15:  0«  mit 
den  Punkten  «'',  b'',  c" ,  ^^  durch  vier  Gerade  o,^,  61",  CiK d^^» 
welche  sich  in  einem  Punkte  ti  schneiden;  und  d}e Punkte (W,  b«, 
c«.  Da  mit  a",  b",  c",  5''  durch  vier  Gerade  a^^/  K^,  cj^,  rf«®, 
weiche  sich  in  eipeni  Punkte  t^  schneiden,  verbunden.  Man  ziehe 
nun  durch  die  Putikte*  i^  nnd  t^  eine  Gerade  C.  ."■'  ' 

Hiernach  vertausche  man  eisen  der  Punkte  ce,  ßn'yy  k<  B..  y» 
mit  dem  noch  n^cht  berücksichtigten. Punkte^ 9»^  jund  y^mit.  9i« 
lege  wieder  durch  d  irgend  zwei  Gerade ,  z.  B.  die  vorigen  c^,  a^ 
betrachte  >VY>^der  die  EWente  4,  4'.,  ^9 .  fO  ßß  fi^!SJ^9  B^, 


ni 

'!•  %*  ßi'  n  '™  Knne  der  vorigen  Au^ahergeKabcn,  koiubiiire 
mit  flfllfe  der  Punkte  H,  Ä,  5,  »  oder  a",  b",  f",  &*  »wei  nene 
Punkte  t,  und  i,  uad  v^Wade  <)l«  letxteren  duich  eine  Gerade  F. 
Ea  ^ei  t  der  DurchschBittspiinkt  der  Gerades  C  und  F;  jinaa 
verbinde  t  niilden  Punkten  (J*,  b",  c",  f ,  ö'  durgh  Ü«  Geraden 
«(",  *•,  tfi,f",  df>,  welche  A  ia  den  Punkten  «,  b,  c,  f,  6  Bc1in«i< 
den,  üid  BMort  diese  Punkte  bezfiglich  mit  den  Punkten  n,  j3,  '•/, 
*p,  0  darch  die  Geiadan  «,  (,  e,  Z',  d%  so  äiud  letzte»  die  l&nf 
geBOcbten  Polateo  von  «u  Ai  >  fir  9>ir  ^* 

Beweis. 
Es  seien  noch  a',  b',  d  die  Durchschnitte  von  a,  b,  c  mit  «f; 

Bui  dsAke  sich  ;von  ^dem'  Punkte  i* der  Geraden  C,    ausser 

dni  sehofi  vorhanden««  r,  ii',  ^,  oacn  den  Punktwi  31,'  )&,C,  JD.,;. 
die  Geradpn  a^",  b^'*,  Cj",  >!}'*,—■  ft^sof^n!  welche  die  ^lin^^ 
}^,(si  b|)>.-  schneiden;  diese  Punkte  wieder  bezüglich  mit  'm, 
p,  f,  8  dtlrch  die  Gerade»  Og ,  ^ ,  c^ ,  <£■ , ....  verbiinden,  vn  dene» 
die  drei  ersteren  die  letzte  d^  in  den  Punkten  Og',  bj',  c.'  sebnei'' 
d«n,  und  heKeldine  die  uni;v,  ß,  y,  S  gebildeten  Strahlbascbel 
mit  H',  C,  C,  S)'.    Diess  vorausgesetzt,  so  bat  man:  "'' 

»'Cd,(^,d„d;.„.)=»(d«,(/i'>,dio,rfj'>....)=a(a'',o,o,a,»  «,»....) 
..      i       .       :  ^^(a.ai.o,,  a,..-); 

also    ,  .  ,    , 

■  und  ebtJDso' .....  ^  .^ 

.  „^v-,  .]p;<f/,i4».,rf«,A...)=»;(ft.^,6,,Vr>jv     ■■   \. 


i 


FolgDch  Degm  säramtliche  Punkte  S,  «.«'itt,',  d«'.  Ag'-...  in  einem 
Kegäschnitto  "»ui  >fitriton\ctte  Punkte  «;j!,  b';  0,',  b^',  ba'..., 
in,  ^em  Kegelsuhiiitte  ,J&„;  Sämnitliehe  Punkte  Öiy,  CJ,rC,'„;fi|', 
■J„.i  in  «nefii  K€ScW'i''tt5  (ti!,  »md  3»^  demjenigen  S,tr^hle,.V«n 
D,  welcher  nach  deiji  ^RHrcbschiiitte  der  Geraden  /Ciuod  C  petllj 
ii)' den- Strahlliiischeln  'S^,.'X,  Ä',  C  laut«''  {StraJilen ^ntsiirechejij 
Ae  noch  dem  PiV>'if<^  a  ^^heni  uad  demjeniceii  Strahle  vonS, 
ifl^cher .nach  deni  Durchpchnitt|e  c  der  Geraden  .<4  und',C,  Reni, 
lii    denselben     vier    Str^itUulscheUi    lauter    StraWen     entOT^edidii, 


welche  nach  dcniselben  Punkte  t  geben,  so  haben  die  Kcgelschni^ 
3(o,  B»,  <ri,  ausser  dem  Punktet  poch  aivei  Punkte  _«  und  t  p- 
i)i^,>  weiche  der  Geraden  A  angehören..'   Nun  über  ist  der  I{| 

idsdi  .ist  .^(Sif^  des  varbergeschickten  Bfllfssatzes  auch         ". 

^  .'  •.  :     BHjBt*(%'»-*il'-.«lV<4)ii  ' 
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Auf  dieselbe  Weise  wird  mittels  der  Geraden  F  gezeigt,  das« 

:4'(«',  b',  f ,  Ö)=fii'(ai',6,Vi'.  rfi) ; 

folglich,  da  zwei  proj..  Geliilde  durch  drei  Paat  entsprechende 
Elemente  <f,  b\  D  und  ti^,  bi%  d^  vollkommen  bestimmt, sinij,  so 
ist  auch 

^'(a',b',c',r,ö)^J?/(ai',V,ci',/i',rfi);' 

und  da  nach  der  Konstruktion  auch 

ist»  80  darf  man  festsetzen,  die  Ebenen  £,  Ci  sollen  reciprok 
qnd  zwar  die  Elemente  A^  d,  e,  a,  b*  c,  Ö,  f,  a%  b',  d,  f  und 
B%,  9i»  si,  Ol,  bi,  c,,  rfi,  fi,  ff/,  bi,  c^\  /i'  entsprechende 
sein  (Archiv,  xhl.  Vlll.  S.  2.).  Dann  aber  sind  auch  die  Geraden 
a,  b,  Cy  f,  welche  die  Punktenpaare  d,  a';  b»  b';  c,  (f;  f,  f 
verbinden,  und  die  Durchschnittspunkte  «i»  /^i«  ^^i«  91  der  Strah- 
lenpaare Oi^ai;  bi,  bi'f  Cj»  Ci  ;  fi,  fi  entsprechende  Elemen- 
tenpaare.  ... 

W.  z.  b.  w. 
.  ■    .   '  *"' 

Determination. 

Gäbe  es  noch  fOnf  andere  Gerade  a,  b,  c,  d,  /,  welche  der 
Aufsähe  genügten,  so  wären,  wenn  wieder  d  mit  A'  bezeichnet 
wird,  für  die  neuen  Punkte  a',  b',  c',  f  und  a,  b,  c,  f,  0  wie- 
derum die  Beziehungen 

^(a,b,c,f,0,8)=B,(ai,6i,ci,/i,di,ii)=^''(a'',b'',c^,f'',ö^B) 

und 

vorhanden;'  denkt  man  sich  nun  den  neuen  Punkt  0  mit  dem 
früheren  D"  durch  eine  Gerade  verbunden,  welche  die  Gerade  C 
der  Konstruktion  in  einem  Punkte  i^  schneidet,  und  sofort  diesen 
Punkt  noch  mit  Ci." ,  b" ,  cf  verbunden,  wodurch  man,  wie  im  Be- 
weise angegeben,  die  Punkte  Os,  bs,  c«  und  die  Geraden  o»,  63, 
Ca  erhalten  würde,  s6  müssten  diese  letzteren  mit  a,  6,  c  zu- 
sammenfallen, weil  nach  der  Determination  der  vorigen  Aufgabe  in 
den  reciproken  Ebenen  (Ei ,  (E  nicht  zu  gleicher  Zeit  cUe  Elemente 
^9  ^9  hf  ^i>  ßi»  Ti  ^^^  Elementen  A,  d,  s,  a,  b^  c  und  auch 
den  Elementen  Ä,  a,  8,  03,  63,  C3  entsprechen  können,  wenn 
sowohl  a,  b,  c  als  auch  a^,  63,  6*3  durch  die  Punkte  a,  ß,  f 
gehen.  Denkt  man  sich  also  die  neuen  Punkted,,  b,  c^  D  mit  den 
mihcren  Piinkten  ä'',  b" ,  c" ,  ^  durch  Gerade  verbunden,  so 
müssen  diese  auf  der  Geraden  C  der  Konstruktion  ..converg^ijren; 
und  denkt  man  sich  die  neuen  Punkte  a,  b,  f,  Ö  mit  a'',  b'^  f^,  ^ 
durch  Gerade  verbunden,  so  müssen  diese  auf  jP,  sJLmmtliche  fünf 
Gerade  also  im  Durchnitte  i  von  C  und  F  convei^ren.  Folglieh 
müssen  auch  die  gedachten  neuen  Geraden  a,  6,  Cfd^  fnat  den 
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ddrch  die  Konstruktion  erhaltenen  zusanunenfallen.     Also  .lässt 
auch  diese  Aufgabe  nur  eine  einzige  Aufidsung  su.   ... 

Aufgabe. 

Wenn  von  einer  Fläche  der  zweiten.  Ordnung  neuin 
Punkte  beliebig  gegeben  sind^  mittels  des  gewuhnU- 
ehen  und  eines  ETbeneurLineales  allein  beliebig'  vi^le 
andere  Punkte  dieser  Fläche  zu  finden.  . 


•  ■ 

r  . 


Konstruktioni 

Es  seien  D,  D^,  c,  n,  a»  b^  c,  Ö,  f  die  ncjiin  gegebenen 
Punkte.  Man  vei^binde  irgend  zwei  derselben,  z.  B.  J),  iDi,  mit 
den  sieben  übrigen  bezagKch  durch  die  Geraden  $,  p,  a^  by  c^^ 
f  tmd  St^piiOifbi,  Ci9  dl,  fi  und  gebe  zwei  gesonderten' o<w 
auch  vereinigten  Ebenen  S«  ä!j^  irgend  eine  feste  Lage  im' Rainiipe 
fam  Vortheilhaftesten  ist  es,  eine  der  Ebenen  zu  wählen,. welche 
afei  der  sieben  Punkte  verbindet).  Es  seien  8.  p,  a,  ßff,  i,  i 
Ae  Punkte,  in  welclien  die  Ebene  iE  von  den  Geraden  s,  p,  äi  f, 
€9  df  f  —  und  Si,  Bi,  «i.,  ft^  yi ,  ö^,  ^  die  Punkte,  in  weichet 
die  Ebene  £1  von  den  Geraden  St,  m^  n^  bj ,  Ci,  di,  fi  geböf- 
fen  wird.'  Man  verbinde  zwei  jener  Punkte,  z.  B.  8  ufid  py  4ut^ 
eine  Gerade  A^  und  demzufolge  die  Punkte  8^  und^j.  düm-cflne 
Gerade  fi,  setze  fest,  die  Ebenen  £^  S^  sollen  i'efdprok^- 'kinli 
zwar  die  Grerade  A  die  Polare  des  Punktes  B^,  der  Punkt  ]^  der 
Pol  d^r  Geraden  a  sein,  und  die  Polaren  der  Putikte  äj,  A,  Vi, 
'1»  7t  '^o'i^'^  durch  die  Punkte  a,  /9,  7,  d>  9  gehen;  iind'-iqfucli!^ 
diese  fitrf  Polaren  nach  der  in  der  vorigen  Aufgabe  gegebenen 
Vorschrift.  Hierdurch  ist  man  in  den  8tand  gesetzt,  zu  jipdeni 
Punikte  der  Ebene  (Ct  (oder'S)  seine  Polare  in  der  Ebtoe  S  (bdeft' 
Si)  zu  fin4en,     Ist  nun  m-^   irgend  ein   Strahl    des  Punktes  D^ 

gder  /)),  dessen  zweiten  Durchschnitt  m  mit  der  Fläche  der  zweiten 
rdnung-man  finden  will,  so  ^uche  man  zu  dem  Punkte  ti|.  In  \fe(chem 
9iii  die  Ebene. (C|  trifft,  seine  Polare  in  £,  und  lege  durch  diese 
Polare  und  den  Punkt  D  eine  Ebene;  so  schneidiet  die  letztere^ 
den' Stiah)  iWi  in  dem  gesuchten  Punkte  ttt.  >  -     • 

•  1     *  ■    B  e  w  ei  s.  •  ■  ;•• 

Man  denke  sich  den  Punkt  Z>i  mit  sämmtlichen  Punkten  und 
Geraden  der  Ebene  S^»  ^^d  den  Punkt  D  mit  den  Polaren  und 
Polen  derselben  in  £  durch  Gerade  und  Ebenen  verbunden,  so 
erhält  man  zwei  reciproke  räumliche  Strahlbusdiel  D,  Bi,  deren 
eotspr^hende  .Elementenpaare  sich  in  den  Punkten  einer  Fläche 
F  j(er  zweiten  Ordnung  schoeiden  müssen.  Da  nun  der.Konstruk- 
tion  gemä^  der  Geraden,  A  deir  Punkt  Bi ,  also  der  Ebene  Dcts 
der  Strahl  m  ,  welcher  dieselbe  im  Punkte  n  schneidet,  entspricht ; 
da  der  Punkt  8  der  Pol  von  Si ,  also  der  Strahl  s  die  Pokure  der 
Ebene  Dina  ist,  welche  von  jenem  im  Punkte  0  getroffen  wird; 
und  da  die  Polaren  der  Punkte  Oi,  ßi,  yi,  di,  9^  durch  die 
Punkte  a,  ß,  y,  8,  9,  also  auch  die  Polaren  der  Strahlen  a^,  bi, 
^»  ^1»  fx  durch  die  Strahlen  a,  b,  e,  d,  /*  gehen  und  mit  diesen 
anigleich  von  den  ersteren  in  den  Punkten  a,  b,  C,  D,  f  getroffen 
werden,   so  gehören  ausser  den  Punkten  D,  Di  auch  die  sieben 
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Panltte  ffy  n,  .a,  b,  -c,  b,  f  ^«t  Flfidhe  P  Ui;.  aiiB«erd»m  aber 
musaiBuch  der  Punkt  m  auf  Piiegisni.  ttäbe'^snnn  eine  ziVeitc^  Ton 
^verschiedene  Fläche  i^'  der  zweiten  Ordnung;,  welche  die  segebenen 
nenn  Punkte  enthielte,  so  {cüante  man  nach  Lehrsatz  33.  die  Punkte 
D,  Z>^-heifiglich  mit,  ff  und  n  durch  /frei  Gerade  i  und  p,  und 
tojt' den  beiden' Punkten  ff,  n  ^i'eh  zwei  Ebenen  m.  dder  n°  und 
jiJlfi  oder  tf.<^  verbinden  und  aodanti  festsetzen,'  di«  Punkte  I}, 
Ol  aollen  die  Mittelpunkte  zweier  raciproker  rSoinltcjner  Str&hl- 
büechel,  welche  die  FiSche  F"  erzeugen,  nAd  die  EbMien  n*,  0,0 
sollen  die  Polaren  der  Strahlen  ^| ,  s  sein.  Dnnn  aber  würden  die 
festen  Ebenen  £  ,  (Bi  auch  in  Ansehung  der  Elemeotenpaare,  in 
denen  sie  von  deq  'enfsprechenden-Eleiiientenpaaren  .dieser  neuen 
Strahlbüschel  i),  />,  g^chnitten  werden,  reciprok  sein  :  upd  da 
die  f^benen  tfi,  «1°  die  S,  £1  in  deiv  Ceraden  A,  ti ;  die  Strah- 
len (•  Pi  dieselben  in  deo  Punkten  0,  J^  schneiden;  da  ferner 
^  Punkte  d,  b,  C,  d,  t  auch  der  neuen  FInche  J*'  >Dgehüren^ 
ajso.die  Stiahlen  Atl>  J>ib,  D^c,  piö,  Äfdoa.njeiiqK  Strafal- 
bü^chels  D,  von  ibren  Polaren  in  dißsen  PuaktcB  gel^aen  W4|v 
deu,  folglich  die  J?olaren  ijer. Punkte  «i-,  ßi,  yi,,^,.,;^!  ^qb  jetit 
jttfch  ilie;Punkte  a,  p,.Y,  S,  <p  geben  mOsBen,,'  sp,, würden  au<j| 
bi-dfo  peuen  reziproken' Ebenen'ffi,'  fC^,  sowie  in  iden  Vorig«!, 
dW  »I^P^o'^"?"^^  ^  "^^  ^i>  ^  "■"!  *i  ^i*^  entsprechen,  und 
di«  Pvlantn  il^r  Punkte  ,«,,  ß^,  y^,  ä^,  qj,  durch  ^fe  Pliütte  o,  jS, 

I,  ö ,  tp  ^ehep.  Dann  aber;  müssen,  der  Peterntiaation  der  vor- 
ßTgßhm^on  A^urgabe  zufolge,  anch  diese  l«titeE«a  /äof  Polaren 
lOit  dien,  früberftu  iniubna^enfallen ,  und  also  auch  die,  nenen  Eb» 
lUta  &,Mi,-  4ic  neuen  iStrahlbüschel  U,  J^  undson^t  die  neue 
FlSche  i^'  mit  den  frübeven  identisch  seiQ,.  Demnach  ii^gfl  auch 
der  Punkt  ifi ;  auf  dprienigen' Fläche  der'zweiteo  Ordnmg,  von 
-^elcbei  die  Puukt4  O,  Z<^i  d»  t,  ttib,  X,  D^cf  enlooBiiptfR  waren. 
<''--,  ■■■•':  W.  z.  b.-.W.-  ' 

"'  Mit  dieser  Ic4irten  Aufgabe  ist  onn,  krsfl  äea  Ges^ttM  der 
DatÜUlt,  augteich' auch  die  andere:  „An  aeuri  beliebig  ^eg«- 
bwrr^'Ebenen  eine  FlHche  der  zweiten  Klasse  rn  legend 
gelost;  denn  es  fehlthlerzn  niehts  als  das  Weebanisefae  Cfeachfift; 
Konstruktion  und  Beweis  derselben  aus  dem  rär  die  erstere  gege- 
benen Wortlaute  herauszulesen;  «ind  so  dürfen  wir  denn  als  Re- 
Riiltat  dieser  gagzen  rein-geometrlscben  Betra(;htaDg  ausspi^hen : 

^iV        '■':  ':■  ■  ■.  "^  li  «  h  t  «  a  t  a-  30'.'?,  ,.,     ..■,:■,,..-■    , 
I^Etne  FlSchfl  def  ■zweiten        Else  FlSche. 'dar  zweit^a 
Wdna'n'g    ist -rfarch    neun'    Kla«se  ?stdarcB';dentfihrer 
lft;i:e^'Pitnkt;e  t^MIkommen    B.er'Übrmig^sebib'Ab''  Voll- 
»J*fs,tH()«t     .'.     ■      ''  '■   Wonlmen  beBtlmmt,;- 


fSks 


I  ^*  »■  »• 


«         .!• 


'•\ 


..\ 


.»'        ■      '.   .< 


•        V 


,         '     I 


.) 


.\i ; 


•        « 


•      *      • 


1"  ■        •  ■       t 


':  */     i»^ 


Heber   die    nähernng^s^ivreise  jperech- 
niiiiir  eines  bestimnAteii  Integrales. 


•  ' It  >  I  '.  "M     ■■•  • 


'  "  -'}  .•.  ■'   ,      "   "  '     .  Von  dein   '■ 

.  I  •..  '-.li  Ml-      sr   .     .    .      .j  »  ..  V   .    •!    • 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Schlomildl  ' ':h  /ii.., 


•  '*     ''   '►     ..    ■■  \     :..lili{    ■;.  :-i 


an  dfft  Ij[iii^<\pwi^fit  ta  Jena. 


.:i  ViUo 


Ih*<teffl  betten  A^^fsatze  itb^  ^^wii^e  magnetisch^  WirldimgeD 
I.  XX.  Tbeil  VII.  ist  HerrDr.  Dippe  auf  das  bestimmte  Integral 


No 

;i;i->Jfii:  't!lf;it-,!i  <=-!  i 


PP 


t/o  [r«-2rr'co»9)  +  r'a]* 


itegral 

^   .i«-   •     ■  '.ilii 
:  .i'i  I  r  ii'.li 


rMk«li^l>'bdfep»?«btig«f>  WeitlflnOgkeit^n  i^Hlnapltsohehit/>ii>iM)i 
gä  Veranlassung  zu  den  nachfolgenden -BetrA^elrtiniige«;)  {ineMb 
sich  mit  der  Verwertbung  des  allgemeinea'  Integrale»     >:'it.i'/> 


-/■oS 


«—  p  COS  m)  8« . 


(1) 


■  '  i _  •   ■■  j-  »'*  T!»'»  ui 


beschäftigen^  das  fär  fA=ä'9  Q^~9  u=^  q>  auf  das  obige 


I.         • 


VW 


.  ,Zjin^(;h9t  (gtfu  bemerkj^Q.»  dass  man.|iyegeQ  der  Peuodi^itSf 
,^  jl5pk||ifi'  A^äj^ertb  des  Iptegräles  nur  yph  w=j^.  bis  tlöcnstciij^ 
tf  =  9^  zu  Kennen  braucht ,  um  sogleich  im  JBeetitzff.'a^r's'onstSf^ 
Werdie  des  Integrales  zu  sein.  Diese  Eigenschidlt' Koiftmif  üner- 
hanpt  allen  unter  der  form 

\\:)     ....  \  y.Wiu    ,\.,.  \   :.    .!:.  ..V      i  ■'  !  "'"r.  .    i  ^'■,  .       M 

/     Frcosti)du 

stehenden  Integralen  zu.    Ist  nämlich  t£=A:;r-|-i;^  wo  A:  eine'gäühsä 
Zahl,  t;  eine  zwischen  0  und  n;  Ifallende  Grosse   bedeutet,  so  hat 

man  \^o^;  -a-"    ^.'i:      \, 
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yJFXcos  u)Su=fF(coa  u)Bu+  f^FXcos  i«)S«+  /    ^cosif)dtc4-^. 
o  t/o  %/  n  '  %J  in 

....  +  /        ,      F(C08u)8tt  +  /  F(C08Üßu. 

LSs0t  man  nun  die  folgenden  Substitutionen  eintreten: 

im  Isten^     Sten,       3ten^       4^n     ...Integrale 

■ 

te=:u'9  ^7t—u\  2n -ir^tff s  Ajif'-'u' ,  n.  8.  w., 
80  werden  die  ersten  k  Integrale  einander  gleich  und 

/        F(codu)Bu=kf   F(coBü')iu!'^/    '^F(co8uiBu. 

Im  letzten  Integrale  setzt  m^n  uz=zkn-{-u'  oder  ^=^{k-\'l)n — u'y 
jenachdem  k  gerade  oder  ungerade  ist,  und  hierdurch  geht  djEUtselbe 
entweder  hi  "  ■        •     •  • .    : 


oder  in 


f"  F(€08t^)dvi' 


F(coau')du'  =  f    F(cosM')8t«!rr/        Ficoe^uf^Bt^ 

w— 1>  i/o  i/o.     .,..■. , 

Über  9  woraus  zusammen  hervorgeht ,  A^a  es  blos  darauf  ankommt, 
den  Werth  von         m  . 

■     /     F(costt03M' 

ior  alle  V  Von  tt'nrO  bis  tt'=:ff  zn  beisftinuvii^^  ¥riu^  fMif  di0(Hil^^e 
BahanptuDg  zntfickkommt  t!     ,.\   ;•:>;.    ;i<i;.. 

Konnte  mab  nun  den  Ausdruck  -  fU: .  . .!    ^ 

1 — p<x)str'         ,^ 
.      (1— 2ecosM+^ 

in  eine  Reihe  von  der  Form 

- -*'l  ''   '  ■  ■  ■        '^  :     '  ■  l         :  *  ■•  ■."■''  I 

Ao-^-AiCoau-i-A^boa2u-i-A^coa3u'^..,» 

VerWändiBln,  w^bei  wir  uns  gai^z  auf  das  Inf erv{i]l  0  ibis^  filr  « 
Ib^scbränken  kunned,  so  würde  das  Integf^  (1)  'i^fehr' lieieAf  lefa'ihi- 
deD.sein,  i^id^iiü  maH  '  .  V      ,'  ^ 


17=  ^loM  +  T^i  sin  M + 2  A2  sin  2u + g  ^Is  sin  3tf  -t-  ••••    (SS) 


n. 


erhielte.    Femer  erhellt  auch  leicht,  dass  es  nur  nCthig  wSre,  den 
Bruch. .  „  '  A 

■      '^  •  •       l  i  :\'      •;     .  ■.'luA 

(1  — 2^C0SM  +  ^*y*  Mfli 
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in  eiiid  Reibe  von  der  Form 


2  ^+  Q. CQSM  +  C^coa2u  +  C3 cos3tf -f- ... 

umzusetzen;    denn  es  ergäbe  sieh  dann  durch  Multiplikation  mit 
1 — QC09U  und  Zerlegung  jedes  Cosinusprodtüctes  in  eme  Coainus- 


samme 


1 — gcosu 


(1'-'2q  cos  u  +  Q^y* 
=  trCo+  CiCOBu-\-  (\cos2u-\-  63 cos 3m 
1  1 

—  ^qC^COSU  —  ö^Ci  (1+  G082li) 

—  5"^  Cjg  (cos  u  +  cos  3m) 

4  — . 

und  folglich  durch  Vergleichung  mit  dem  Vorigen 

Ao  =  ^(Co'-qCO  (3) 

und  sonst  im  Allgemeinen  fiir  ein  ganzes  positives  n  >  0 

^«=G.— ^9(G.-i  +  G.+i).  (4): 

Die  oben  angedeutete  Aufgabe  lässt  sich  nun  mittelst  des  von 
Lagrange  zuerst  aufgestellten  Satzes  lösen ,  wonach  jede  Funk- 
tion FCu)  von  u  in  eine  Reihe  von  der  Form 

■  ■ 

1 

^Co  +  Ci  cos  M+  Ca  cos  2m  +  Cg  cpsSM-f  •••• 

verwandelt  werden  kann ,   wenn  man  sich  auf  das  Intervall  m  =  0 
bis  u=n  beschränkt;    es  ist  nämlich  dann 

2    P^ 
,  Cn'='"  I    F(u)cosnudu. 

In  der  Anwendung  auf  unseren  Fall  giebt  diess 


_^2    P^        cos  WM  8m 

«0/0  (1— 2^cosM  +  ^T'  ^^ 


so  dass  jetzt  unsere  ganze  Aufgabe  sich  auf  die-Entwick^lung  die- 
ses Integrales  reduzirt.  Dieselbe  lässt  sich  in  folgender  einfachen 
Weise  bewerkstelligen. 

Theil  DL  15 
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Nach  einem  von  C.  G.  J.  Jacolii  gefundenen  bOdbst  merk- 
würdigen Theoreme  *)  ist  überhaupt 

* 

y^7(co8«)cosn«a«=j-5-3-i^^3^J'/t»)(co8«)8ln«^       (6) 
wobei  /eine  ganz  mlifcührliche  Funktion  bezeichnet.  Setzen  wir  mki 

also 

so  ergiebt  sich  auf  der  Stelle  aus  No.  (6) 

y^^        coanuBu 
0  (1— 2^cost«+(?«)i^ 
_  ^(ft+l)....(fi+n-l)  /^^  sin«»tt8t< 

~      1.3,5...,(2«— 1)      •  ^V  o  (1— 2^cpsi«+e')f^'?'.  :.  ^ 

2 
oder  nach  Multiplikation  mit  —  nach  No.  (5) 

^=^5-  j:ä.5".".(2»-ir  ^^^^^*       ^ 

worin  ;zur  Abkürzung 


^ P^  sin^Sti;  ^ 

^"Vo  (i-^cosi«+e*y*+-         ,.;   ^^ 


gesetzt  worden  ist.  Das  vorliegende  Integral  iSsst  sich  auf  meli* 
rere  verschiedene  Weisen  in  eine  Reihe  verwandeln,  von  denen 
ich  nur  eine  hervorheben  will*  Man  ;  setze  tf  =r  2v  und  bemerke« 
dass 


*•      ...     ,  .  . 


8in2ti=c2sint;eo8t;5  ooeäv=:2co8%*^l 
ist;    man  erhält  dann 

r-9t»+i  /*^        8in*H;cos*4;8t> 

V-2^J^  [(l+^)«-4ecos««]f'+-:  .W 

"  ■        ■  ■ 

Bezeichnen  wir  femer  die  Coeflizienten 

^+n     (tt+nKjt+n  +  l)     (/t +«)(ft  +  «+l)(f*+n+2) 

"T"'  1.2"         '  073 

zdr  Ahkfiirziing  mit  Mi,  üfg,'  M^,  etc.,   so  ist 


f*» 


t  I        .    I  I    .    ■  ■  ■  ■■ 


•)  Archiv.  Theü  IV.  S.  109. 
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1  1  1 

[(1  +  <;j«l-4j cos «vJ/'+"  -  (1  +  ^)^+«      ,  4p_^„.  »"+* 


Sabstituirt  nmn  dies«  io  die  Gleichung  (9)  und  iutegrbt  jedes  ein- 
zelne Glied  mittelst  der  Formel 

■  ■  '  ' 

/*^  .  a  ^  o       1.3.5....(2ü-l).1.3.5....(2y— I) 

/     sin^J'vcos^Vvöi;  = o^-ä /ou   ■  u  x ^^y 

t/ 0  :  2. 4. o.... (5^+2^) 

iid'ist  eta  sehr  leicht,  ftir  F  eine  Reihe  zu  erhalten^  die  nach  Po- 
tenzen Ton  ' 

fortschreitet»  und  ebendesswegön  zie»lieh  gut  oonTWgirt.  Um  dann 
zu  Cn  zurückzugelangen,  bedarf  es  blos  gewöhnlicher  Substitutionen 
ond  Hebungen. 


.1  ■.  ■ 


Heber  einigre  Beihen,   deren  Olleder 

die  auf  einander  folipenden  Blnomf al- 

coefttclenten  als  Factoren  In  sich 

gchllesseii. 

Von  Herrn  Oskar  Werner,    .  - 

.   j    ■  Schüler  de«  folytechRischeii  Institates  za  Dresden. 


I. 

Die  Summe  irjgend  einer  Reihe  wollen  wir  in  dieser  Abhand- 
lung dadurch  beze^nen , '  dass  wir  ihrem  allgemeinen  Gliede  das 
Symbol  E  vorsetzen.    Ferner  woIIqu  wir  den  Qvotteirten 

15* 
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k 

der  Kürze  wegen  durch  7ip,  den  pten  Binomialcoef&cieoten    aber, 

—  i  '  ■  .   - 

welcher    hiemach    eigentlich   durch  np  bezeichnet    werden  sollte» 

ausnahmsweise  durch  np  darstellen. 

Indem  wir  nun  voraussetzen,  dass  a»  qt  und  '^  von  r  unabhän- 
gige' Grössen  sind  und  die  Function  f\r)  der  Gleicbong 

I  ■    ■ 

■  ■ 

Genüge  leistet,    wollen  wir  uns  zunächst  die  Summation  der  fiiT 
das  Folgende  wichtigen  Reihen 

f 

,        2ra«-V[»-+if+(M— l)9']=/"('-+t)+  a/-(r+t+9>)+-. 
.,  ....  +  o«^VI»"+^+^  — 1)»]. 

2'(_l)«-i/[r+y+(«-l)t]  =f(r+q>)-f(r  +  9+iO-^-- 

....(- l)»-i/Tr  +  g.  +  (n-l)^] 

zur  Aufgabe  machen,  und  setzen  deswegen,   was  nach  1.  offenbar 
gestattet  ist,  in  der  ersten  dieser  beiden  Reihen 

af{r  +  Itp)  -f(r  +  g>)  für  f(r  +  ^l>  +  q>), 

af[r+ng>]-f[r+(n-l)<p]  für  /^r-H'+Cn-lH 
und  in  der  zweiten  Reihe 

l[f(r)+f(r  +  ^)]  fär  f(r  +  <p), 

l  [fir  + 1)  +  fir  +  2t)  ]  Rir  /(r  +  9)  + 1), 

...  *  •  ;    ■  * 

•        •        •        •        •        •        •;•        •.•        ■  '.'^         •  .'''.j 


wir  erhalten  dann,  ^sobald  wir  nach   gleichen  Potenzen  von  a  an- 
ordnen und  aufheben,  was  sich  aufheben  lässt, 

und  haben  also 

2.    «»/(r  +  nq>)-f(r)  =f(r  +  if»)  +  «A»-  +  f  +  9»)  +-... 

....  +  a'-»/fc  + 1+  («—1)9]. 

....(-1)— ■/[»  +  »  +  («-  !)♦] 
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BiMbn  wiir  udn  aufi  iImi:  beiden  ngliedrigen  Reihen 
f{r  f  t) .+.  «/(»• + 1 .+  9») + «Y(r  + 1/»+  2g))  +  .... 

— «/'(r  +  9») + a^r  +  <p  + 1/»)  -  oA»- +  9) + 2if)  +  .... 

....(- l)-a/[r+  <p+(«-l)t] 

durch  Subtraction  je  zweier  Nackharglieder  die  suocessiven  Di^e- 
renzenreihea»  so  treten-  als  Aiifangsglieder  der  aus  der  ersten 
KeShe  erhaltenen  Differenzenreihen  die  Grossen 

/•(r+2if),  /(r  +  3if),  Ar+4t),-.../(r  +  «i/;); 

nnd  ab  Anrängst^li^eder  der  aus  der  zweiten  Reihe  erhaltenen  Dif- 
ferenzenreihen  die  Grössen 

ay(r  +  29>),  -fl3/(r  +  39p),  aV(r+4g>)',  ....(- l)«a«/-(r+ng>) 

anf;  wir  erhalten  daher  nach  der  Lehre  von  den  höheren  Diffe- 
renzen und  nach  dem  Obigen 

4.    aYfr+n9?)= Ar)  +ni/'(r+t(;)+;i«/-(r+2i/;)+....+w„/'(r f wtf;) 
und 

....(-^  l)"nn«"/(r +ng>). 

Die  in  Gleichung  1.  ausgesprochene  Bedingung,  welcher  die  Func- 
tion f(y)  unterworfen  ist,  wird  von  mehreren  bekannten  Functionen 
erfiSllt     Einige  derselben  wollen  wir  jetzt  näher  io's  Auge  fassen* 

■  -  ■  * 

'  II. 

.    Weil  bekanntlich 

I       .    ■ 

smr-i-isin  (r  +  2g))  =  'l^oaicp  sin  (r  ■\-ip) , 
cosr-|-cos(r-|-29)  =  3cos9^,cos(r-|:9>);   \ 

so. genügen  die  Functionen  sin r  und  cosr  in  der  That  der  Glei- 
,  ch«ng  i.     -Für  beide    ist    also  a=:2cosg>  und  i/;=:29>  zu  setzen; 
daher  gehen  für  f(j)=»i^r  und  /(r)=cosr  die  Gleichungen  2.,  3., 
4. ,  5.  über  in  die  Gleichungen : 

(2  cos  g>)''.sin(H-w9)— sinr  ==sin(r+29)+(2co89?)sin(r+3<p)+.... 

H   •  J  •...-K2cos9)"-*sin[r+(n+l)<p], 

(2cosg))*"cos(r+?i9)— cosr=cos(r+2g?)+(2cosg>)cos(r+39>)+.... 

....  +(2 cos  g?)*""*  cos[r  +  (n  + 1) q>\\ 

I  (~l)»i-isin(r+2ny)+sinr__  .,,,     ./lox.w.^'v 
\ ; 2co8y     =öin(r+  g))-sin(r+3(p)+«iii(r+5g>)-... 

7      )  ....(— l)«-*sin[r  +  (2it-l)ip], 

i(~l)*^^08(r+2«g?)4-cosr  ,   .    ^  ,     ^ 

/ 2^0^^^ =cos(r+9?)-.cos(r+39)+cos(r+59) 

^  —....(— 1)»-*  cos  [r  +  (2w  -l)g>]. 


222 

(2  cos  <p)»  siD  (r+ttq>)=zeln  r  4-  ni  sin  (r +29)  +11^1  sin  (r +4^)  +^ 

.(2  cos  9>)"  cps  (r-f-n^))  ==  cos  r+hi  cos  (r+2g>)+na  cos(r +4g))  +•••• 

.... -|-9tsCos(r4-2if9>); 

•  •  1  •  1 

{ — l)»siii(r+2nqp)=:«iiir— iti(2cos.9)sia(r  +  5p) 
4^ii2(2fcos^)*srn(r-f29)  — ....(-- l)*nn(2co8  9)»i^ii(r+nflDf), 

( —  1)"  COS  (r ,+ 2w9)  =  cos  r  —  Wi  (2  cos  .g>)  cos  (r + g) 

4-  7t2  (2  COS  9)2  cos  (r +2cjp)  — ;. ..  ( —  1)"  tin  (2  cos  9?)*^  cos  (r+ifty). 

I  ■ 

■■■■■•>   55 
Lassen  wir  in  den  Gleichungen  6.,  7,,  8.  und  9.  9  in  9  4-9  ^er- 

•  l       »       '  .  ••  .  ^  ""  ■  l  -     ■ 

gehen,  and  berücksichtigen  wir,' dass  fi!r  gerade  Werthe  von  m 

sin(»i2+9)=( — l)^sin9),  cos(iii^+9>)=("-l)'cos^9> 
und  für  ungerade  Werthe  von  m      *  •  .  . 


7t  '"yi  ■«  »Hb  IL 

sin(»ig-  +  g))=:(— 1)  2    cos^y  cos (m^ 4*9)=  (""*!)  «   sing)'; 
so  erhalten  wir.  ßir  ^in  gerades  ti 


'■      "  ■     ■* 


(-^1)«    V2sln9>)»sln(r+w<p)  +  8llir= 
sin(r+29)— (2sin9)  cos(r +  89)  —  (2sin9)?sin(r +  4^^  +.... 


_      )  ....(- m(2siD<p)»-icos[r+(n+l)9], 

(—1)^      (2  sin  g))«  cos  (r + «^)  -f  cosr  r= 
cos  (r + 29)  +  (2  sin  g>)  8in(r  +  3g>)  ^  (2  jÄn  g>)«coiJ  (r + 49)  — .... 

....(- l)?""'(2sm9>)*-Wn|;i4(«+l)VJ; 
und  fiir  ^in  ungerades  n 


1 


( — 1)  2    (2sin9))*cos(r+wg)):+sinr3=: 
fiin(i*-|-29) — (28in<p)  cos(r+3g>)  —  (2sin9)*8iD(r+49)  +'.... 

....(-lj^(2sing))»-islii[r+(n4)9»]. 
(—1)  -^    (2sin9))"sin(rr^aig>)  +  co8r:3: 
cos  (r+i^^jf  +  {28ln  9)  sin  fr +3g>)  —  (2sin9))^cos(r-f49)  + .... 


■i 


...  (—  l)V^(JJsing))»-*co«[i--f(»+l)9>] ; 


wobei  das  Zeichen  von  Paar  zu  Paar  wechselt. 
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JFlefner  erhalten  wir  nach,  7. 


IJ. 


^.  ^ 21==cos(r+g))+cos(r+3g>)+cojB(r+59)  +  ... 

.•••  +  co8[r +(2n  —  l)<p]. 


....+sintr  +  (2n— l)yj;'. 
und  nach  8. 

(r- 1)»  (2  sing))«  sin  [r  +  n(y +2)]=***" '''"^1  *"*(•'+ ^) 

+  na  sin  (r  +  4^) —  ....(— 1)*Ä«  Äln^i^+2it9>), 
12.     ^  TP 

.  .+  «2^08 (r+4g))— ....(— l)«»i«co8(r+2fi9); 
und  endlich  nach  9.  fOlr  ein  gerad^i^  n 

•...(— l)«(2sing))»ni,  sin  (r  +  ng)), 
cos(H-2«g>)=cosr— iii(2sin9)sin(r+9)— n2(2sing))*co8(r+2g))+.. 


•   t 


t      f  •  •  I 


•■     ■  .   ■  «t  •  •      •! 


I      " 


'....( — l)*(2sing))*WnC0s(r+W9); 

I  ■  •  «  ! 

für  ein  ungerades  n  dagegen 

rfn(r +  2n9)=:sinr  +  Wi  (2slng7)cos(r+g)) 

— »2  (2  sin  g>)*  sin  (r  -f  2^)  — ... .  ( —  1)  *    nfi(2sin97)«  cos(ir+ng)), 
13*.    \  ''-•■■  'co8(i»  +  5Jw9)=:cösr--Wi(2sing))sin(r  +  g)) 

—ii2(2sin9?)2cos(r+2g)) +...-(— 1)    «  n»(2sing))«l*ii{f<f»^)| 

I  

iirobei  ein  Zeichenwechsel  von  Paar  zu  Paar  eintritt. 

In  der  zweiten  der  durch  8.  bezeichneten  Gleichungen  wollen 
Wvc  jetzt  r-^-nfp^O»  ai^o  r=i^ny>  setzen;   wir  erhalten; dann 

(2cosg))"=co8ng)  +  WiCos(n— 2)9)+WaCos(n— 4)9+.... 

••••  +  «n— iCOs(n — 2)^-f  nnCös^if^y 

tmd  hieraus,  wenn  wir  die  Cosinus  der  Gleichvielfachen  des  d^<M# 
m  vereinigen  und  die  Relation  nm=^ni^m  beachten,  l&r  em-gi»ht« 
des  n 

14».  2«— *cos9)'*=coswg)+TiiCos(n— 2)g)+naC0s(n— 4)9+....+|it4», 

sowie  iTCir  etn  ungerades  n 


224 

14*.  2»^*cosg)»=cosn9>+WiCos(»— 2)g)+»BCos(»i — 4)igo4^««.. 

••••-f  n^(ii>.|)  cos  9« 

Wenn  vvir  femer  in  der  zweiten  der  durch  12.  bezeichneten  Glei- 
chungen  r  +  n(q> -t- ^)=0,  also  r=  — ;i(9)+3-)  setzen ,  so  ^hal- 
ten wir  durch  ein  ähnliches  Verfahren,  wie  vorher,  fiir  ein  gera- 
des n 

n 

15«.  ( — 1)^  2"^* sin  9)"=:cos W9 — WjCOs(n— 2)g)+n2Cos(n— 4)^ — ... 

fSr  ein  ungerades  n  gegentbeils 

15*.  (—1).  *  2»*--^sin9>"=sinn9  — Wisin(n — 2)9+iiasin(n— 4)y— .•. 

*...(— 1)  •-*    7t|(fi.i)sin9. 

111. 

.   Eine  dritte  Function,   welche  der  GleichuDff  1«.  eatspH^bt,  ist 
/'(r)==fi^    Weil  nun 

so  ist  hier  anib^i*—^  +  br-9  zu  setzen,  und  wir  erhalten  nach  4* 

t 

. '  •   •  • 

ß 
oder,  wenn  wir  g)=r=zO  und  '4;=1,  6=^  setzen»  und  die  hieraus 

entstehende  Gleichung  mit  ex"  multipiiciren , 

16.     (ci+ß)n=za^^nia^^ß  +  n^(^^^ß^'^....+nnß^,.       . 

wodurch  der  biriomische  Lehrsatz  fiir  positive  ganze  Exponenten 
auf  einfache  Weise  bewahrheitet  worden  ist.         .  . 

IV. 

Sogleich  übersehen  wir  die  Richtigkeit  der  Gleichung  * 

und  erlangen  aus  ihr,  wenn  wir  für  n  nach  und  nach  1,  2,  3«  ••••  n 
setzen  upd  die. so  entstandenen  Gleichungen  addiren» 


2Z,ir  +  in~l)<p]eosif> 


—  ^  cos  t*" + "9']  cos  9»»  +  sin  9>2  g?^  [r  +  n<p\  co»  y^». 


22S 


and  hieraus: 


T  »ni<p£l?^  [r  +  W9)]lcos9)»-i=  ^JJ^  (r)  — ^"  (r+ny)co89)» 
so  dass  wir  haben 

— ^ ^^^      = cos  (r  +  g)) + C08  (r  +  2g))  cos  (p+ *... 

|,y       )  ....4-cos(r+W9>)cosigp'^* 

>        i  —  cos (r  +  ng?) cos <pM-cosr       .  /    ,    m    .   /    ,o  n  ■ 

^  ^^ fiSTcp     =8in(r+9)+8in(r+29))co8<pif.... 

. . ..  +  sin  (r + W9)  cos  g)""-^ 

cos  '"' 

Die  Anfangsglieder  der  aus  der  Reihe  ^  ^g'm  [^+wg>]cos  g?«*— *siny 
sieh,  ergebenden  Differenzenreihen  sind  der  Ordoüng  nach 


^(r+2y)8in,,«,  ±;r;('-+39')sin9»,  -;"^;(r+49,)8iDv«.T.... 

Sin  r    I     /     ■  ^\i    • 
••••'  •^cosl-'"  +  «(9'+2)l«»"9>"; 

daher  haben  wir  nach  der  Lehr(<  von  den  höheren  Differenzen  die 
Gleichung 

üj^  jg^  ^.^  (r  ^  ^g,)  cos  9"-*  sin  9 = 

t 
oder  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung,  welche  den  durch  17.  be- 
zeichneten vorangeht; 


■i. 


V  +  wn sin  [r  Tf  w(9  +  ^) ]  sin  9*, 


18. 

""  cos(r+n^)cosg>'fe:cosr— «|Siu(r4-9)sin9 — it2COs(i4-29>)sin9>^-|- 

....  f  WjtCos[r+w(g)+^)]sing)». 


n 


Setzen  wir  nun  in  17.  und  J8.  op+nr  för  <p,   so   erhalten    wir  für 
ein  gerades  n 

(-^1)        sin(r+wg))sinop"+sinr       .    /  .;■  ..... 

>--  ^ -^^J^ -^-^'^ =sin(H-9))-cos(r+29>)sin9> 

,Q.    j  —....(— l)*cos(f^+n9)sibgj^^', 

(—  1)^      cos  (r+wy)sin  y"+cosr  .  /   .  o  x  • 
^^^^^ --=cos(r+gi) +sin(r+2g))sm  9 

— «...(— 1)*     sin  (r  + 119)  sin  9*-^  j 
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dagegen  fär  ein  ungerades  n  .    m.. 

V — / ^        ^^ ^— ^ = sin(r + g>)  —  co^(r4-2op)siii  © 

106    y  —....(—1)  *  8ta(r-hn9)8Hi9»-^ 

■>    "■"   '  n+JL-   ■  ■  .         •  ■ 

'  '  7osy ^ ^=cos(r+9>)+sin(r+29)«iDgj . 

^     :.  — ....(— l)  *  cos (r +719) sin gj^-*; 

und  endlich 


5t. 


(---I)"«in|>  +  w(9+^]sing)»Ä8inr--?ii8iq(r+9)<W9+ 
20.     ]  ....(— l)"«nsin(r  +  wg))  cos  cp*, 

(— -l)"cos [r'-f  w(g)+o)isin9>"=cosi'-*-iii  cös(r+g))  coBq)-!*^. 

/   •  •...(—lJ**WaCOs(r+ny)  cosy". 


.    .  ■••■  .  1.' 

sich  leicht  von 
der 


Vermittels  einfacher  Rechnung  üb^ra^evgt.man 
Richtigkeit  der  Gleichung  ~"  * 


:  «t  I 


««  «»-1      .    «« 

aus  welcher  sich»  wenn  wir  färn  nach  und  nach  1,2,  ^^••••n  snb- 
stitufreiii  iiiid  Üie  sa  erhaltenen  'Gleichungen  addü['eii> "  .  > '"' 


oder 


Ir  ik 


an  €Ctt 

k  k  k         k 


■.^ 


ß  +  7lk       ßn  ß  __^ßn 

folglich 

ergiebt.  -, 

.1     Indem  .w^'  ^u/^  dieser.  Reihe  nach  und  nach  die  höheren  Diffe-. 
renzenreihen  entwickeln »  so  erhalten  wir  als  erste  Glieder  dersjelbc^ 

«/     *.  *  ä'     *T' « — ^^^        ' 
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daher  nach  der  Theorie  der  höheren  Differenzen  i|nd  nach  21. 
'^     ^  an       .  («  +  *)i  («+Ä)a 

....  +  »«  —  • r 


(«+*) 


»-1 


Setzen  wir  in  dieser  Gleichung  a-\-ß^k  für  /?,  so  erhalten  wir 
durch  einfache  Umwandlung  die  bemerkenswerthe  Relation 

woraus  f&r  k=0 
oder 

I  : 

erhalten  wird,  so  dass  das  Binomialtheorem  ffir  poi^ttve  ganze 
Exponenten  'als  ein  specieller  Fall  aus  der  allgemeineren  Gleichung 
22,  li^or^^^an^en  ist 

I  I  I 

'■•■■■••'  ■■         .  ■  .'■    ■ 

Es  ist  offenbar 

!.  •  ß _     1        .  i_-^ 

[«  +  (n— l)/?][a+»/?]""a+(n  — 1)/?     «Tw/?' 

■  ,  •  t  ■  #  ■ 

.*.'.,'  .■■■■§ 

folgUch.   wenn  wir  för  n  nach  und  nach  1,  2,  3,....  n  einsflüifln< 
nod  die  auf  diese  Weise  eich  herausstellenden  Gleichungen  addiren, 

_  1      . 1  ^      1     _1      JJ_ 

oder 

y,, L_, !5^ 

^  [a  +  («-1)/S]  [«+n/Si  -a(a+«/S)' 
SO  dass  wir  jetzt  folgende  Gleichung  haben : 

Dieser  Reihe  können  wir  n — 1  Differenz6nreihen  abgewinnen 
und  wir  erhalten  als  Anfangsglieder  derselben 
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1.2.  (? 1.2.3;|3»  _     • 

folglich  nach  der  Lehre  von  den  hr>heren  Differenzen 

«(«+«/J)-«(«+|S)  ~«(«+|S)(H^^  +«(«+/J)....('«+3^""- 

oder,  wenn  wir  mit  aß  multipüciren  und  dann  a-^ß  für  a  setzen : 

« 

nß        _niß        »a/?»  W3/?» 

«+(M-1)/J-   «       «(«•f)3)'''it(tt-|-/?)(tt+2<?)     — 

1.2  1.2.3 

1.2....n 
cL  i. 


.  i 


«i         «a  «»  «a  , 

Setzeil  wir  hierin  a=2^  ]?=1  und  addiren  wir»  nachdem  die  Vot- 
zeichen aller  Glieder  in  die  entgegengesetzten  verwandelt  worden 
sind,    auf  beiden  Seiten  die  Einheit»   so  ergiebt  sich  die  bereits 

bekannte  Gleichung 

...  -.  f 

26.  ^^3^=1-2«! +3«a-g  «,+....(-l)»;^n^ 

Die  ersten  Glieder  der  aus  def  Reihe  25.  gebildeten  Differenz^n- 
relihen  Bind 

!  ■. . 

RR  0 

nß   (a  +  nß)i        nß  (a+nß)^                ,     ,,^,nß  (tc+nß)^, 
— r-' — 7 5  +"ir*       ß      '■'  —  •-♦  v~*™      „' 3 — : — » 

(«+A)  ((f+ß)^  («-fW 

daher  nach  der  Lebe  von  den  htiheren  Differenzen 

ß  fi 

nß  ^nß  vß    (a+vß)i  nß  (a+nß)^ 

oder  '•■ !' 


•  ■•• 
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«  (a  +  »fti  .    .  («■rnß)2 


27.  —TTZ — TVÄ=Wi-«a 3 f  «3 


.+(._,)^-".  -.^  ^-.  ^^_f^  - 


(— 1)"»»^ 


(«+«/?)■_, 


(«+/j),_i 


Ueliuiigrsaufgralieii  ffir  Slchliler. 

VoD  dem 

HeFm  Doctor  J«  Dienger, 

Lehrer  der  Mathematik  und  Physik  an  der  höheren  Bürgerscliule  xu 
^  '  Sinsheim  bei  Heidelberg. 


I. 

Schneidet  man  auf  den  Seiten  AB  und  BC  (die  Figur  wird 
sich  ein  Jeder  leicht  selbst  zeichnen  können)  des  Dreiecks  ABC 

von  A  und  C  aus  die  Stöcke  AD=-AB  und  CE=-BC  &h,  be- 

zeichnet  zur  Abkürzung  den  Flächeninhalt  des  Dreiecks  ^ßC  durch 
jj,  und  zieht  durch'  die  Spitze  B  desselben  und  den  Durchschnitts- 

Sunkt  O  der  Linien  AE  und  CD  die,  die  Seite  ^C  in  F  schnei- 
ende Linie  BOF;    so  ist: 

'__l  ^ I 

das  Dreieck  OCE=z---, — r; — T{A,  und  (lir  a=ß:=z—^ y^A; 

nnn    («-1)0^-1) ,  . (?iil)!.^. 

^^^^-  «(a+/?-l)  ^' "       '*       "     — «Cia— ir' 
/f^/>  ^""^      -Y  _     (tt  — 1 

^^^~(«+/^— !)(«+/?— 2)^'''      "      "     •=2(2«~1)^' 
"^^ '" - («+/?— l)(a+/?-2r'  ''      ''      "     •— 2(2a— ir- 
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Ferner  hat  mai^is  ^' 

■ 

PC:.0/>= «:/?  —  !,  und  fär  «=/?:Ä=:«TÄ-i-l; 
AOiOE=ß:a — 1,    „      „      „     :r=a:o — 1; 

OÄ:OF=«+/f— ^4v.:„     „      „     :=2(«— 1):1. 
Setzt  man  in  letzterm,  besondem  Falle  a=2,  so  findet  man: 

0EC=B0E=:B01>=ÄÖD=A0F=F0C=IJ, 
AF=:FC,  OC=20D,AO=20E,  OB=OF; 

wie  bekannt.  ' 


■"■■      «  I. 


Zieht  man  Tom  Mittelpunkte  des  Hyperboloids  mit  einem  Fache, 
dessen  Gleichung 

sei,  an  den  Punkt  x*,  y',  i!  desselben  einen  Radius vectorr';  legt 
durch  den  Punkt  x'  ^  Uy  z'  eine  Tangentialebene  an  das  Hyperbo- 
loid und  durch  den  Mittelpunkt  eine  Ebene  parallel  mit  dieser; 
errichtet  sodann  auf  der  neuen  Ebene  im  Mittelpunkte  eine  Senk- 
rechte^ so  machen  die  Senkrechte  und  der  Radiusvector  r'  mit 
einander  einen  stumpfen  Winkel,  dessen  Cosinus 

• '  ■  ■ 

\\\\  >:       ■'  .  .    .   •     .        .         .       ^  ■■..■■ 

^^  *  t    .        • . 


t  ,  ■  •■■..• 

•  ,  •  *  •■,'■■ 

ist    Ist  das  Hyperboloid  dagegen  eines  ndit  zWei 
^  ?!  -S!     ?!_     1 

so.  ist  der  erwähnte  Winkel  spitz  und  sein  CosUms 

+  1 


\  ^+64  +  -^- 


Setzt  man  endlich  den  Asymptotenk^f^el: 

^2        9<2         2^' 

so  ist  der  erwähnte  Winkel  ein  rechte» 

(Man  seher'  Memoire  sur  l'^quitibre  int^riepr  deir  öorps  soli- 
des homogenes  par  Lamö  et  Clapeyron  in  Cr  eile's  JournaL 
Bd.  7.  5.'^.) 
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f 

I 


■ .  ■    ■    I  /  . 

■  * 

.»     '.ri:' 

I  .    »  !    •    t 

•  f     1  ■  4i  ■  ' 

.  -.1.-.  ". 


Ml  See  1 1  e  n» 


:\ 


■ir.::i.. 


Von  dem 

Herrn  Dioctor   J.    Dienger, 

Lehrer  an  der  höheren  Bärgertchule  %n  Sintheim  hei  HcHtfelherg.  ' 


..,;  1, ...  •  Ueber  einen 


'-'''-    Satz  ax^  der  analytischen  Geometrie. 

tfeVr  iPirofessor  Lobatto  stellt   im  Jouraal  von' Li<ooTilfe. 
Juin  1&I6.  folgenden  Satz  auf: 

Seien  a,  ß,  y  die  Winkel,  weiche  eine  gee-ebene' G'e- 
rade  ^it  ihren  drei  Projektionen  auf  den  Ebenen  der 
xy,  xi,  yz  macht;  seien  ferner  ^,  Si^  d^  die  Entfernungen 
des  Anfangspunktes  der  Koordinaten  von.di^i^er  Pro- 
jektion>  /i  die  Entfernung  dieses  Punktes  Ton  der  Ge- 
ralden, »el  bat;   seist: 


äfi  Ä  daCOS««  +  Äi«  cos  V  +  V  C0«2y, 


■»';■ 


welchen  Satz  nun  Herr  Lobatto  direkt  beweist. 

Dieser  Satz  ist  aber  eine  unmittelbare  Folge  des  bekannten 
Satzes,  dass,  wenn  man  einen  Flächenraum  P  auf  dr^i  senkrecht 
ai^  einander  stehende  Ebjenen  projizirt,  uqd  p^  Pi,  p%  diese  Pro- 
jektionen, sind,  man.Jhat:  ,  ;..')' 

P^  =  p^  +  pi^  +  pj^. 

(Einen  einfachen  Beweis  dieses  Satzes  ündet  man  u.  'A.  in 
Boucharlat  populäre  Mechanik,  deutsch  von  Kissling. 
4ter  Theil.    S.  133.  ff.) 

Man  aiehe  nämlich  durch  den  Anfierngspunkt  der  Koordinaten 
mit  der  gegebenen  Geraden  eine  Parallele  und  bilde  zwischen  die- 
sen beiden  Linien  ein  ParaUelo^amm,  dessen  eine  Spitze  im  An» 
fangspunkte  der  Koordinaten  sei,  so  wird  der  Flächeninhalt  des- 
selben £^  sein,  wenn  &,  die  Länge  der  Seite  des  Parallelogramms 
ist,  die  auf  der  gegebenen  Linie  selbst  genommen  ist.  Projizirt 
maa  die#ea  Parallelpgi^aiam'  auf  die  drei  Koordinatenebenen,  so  i^ind 
die  Projektiionen  ebenfalls  Paralielogramme,  deren  Fläpheninhalte 
ofenbar  Jlcosa.d,  Acoaß.dif  A'Cpsy.'d^  sipd,  und  also  ist;. 
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i«^=Ä«co8«a.d«+i«co8V.*i*+i*cos«y.V 
oder 

^  =  S*coB^  +  tfi*co8  V  +  Vco8*y, 

welches  der  erwähnte  Satz  i8t. 

Denkt  man  sieh  durch  die  gegebene  Gerade  und  den  Anfangs- 
punkt der  Koordinaten  ein^  Ebene  gelegt ,  so  ist  der  Kosinus  des 
Winkels^  den  diese  Ebene  (die  Ebene  des  Torhin  erwähnten  Pa- 
rallelogramms) mit  der  Ebene  der  jpy  iiiai>ht-/'älso  gleich  — ^ — ~— 

S  cos  et  ^^  *  ^^ 

=  — -r —  ;    desgleichen  sind  die  Kosinus  der  Winkel  dieser  Ebene 

mit  den  Ebenen  der  xz,  yz  gleich  ^^"'9  ■*  ^  ■  ;  demnach  ist 
die  Gleichung  der  fraglichen  Ebene 

(S^cosy.o:  4- ^  cos/?.  ^-|-tf  cos  ff.  2=0, 

wie  Herr  Lobatto  ebenfalls  6ndet« 

Heissen  a:',  y*,  2'  die  Koordinaten  des  einen  Eckpunktes  des 
mehrerwähnten  Farallelosrarams  in  der  Ig^ebenen  Linie  selbst, 
und  sind  €^ ,  fi' ,  /  die  Winkel ,  welche  die  gegebene  Gerade  mit 
den  Axen  der  a:,  y,  z  macht«  so  findet  man  rar  den  Flächeninhalt 
der  Projektion  des  Parallelogramms  auf  ^er  Eben^-  der  orjf: 

jiS^iy' coscc' — a^'cosß'); 
demnach  ist  :     . 

/LA COS a= J: £. (y'cos a—.x' coafi^,  dcos a=  i (^ cos «^— a^^ipöö'^.* 

Ganz  eben  so: 

diCOs/J  =  J:(a?'cos/ — 2' cos«'),  dacosysrits'.cdf |5'— ycos/)! 

Von  diesen  Sätzen  ausgehend  beweist  Hert  Professor  Lobatto 
nun  die  allgemeinen  Gleichungen  des  Gleichgewichts  eines  Systems 
von  Kräften. 

Ist  nämlich  P  die  Intensität  einer  wirkenden  Kraft»  und  sind 
a,  b,  c  die  Winkel^  welche  ihre  Richtung  mit  den  Axen  der  x,  g,  z 
macht,  80  kann  man  diese  Kraft  parallel  mit  sich  selbst  in  den 
Anfangspunkt  versetzen  und  ein  Paar  von  der  Intensität  Pj^  bei- 
fügen, ohne  dass  das  Gleichgewicht  geändert  wird.  Die  erste 
Kraft  zerlegt  sieb  in  Pcosa,  Pcosb,  Pcoäc,  während  das  Paar 
sich  zerlegt  in  Pcosa.ö,  Pcosß.di,  Pcosy.öo,  und  man  erhält  als 
Gleichungen  de3  Gleichgewichts : 

HPcosa^O,   2:P cos  63=0,  2:Pcosc=0; 

2:PcosÄ.d=0,  ZPcosß.Si=0,  2!Pcosy.^a=^6.' 

Die  letzten  drei  Gleichungen  sind  auch  nach  dem  Obig^:  ..  '. 

2P(ycoßa — arcos6)=0,  -2!P(a:cQSC — z  cos  i|)=P,; 

^/^(zcosÄ— vcosc)=0;  .     ,       •. 

da  dje  Döppelzeicben  nicht  zu  beachten  sind,  wenn  man  ^i^'Krftf^ 
tcfnpaare,.  die  nach  entgegengesetzten  Seiten  zu  drehen  isudifM^' 
auch  als  entgegengesetzt  l^trachtel. 


TlieoremaUs  In  T.  TII.  pair-^t66.  *)  pro« 

positi  demonstratio. 

Auetore  Dr.  E.    G.  Bjorling^ 

ad  Acad.  Uptal.  Docen«  Mathet. 


Celeb.  Prof.  Schlö milch  Commentatione  suä  „Ueöer  die  höhe- 
ren Differenualguotienien  des  Ausdrucks  (a?*  +  aa:+6)— <^i)*%  in 
T.  VIII.  praecedu  pag.  357.  exposita,  admonitum  me  fecit  quodam- 
modo  promisso  demum  satisfacere,  in  notula  sub  pag.  266.  T.  VII. 
relatOy  oblaturuni  me  fore  aliquando  Theorematis  loco  cit.  pro- 
positi  demonstrationem  in  hoc  „Archivo^'  coodendam.  Qaod 
nempe  Theorema  (ut  apparet)  formulam  exhibet  generalem ,  juxta 
quam  breFiter  —  [et  quidem  numero  terminorum,  ex  ordine»  1^  % 
3,  4, ....  (iit-f-l)]  —  exprimi  liceat  valorem  expressi^oDum  cujusque 
liarum  [n  denot.  numerum  integrum] : 

»0  -  (n-l)i  +  (n-^2)a-(«— 3)8  +&e. 
(usque  ad  primum  t^rm.  evanescentem), 

■ 

1.  (n+l)i  —  2na  +  3(n— 1),  —  4(m— 2)4+&c„ 

1.   («  +  2)2  — 3(M  +  1)3+6W4-I0(n— 1)4+&C., 

1.  (m  +3);  —  4(n  +  2)4  +  10(n  + 1)»— 20»,  +&c. 


*)  Qoae  ibi  deprehensa  saat  meoda  nonaulla  typographica  jam  corrigi 
liceat  haecce: 

In  pag.  266,  lin.  10,  loco  +4. («—2)4   l€ga»  —4.(11—2)4 

„  2rfr,     „     16,      „      — 10(«+l)5+    ,,  +10(«+1),— 

„  26T,    „    16,      „      2(«    2).  „  2(«+2), 

„  268,     „    11,      „      +4(^—3)4         „  —  4(/?— 3)4. 
TheU  IX.  16 
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m  in  m 


(a) ,Fo.(w+/»)m— Fl .  («+wi— l)m+i  +F2(w+m— 2)m+2 

MV 

—  F3 .  («+  m— 3)n,+3  +  &c. 

I 

denotantibus  [m  numero  integro  aut  OJ 

m        m        tn       im 

Fo,  Fj,  F2,  F3,  &c. 
breviter  „numeros  mti  ordinis  figuratos^' 

(ß)  .  .  .  ...  m^  (m+l)i,  (m  +  2)2,  (wi+3)s,  &c. 

Conaturo  me  jam  id  quod  promisi  exsolvere,  pauca  haec  fere 
pmeinbl^se  javabit..  .      jI 

Quemadmodum  igurati  iUi  numeri  (ß)  C6f>fficif ntes  ipsas   con- 
ficiunt  dignitatum  ipsius  a:  earum,  quae  in  evolutft  fiinctione 

(1— ar)-(m+l) 

occuminty  sie  quantitas  illa  (a)  CoefHcientero  ipsius  ;r"  in  evolutä 

(y) [1— a:(l-a:)]-('»+i)seu(l— ar  +  a:2)-('»+i)  *). 

Quae  quidem  i:es  ut  primum  fuit  perspecta,  habitäque  insuper 
ratiqne  identitatis  exiA'essionum  illahim 

■ 

1— a?  +  ar*atque  (l+Dar)(l+/?ar), 

[a  et  ß  breyiter  ambas    illas  radices  cubicas  ex  -f-1  imaginarias, 
eos-^.J:V^lsin-^>  denotantibus];    ea  fere  in  aprico  posita  e«t 


*)  Scilicet  ex  eo  qnod,  dum  y  nnmerice  ^I  est, 

(l-y)-(m+l)  =1  +  {rn^xw  +  (»?+2).y»  +  («1+8)3^»  +  etc. 

sie  quoque,  dum  :r(l— ^)  numerice  -^  1   est,  habetur 

[l_>ar  (1-a:)]  -(«+  D  =  1  +  {m\\\  5:(l— ar)  +  (»i+2),  a:«(l— ar)« + ... 

nee  nllA  hoc  tempore  opus  est  curä  probandi  licere  (certe  dum  X  amne- 
rice  ^1  est)  posteriori»  hujus  membri  loco  substiiui  istam: 

scilicet 

i4n==«o  («»+«)n—  («—1)1  («1+«— l)ar-l  -K«— ^)a  (»l-f ;i^2)».2  — €tc 

usqne  ad  primum  term.  evanescentem ,  cujus  de  rednctione  in' formam  (mS^  •! 
plackt  y  ridfjri  licet  in  nota  I.  sab  finem  hnjcisce  QomineiiUtiQnis, 


.  #     ■  ■ ;  •   • 


■j 
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▼ia  *),  quam  recte  inseqnendo  Theorema,  de  quoqiiaeritary  demcin- 
stratum  sisiere  liceat    Etenim  utrique  aeorsim  evolatä  fancttonam 

(S) (l  +  aar)-(«+0  et  (l+/J.r;-0n4i), 

81  deinceps  eximatur  coäfBciens  ipsius  o:' in  „producto^^serienim 
hoc    modo    comparatarura  **),    reverä    con^ip^eit  ut   coäfGcieotem 
hancce  in  i?t-|-l  terminos  redii^i  liceat  Quae  si  tandem  formula  ex  m^-l 
terminis  confecta  ipsi  (a)  aequatury  demoiiBtratum  erit  theorema. 
Hiti  jam  praemijssis  fem  ipsam  adgrediimif.  . 


j-     '■.!:: 


1.  Uti  8iipra  est  monitmn^  id  soluin  asitur  ut  evincatur  duplex 
illud  membrum  posterius  aequationis  (1)  in  Theoremate,  de  quo 
qaaeritur,  Co4ffBcientem  conncere  ipsius.^  in  .^prodacto'^  serierum 
ex  evolutis  fieorsim  ambabus  (ö)  comparatarmn.  Id  quod  in  tali 
re  solito  hoc  more  perfici  licebit. 

:  'lö)  •■  •  — '-.' 

Ex  hisce 

•  i       {l+car)-V— l  —  aa?  +  a*^*— ....  +  (— l)"a"a:"  +  &c. 
l        (1  +  ßx)-^ =l--ßx  +  ß^x^  - .:..  +  (—  1)»/?»^:«  +  &c. 
eonsequitur 

a+(txy-Hl +ßx)-^=i  -  —zij^  +  -zy  ^^'-•••. 

....+(— 1)». — r~T— ^  +  &c. 

ideoqne  esse  coäfBcientem    ipsius:^  in  „producto^^    serierum  ex 
evolutis  (l  +  ojr)— 1  et  (l+/?a:)— *  compaiatarum  isthanc 

(I)  .  .  .  .       (— 1)". — ^3^ — =  C.:Xbi;^yiter).      .^,j..,.  .  .,  ,. 


2?) 


Ex  hisce 


et 

1=0 


1=  OD—  1  .  V 


*)  Conf .  tarnen  ea ,  quae,  in  uota  I.  sub  finem  opusculi  hajns  relata,  de 
hao  re  admonendi  anraiiai  nohis  dedit  Commentatio ,  dirjus  supra  mentlonem 
fecimns,   Celeb.  Schlö milch, 

^*)  Kd«'^4haophrasi  „prodneto  serierum^i^v-intelleotum  nroli|mii», 
id  iiull&  sane   hoc  tempore  *p«s  habet  «xplioatione«    .  «Neo    omnino  looiu 

16* 


•  I 
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confiequitor.  ^  esse  coäfficienteni  ipsius  ai^  in  ^roducto**  serieroin 
ex  eFoiutis  (l-{-axy-^  et  (1+/^^)"'^  coroparatamm  isthaiie  •■ 

—  ^      <=n  — l     —1 

1=0  .         . 

ideoque,  secundum  (I)/ 
(!)....(— !)»(«— /?)2.Cr='«  (a«+i-f^/?«+i-0{«»'+*-/^+^)- 

J  =  0 

Jam»  qaomam  aß=l  est»  membrum  hoc  posterius  abit  in 

teO  .  .-t*tr=0         •'■..-..•       .":    :  ,    .,     .. 

seu  ■■■•■•'•      ■  '  ••■' 

(2) ....  (n  + 1)  (««+«+/?»+«)— [«».'IT/?**'  +  /?».  * iV]. 

f=0  '=0 

At  habetur 

ideoque  quantitas  illa  intra  uncos  [  ]  in  (2),  vi  relationum  il^ahim 


«  1  /? 

(3)  •   •   •   •   •  iäiri=sz:7=— ^äni' 


conficit 


a — P 


atque  aequatio  iUa  (I)  abit  in 


€8t  dubitandi,  qnin  seriel  illi,  qnae  hoc  ipsum  conficit  „  prodactam '<,  summa 
Sit  islhiaec  ri+cur)— (n»+l)(l-|-/?ar)— (»»+1)  seu  (l--ar+ jr«)— (m+i),,  dam  X 
mimerice  -^1  est,  *—  quippe  quoiiiam  tunc  serierum^  ntraque  eamm,  qnas 
CTolntae  seorsim  ambae  iUae  (ß)^  convergentes  remanereat,  etiamsi  in  iis 
terminorum  loco  subatituercntur  ipsi  modnli.  ' 

*)  In   hoc  ipso,   ut  patet,    cardo   i^ise   artiiirii    vertitnr  :     esse   (inqaam) 
coSfficientem  ipsius  X"^  in  producto  serierum,  ex  evolntis  seorsim  ambabns 

(l+Är)-m(i+^ar)-«  et  (l+eu2r)-i(l+/?jr>-i 

comparatarnm,  eodem  iisque  Talore  ac  coeffic.  ipsius  X*^  in  prodneto  serieram 
eK  eTolutis  aieorsim  ambabus  illis 

(l+.aar)-(«»+i)  et  (l-\- ßxy-<nki-X\ ,;  .  .  ■  :     , 

comparatarnm,  •—  quippe  quoniam  ambobus  Ms  ,» serieram:  pro4a€tii**{tluaBHi 
cedit  commnnis  (y)j  X  qn&libet  numerice  ^,1.  t     m   :  . 
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(II).....  (-l)-(«-/^)^a=(«+l)(a^+/?«H^-2.?!^^^^ 

Tum  ex  hisce 

(1  +  «ar)-«(l  +  fixy-^zs:  5    Tia^ 
et 

I 

CQiidequitiir  esse  cofifficientem  ipsius  a^  in  ,,producto 
evolatis  (1+aa:)"-'  et  (l-|-/ar)— '  comparatarum  isthanc 


"  serierum  ex 


ideoque«  secuDdam  (11), 


—  s 


(4) (--i)»(a-/?)».c;. 

fs=0  ._  « —  P 

«=0  '.  .      . 


seu  breTiter 


scUicet  iiosito    (bfevitatis  ergo),  p  denotante  numeram  iotegram 

I 

At,  Ti  naturae  ipsämin  a  et  ß,  habetur  pelatio  iWta  (dum  p 
Dumems  est  integer): 

(A)...  S^=-(n+p+l)p^i(^^P-^H(-l)P-^^fi^^P^^)--^    *). 
cujus  ope  formuia  (40  redneitur  tn 


:     ■''' 


•    . 


'  ^  Yid.  Notam  II.  inb  finem  httjusce  Oommenlatiooif. 


r.i    »:.J 
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adhibitique  demuro,  quae  ex  allatis  in  2^)  consequitnr»  formul4 


•  fc. 


^^.^^^J:.^    .  ,. 


patet  aequatiodem  '(4)^abire  in 

ail) ....(- 1)» (« -Ä»-  Cn-  (n+2)a(a"+»- /»»+')-3(iH-l)»      „  ^^, 

-  40)        .  . . 
Porto  ex  hisce 

t=o 

ex      «.  '  •  • 

i=OD   -1- 

.;.   (t+:cur)-i(l+/Jar)-te._Ä     Gar' 

consequitur  esse  ! cÖ(»fficientem.  ipshis  ü^,\n  „prodacto^'   serierum 
ex  evolutis  (l+ccx)-^  et  (l  +  /?:r)-*  comparatarum  isthanc 

i=0 

ideoque^  seeundum  (III), 
(5)....  {-l)»(a— ^)4.  C;=r  '«""(i^+i-^— /^+»--«)[(i+2)a(a*+»--/?«+») 

1  =  0 

-3(»+l)x      ^_^     +Q.-—^^^^ 


Ai  sidcuBdum  aeq^ationedu  illsun  ,(A)  I|^)>^ntii¥ 

.  ^  =  («^-3)s(a»+4+i3»+*)- 


«, 


*». 


U-'^ß 


*      .-  1 


Sj  =  (n  +  2)a(rt«+3^|SM-a)-^;,:      .- ,     v,;., 

earumque  ope^  adhibitä  insuper  aequat  illä  (A^,  patet  abire  aeqvai 

(5)  in  '■       '•''■■  ■'       *'"''  ■■■  '■''   / 


J 
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aV)...(-l)^«-/?)4.C;==(n-|4J),(a^+|M^)-4(n+2),-=--jj3|— 

+io(n+i),  (,igr-2o.  ^^^gr- 

5«) 
mteriufl  ex  hisce 

(l+ar>-4(l+/Ja?)-*  =lsc!a:* 

et 

(l  +  ar)-*(l+/lr)-»=  Ä  Ga:«* 

eftdem  osque  ratiooe  ac  in  praecedentibus  concludi  licebit,  ita  es^e 

Gomparatam  coefBcientero  6n  ipsius  or"  in  „  producto  ^'  serierum  ex 
evolutis  (l  +  or)-*  et  (1  +  jSa:)— •  coortarum,  nt  sit 

OO...  (-l)"(«-/3)*.  G.  =(n+4),(c^+»-/3«-M)-5(n43),— ^i^ 

+  15(n  +  2)^     (^  ^  g)a 35(n+l),     ^^ig^a 

tt»»+X  -_   «B+l 

+  70^4 äW^- 

(a-/5)4 

2.    Jamqne  per  inductionem  conjici  licet  es«e  (dum  jn  denotat 

—  (m+i) 

nttmenim  integrum  aut  0)  ita  comparatam  co^fBcientem  Cn  ipsius 
3C^ in  „producto"  gerierum  ex  evolutis  (l+aar)^^"^^)  et  (1+^a:)— ^"■+^> 
ceortarum,  ut  sit 

(VI)...  (-  1)»(«  -  /J)«+^  "^C;.  ^  Wn+wi)m(a"+"+H{-l)"'+^.  j3-+»f  1) 

—  li  (n+m— l)aH-i ^_|j    .. 

ftn+m-l ^  (_  l)m-l.  jjii+m-i 


+  F2(w+?ii— 2)ni-« (c— g)a ••' 

m       ß^+1  —  gto+1 

+  (-i)'".fm.    (^_pP-,  . 

(VI') 

fc=o  V« — n 

Valere  haoc  legem  pro  7/1=0,  1,  %  3,  4,  jam  supra  erat  exper- 
tum.  Concesso,  valere  eam  usque  ad  m  quemdam  (inclusive),  pro- 
babitur  jam  vera  esse  pro  sequenti  m-\-\, 

Reverä  habetur,  ut  solitum, 

—  (m-l-2)      fc=n— 1      — (m+I) 
1=0 

ideoque,  secundum  (VV), 
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et'  sie  porro :    adeo  ut  primi  m  tennmi  (h.  e.  omnes  ultimo  excepto) 
redacantur  in  .  ' 


S  (-l)*(»»+i+*)*(«+^+i-Ä)«+ 1^ («1^>     

ideoqoe  Iota  quantitas  (6')  in 


cojns  quum  terminos  novissimus  secundum  Aeqnat.  (A'),  ope  relatioois 

(2i»+l)«.2=(2m  +  2)„+,, 
al|it  in.. 

(~I)-.(2ni+l)i*  (n+lX  -(jjzgs-+(-l)'"+n2»»+2)„^ .  -^j-^ . 

jam   omni    absque    dubio    patet   redüci   (6')  in   ipsum   membrum 
posterius  aequat  (VI')  mutato  ibi  m  in  (m-j-l)» 

Q.  E.  D. 

3b    Quae  cum  ita  sint,  habetur  ex  aequat.  (VF) 

■    -(m+l) 
'  ,.»:.:•  (—1)».     :ti    == 

dum  m  par  est  äut  0: 


I      • 


dum  vero  impar: 


wu,  quod  idem  valet, 

dum  m  par  est  aut  0: 

— (m+l) 

(VI») (-1)».  6. 
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■-'■\-  dnin  vero  imp^ar: 

-(m+l)  •  •        ■ 

(^Vl").    .......    (-1)-.  G, 

■  ■  f  ■       ,  . 

quäe~ quidem  aeqi^ationes,  debitA  ration^  liabit^  telätiöntiin  '"  '  * 

'^^  ==:cd»-j-i:  V — Isin-g-    =— (cosö-+V — Isins-), 

.     M         2.sm-^=V3,  2cos-s=i:^,.    ...  :    ..     .     ....    .-. 

perfectisque   nonnuUi^    reductloiiibus    **}  'tf^^eroque    loco    ipsius 

—{tn-f- 1 )  •  *    4  *  I 

Gl  substitutsl  expressione  illä,  (ce)  [in  prooemio] ,  in  aequaMmm'' 
if  data .  (I)  tbeorematis  npstri  abeunt :  cili  .praeterea  novaro  hanc  im- 
mutatam  aliquäntulom  maglnqu^  cönciriham  reddei^  juvät  fomäm? 

......  T  he  .0  r  e  ra  a.  '  .... 

i  ■ 

fw  f»        in    :    m 

Denotantibus  Fo(=l),    Fj,    F^,  Fg,  etc.  Numeros  mti 
ordiiiis  Figuratos,  nempe 

wio,  (wi  +  l)i,  (m4-2)2,  (w  +  3)3,  eite. 

atque  n  namerum  integrum  qnamlibet,  habetur 

dum  m  par  est  aut.O: 

m  m 

"(I)"...  J  .(n  4:äV— Fi .  (w+aOT—l)w+|  +  Fa  :(n+ m—2jl«+a 

'     ■   ■    •  ■•.■..■.■    i   V.v      '-.«         . 

*)  Scilicet  (ut  patet)  aeqüatiönibus  pracccdentibas  nilrefert,  cuinam  pocis- 
timnti  ipsarum  cos— Ji-I^ — Isin— -  nomea  a  aiU  /?  refei^ator. 

**)  Qiiibas  in  perficiendis  probe  erit  tenendam,  p  et  r  numeros  integro« 
aut  0  denotaatibas,  Kaberi 


(«-|J)ar  =  (_3)r, 


^  CO«/?-— 


t 


n  :     *  •  sin 


^. 


\  9 
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(asque  ad  primuin  termitiiim  evanescentem) 

fc^         l+i  „  8u.(«+m-2f+i)^^ 
=  Ä(— •)      .Fji (n+m-2iim~ti 

—     S    (~j)  .F«+, 5j (n+m-2t-l)«-,,_i, 

o 

dum  vero    m  impar: 

*=^        ütli-,  „  co8(n+m-2i+l).^ 
=     Ä    (-i)  *      .F„ i(^+».-2i)_i 

*=•  C08^ 

3 

*=^        H+iit   „       8in(n+m— 2t)^ 

-    «    (— J)  *      .Fai+i («+m-2»-l)«.-j..-i. 

S11I3 

Ex.  gr.    Posito  success.  m=0,  I,  2,  3  habentur  *): 


(o).....  1_(m_1)j  +(n— 2)a— (M-3)5+etc.= 


8in(»-i-l)|^ 


8ln| 


(») ..... '  1 .  fn+l'),  — 2ii» + 3(»t- 1)3  — 4(w-2)4  +  etc. 

^  •     

[co8(n+2)^                    sm(M+l;^_ 
_1(„+1)  _2. ^1 ; 

..(*);..:: ,i.(»i^;2)a-3(n4-i),f6n4-io(«-ij^  ■   ;;;,;:  . 

_8iii(n  +  3e                cos(«+2)^         '!="•  .8hr(Ä-fl)E:^'. 
=-i.[— ^(n+2).+  ,-— 5^,+l),_2. -^]; 

SlTlö-  ^^^ä"  ®*^3 

I 

[cos  (n+4)^  sin  (w+3)  ^ 

cosr-  ,  sinx- 

n     ■  ■■ .  o 


cos(n+2)^  /    sin  (11+ 1)^. 

3   • 


(«+!),+ V. -— -^~|' 


4.    Quo  ex  theoremate  rectä  consequitur  hocce 


4gumcmm^  ept  reUtionit^' mova  i    quam  heic  exposuimoB,,  Theorematis   forma 
yerfacili  negotio  prodibiu 

*)  Conf.  loG.  snpra  cit.  T.  YII.  pag.  266  et  267. 


2^ 

.    C  o  r  o  11  a  r  i'tt  m. 
Denotante  jp  numerum  integrum  >m,  habetur 

dum  m  par  est  aut  0:' 

'■(n)"...;»„-Fi.(p-l)»^i+Fa.(p-'2)«+a-F,.(p-3Ws-H»tc. 

■     -  -  ^ 

(usque  ad  primum  term.  evane^c.) 

'-^         f+'  «  «in(;,-2/+l)|    ' 
=  S  (-  ä)       .  Foi ^ (p  ~  2i)»^2i 

a  2     '       »  COS(p— 2l)r- 

COSr- 

dum  vero  m  impar: 

'==ii      =^+':  »„  co«(P-2«+i)J 

=     S    (— J)  .Fa< (/>-2t')»_ai 

*=»  cosj 

^2-i         »^i  ^       8in(;,-2£f 
-     Ä    (-i)  .Fu+i ;^0»^2i-l)^«_i. 

ö 

Nee  id  soium;  vera  est  baecce  aequatio^  etiamsip  nu- 
merus est  integer  =m,  Quod  nt  probetiir,  suif&cit  ut  ostenda- 
tur  constare  sibi  Tbeorema  ipsum^  etiamsi  n=0  sit»  certe  nisr 
simul  m=0  fuerit:  id  quod  paucisr  bis  expediri  licebit.  —  Prius 
aequationis  "(I)"  membnim  in  boc  casu  (=1)  co^ffidens  est  ipsius 
afi  in  evolutd  functione  •.,,'. 

[1— «(1— a:)]-<m+i); 

posterius  autem^   ut  ex  ij^sa  demonstratiope  supra  exposit&  patet  *), 
co^fficiens  est  ipsius  a:^  m  ^^produeto^'  serierum  ex  evolutis 

*)  Scilicet  in  eo  res  Terdtur,  ut  aeqttatio  lila  (VT)  ant  (VI')  ^raltte 
probetur,  etiamsi  12  =  0  fuerit.  Yalere  eam  (in  hoc  qnoque  casu)  pro  IVI— .1 
et '2}  ex  eo  ,patet  quod  posito  n=zÖ  aequationes  iLlae  (II)  €t  (iU)  idenlicae 
evadnat.  Concesso  igitur  valere  eam  usque  ad  ftl  quemdam  (inclusive),  rell- 
qnum  est  ut  probetur  vera  esse  pro  sequenti  ;72-|-i«  Eodem  usque  modo  ac 
in  art.  2  praecedeati  aqnatio  illa  (6')Wera  esse  probatur,  etiamsi  J|=:0  fue- 
rit, exteusft  qnidem  ad  hunc  qnoquf  casum  (;i=0)  deimitioBe  illli  df^ii 
Sp-\-if  i.  e.  posito  tnnc 

^p+i  =(«-/?)  («P+i  ^-(— i)p4-t^+i); 

Tum  nullo  iiegotio  patet,  atqoationes  illas  (A)  et  (A')  in  boo  «nu^^aa.  mußL 
▼alere.     Caetera  verbotenus  ut  in  art.  8.  sequautar«  *     ilii.  :-i'i'| 
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(1  +  cttr)-(-H-i)  et  (1  +  par)-0+i) 

comparatapnn. 

Quae  cum  ita-Bint^  jam  constat  verum  esse»  quod  loco  cit. 
(T.  VII.  p.  268.)  expösitum  est  Corollarium,  cujus  praeterea  aequa- 
noni  Ql)  ummitatam  aliquantulum  mai^isque  coDcioDam  beic  dedi- 
mns.formam  "(11)'^  —  Ideoque  nee  gutta  quidem  suDerest  dubii, 
quin  Tfita  sit  Numeronim  Figuratonim  relatio  ea,  quam  ibid.  (p.  260.) 
exposuimus:  cui  praeterea,  posito  p=m  in  aequat.  *'(II)'S  poti'o- 
rem  banc  reddere  juvat  formam: 

j        1^  dum  m  numer.  est  integer  par  (aut  0): 
'  ^         ^i  m  sin(»i^2t+l)^ 


sing- 


^=^        ^+'  i»       cos(m-20^ 


»9 


(HD 


n 
C08- 


€* 


2^  dum  m  im'par  est: 


■  1 


n 


2 


1=    S    (-1) 

«=0 


*I   ^^  in    COS  (ifl— 2i+l)~ 
.  Fi,- 1 


cos- 


f== 


wt— 1^ 


-  .«  (-1) 

1=0 


9r 


•Fiffi 


8in(m-»2t)— 

9 


sm- 


N  o  t  a    I. 
(Vid.  pag.  234.) 

Specie  forsan  baec  via  ea  ipsa  esse  videatur,  qua  postquam 
co4iflieiens  ipsius  a;»  in  ^^evolutione^'  functionis  (1 — or+a?^— ^"»+*), 
forma  ili4  (l+ar)-(«»+i)(l+/5ar)-("»+i)  iudutae,  exbibita  fuerit  ope 
conütae  imus  legis,  ouam  in  commentatione  suä  numero  (1)  insig- 
nmi  Cel  iScbiOmilcn,  deinceps  ponattir  co^iHSciens  haecce  expres- 
•topi  illi  (a)  a^nalis.  —  Quod  si  ita  foret;  revera  res  gesta 
foret  taiis ,  cui  jure  quodam- epitbeton  ^ illud  cedat  „wissens cb a f t - 
lieb  bOchst  unbedeutend''  (viä.:Cömmertt.  Cel.  Schi5milch, 
sab  finem),  quippe  qua  lioti  nisi  duae,  qua  formam  diversae  aliqua- 

•teniis^  ezpressiones  ipsius  y~ö 1  ^(^)  breviter. .  denotante  :  ipsam 

X  •  ^••.•#1 

(!' — X'^afly-i'^^)']  in  medium  prolatae  fuissent:  et  quidem  tall  in 
fe  mnlto  melius  Analysi  fuisset  consultum,  si  ^^  ut  praeterea.  rem 
gesiedt  CeL  Scb iDmilcb  —  generalis  uno  ictn  petita  tuisi^et  expres- 
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810   ipsius   ¥\^){x)  i.  e«.  CodfBc^  Different   nti   ordinis    functionis 
(1 — a:  +  ar*)'~(*"+^)  vel  potius  functionis  hujus  uniyersae 

(a:«  +  aai + 6)-CtH-i) ,  [>  reaii  quÄiibct]. 

.  i  ■.-.-. 

\ 

Namqufe  —  [nt.helc  caetera  omittam  cogmtae  demnm'fiiiiirtto- 
oto  F(*)  {sq)  eniolnmenta]  -^  uti  primum  forte  cdntiffft  duas  qu&  for- 
mam  diversas  hajusce  F^^)(jx)  expressionetf  invenliri;  aeqiiafi9  inbi 
invicem  bisce,  generalis  jam  conciliata  erit  relatio  tolis^  -enjaa  in 
speciebus  innumeris  non  nisi  unam  confieiat^  auam  süpra  comme- 
nioravimus»  identitas  illa  ambarum  ipsius  Z^**)  (0/ expressionom. 

At  vero  ^^species  nonnumquam  fallif :  recta  non  haec 
erat  via.  Hanc  quisquis  fuerit  insecutus^  uiterius  in  tali  re  provebi 
non  poterit>  quam  donet  relatiooem  demum  talem»'  qualem  m  Com- 
mentatione  su4  numero  (9)  iosignivit  Cel.  SchlOmUcb^  assequi 
bene  contigerit  Quae  quidem  reiatio  quamvis  praeterea  notata  sit 
vere  condigna^    ceiari  non   potest   temere  aliquatenus   latam  esse 

sententiam  Cel.  Auctoris  (pag.  364.)  istam :    ^^E^ür  9=AeTgiebt 

sich  aus  der  Gieicbung  (9)  eine  Relation^  auli  welcher 
sich  sämmtiiche  von  Herrn  Dr.  Björiing  im  VII.  Theile 
S.  266.  mitgetbeilte  Formeln  ableiten  lassen,  wenn  man 
sich  auf  die  Unterscheidung  voq  geraden  und  ungeraden 
n'' (?)  ,9einläs$t  und  einige  Transformationen  vornimmt.*' 
Verum  quidem  est,  si  ponatur  ^=zm  (num.  int.  aut  0),  abire 
posterius  hujusce  aequationis  membrum  in 

»0  (wt  +  n)n  (2  cos  9)" — {n — l)i  (wi  -f  n — 1)«^  (2  cos  9)*"* 

+  (n— 2)a  {m-\-n^  2)»-2  (2  cos  9)« 
etc.  (usque  ad  primum  term.  evanesc.) 

z=:n^{n  +w)m  (2  cos  9)" — (w— l)i  («+w— l)m  (2  cos  9)* 

+  {n — 2)2  (n+wi— 2)m  (2  cos  9)" 

etc. 


=  1 .  (n  + w)m(2cos  9)" —  (m  +  l)i  («+m  — l)m+i  (2cos9)* 

+  (m  +  2)a(n+m — 2)m+a  (2cos9)«-^— 

etc.     • 

quae  quidem  reverä,  dum  9=7  ponitur,  prius  ipsum  aeqaaüonUi 

nostrae  "(I)^^  meinbrum  conficit.  Verumtamen  fore  ut  {Mr|u£f  aequa- 
tionis hujus  (9)  inemhrum  in  formülam  riediici  liceret  tjilem^j  4?^ 

dpm  9=nr  ponitur, .  in  membrum  aequationis  nöstpae  Stu^  ft|itf'8iin 

(ideoque  iA^forinalam  jex  m  +  l  terminis  confe^^tam) »  {itouti  n  pfif 
est  ftut  impfu*.«  .abeat,  —  id  quppam  jure  oopteodi  :lice^t,  ipes^ryop 
Etenim  quis  est  qui  ne  videat  ab  n  minime  pendere  hanc  reductio- 
nem,  utpote  quam  e  contrario  perfici  non  omtiino  liceat»  nisi'* Arte 
^  i^omenui  •  j^teger  aut  0  (et  quidem  =?»)  fuerit,?    qiao  in  casiij|i|ir 

gulärl 'rieabsjB«  pro  9  =  ^>  ona.prodibit  vel  altera  .f^nnä'J[  'profdt'ift 


par  e«t  (0  iDclusive)  aut  impar.  Qua  tarnen  de  re  id  iosuper  est 
admonendamy  fieri  non  posse  —  [certe  quod,  nos  qiiidcuD  sciamos]  — 
ut  prius  illud  membnitn  aequat.  (9)  id' m-f  1  terminos  reducendi 
QWotioii(ieomQdf ,  quem  yulgo  ,«ein1^e  TransformationeD**  *) 
vocaAt,^ '  perfici  liceat ;  sed  ejusdem  omniho  gener is  impedimeDtis 
obnoxia  est  (uti  nobis  videtui*)  inta  reductio,  ac  si  posterius 
Ipsum .  4bei|iiatiepis  ineuAbnim  in  formam,  cujus  heic  mentio  est» 
reducendi  consilium  iniveras. 

Quae  cum  ita  sint,  his  fere  (ut  nobis  videtur)  Iqco  citato  potis- 
simum  uti  verbis  decuisset  Gel.  Auctorem :  Dum  ii=zm  (num* 
int  aut  0}  est»  vaiorem  utriusque  membrorum  aequa* 
tionis  (9)  formul4  quAdam  ex  m-f  1  terminis  confectA  ex- 

primi  licebit  tali»  quae  casu  illo  9=3  singulari*  iq  2»«« 

aut  Snm  membrum  aequationis  (I)  in  {)ag.  267.  T.  VI.  expo- 

sitäejabe^i    'Quae  si  quando  inventa  fuerit  m-|-l  terminorum  for- 

mula  vehementer  optanda,  novum  eä  demum  constitutum  erit  Theo- 

rema  nostro  tanto  latius  patens,  quanto  9  ipsa  uni versa  singularem 

n 
illam  ^  generalitate  superet.    Ipsam  auteni  hüjusce  formulae  inda- 

gationem  —  fiatne  ista  ratione  illi  analog^»  quam  nos  quidem  in  casu 
a^  smgalari  secuti  fuimus,    nee  ne  —  veiit  propense  Celeb.  Prof. 

Schlo milch  occasione  data  suscipere  formulamque  demum  inven- 
tam  proliiulgare»  est  quod  vehementer  o|)tam^s  atque  speramus. 
Nostra  interea  profecto   haud  parvi  interfuit  hoc  ipsum  Theorema 

pro  9=0-  eo,  quem  supra  exposuimus,    modo  probare:    praeser- 

tim  quum  nobis  videatur  expositio  ista  haud  modici  futura  esse 
emolumeiiti  conaturo»  quicumque  erit»  generalem  quam  diximus 
formolani  jßdere  inventam. 


N  o  t  a    II. 

In  demonstrationem  aequationis  (A). 
[p  numernm  integr.  denotat]. 

Ex  definitione  habetur 
(l)....  5h-i=  S  (£+p)p(«H-i--f--|8n+i-i)(a?+i»+i+(--.l)p+i.j8'+j»+i), 

sen,  quoniam  ix/3^1  est» 

i=« 
=(a»+P+»  +  (— l)P+«/3»+i>+«)  S  (i+ü)p 

-.  -         :  »  u=o 


.-  i~!  II    ■ 

-.    .»    •   i; 

>■ Hl    'I     I 


-{ß^'J^  (»'  +P)p  ««*  +  (- 1)«"  «"-'S  (.i+p),ß^', 


*)  Sic  ¥erba  habeal  Gel.  Schlömiloh  pag.  864  1«  co^t. 
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I.  e.  •     •     ,  .■■<■:.         .•>   .  •, 

qnoniaiii  vi  datarae  Numerornin  Figurateram  habetdr  forvnrla  < 

(3)  .  . *W(i+p),  =  (n+p-t-iUi  •)•      / 

"feo 

Praeterea;  guod  !  '     .         . 


L.  ■    '  •■»    . 


*         .4  fc=ft    .  . 

•*  ,     ''•  fc=o    .... 


:■■...  .  :  •  ...  ..'.._.  « . 

•)  Vid.  e«  er.  Cauchy,  Anal.  Alg.  Nole  VI.  ThiBor^  1er,  -i-  Praeter^ 

-..;..  ,  ,  i  ■  .         .     t-  l  ':■•      •■ 

rem  l^ilcis,   ai  plapet,.0ic  licet  expediri.      SigLO  J^^i  deqptMit«  .faaclipiiem 

ipsins  /  eam,  cujus  differentia  [dum  ^/=1]  sit  ^i,  deminntam  Talore  suo  pro 
/s=0,  habetur 

i=n  i=fi 

1=0  t=0 

^i  cujnsi  ratione  insuper  habitft  fbrmnlarniai 

#  ■ 

i 

rectA  provenit  formula  (3).  x  > 

••)  Scilicet  ex  eo,  quod  a2f=:^af. log«  ^g^^  conseqoitiir,  positor^;=21og4g 
atqne  /  loco  ipaiiis  X  iu  formulu  illa  cognita  ^  . 

e^xrpx        er 

legiiimam  esse  quam  supra  descripaimi^s  aequatiouem.  [Sl  cni  forte  offende* 
rit  usnrpasse  nos  höd  Ibco  Signum  lilud  ,,log'a'S  quamvis  a  heic  qnantita» 
ait  parte  reali.negativä  instructa ;  solum  id  admonuisse  sufüciet,  nos  Keic 
^piidem  signo  ,)loga*<  ^  logarithmernm  .  qqao»ita(is  f«  quemlibet  cam« 
que  \ulnisse  intellecium.  Yidelicet  Exponenle  2/  numerum  integrum  cos» 
ficiente,  ut  facili  patet  negolio,  nil  adest  pericnli  quin  justestatuatur  «ecpiatio 

a^izzze^^'^^t'*^  quiYis  fncrit  99 log«**  logarithmornm  ipeins  «].  <  - 
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prapterta  qimtitM  intta  imco»  []  in  (2),  Ti>  vebtionum  Ulamm 

■  •  ■      -  • 

a 1    _  ß 

rednci  potest  in 


t     V 


% 

.vT?" 

I 

+ 
3 
T 


I 


! 


•  ■.^. 


:;3V'^'i 


«II. 


.    ^?:i 


:   »«• 


Theil  IX. 


IT 


^ 


2IS0 

cujiw  «qüiim-  oaitidnitör  ipbtim.  ct)i|figilümeiBkroin'f;<tetot|na.atu|iiptio- 
nis  (2),  miitato  ibi  p  in  p  —  l,.jani  patet  aequationein  hancce  (2) 
in  ipsam  (A)  abire.     j^  1_  '> 

•\-  -■■•:,     *~"'.-7-^~  -i-^^v.  Q.  E.  D. 


j 


Das  ^eradllni j^e  mreleck  in  Bezie- 
hung auf  die  Quadrate  der  Perpen- 
diliel,  welche  mäil  Yon  einem  Punkte 
seiner  Khene  auf  seine  lieiten  fallen 

kann,  betrachtet. 

* 

Von  dem 

Herrn  Doctor  E!.  W.   Grebe, 

Gymnasialißlirer  za  CasseL 


Von  einem.  Pwikte  in  der  £b«iie  eines  geradlinigen  Dreiecks 
seien  Perpendikel  auf  die  Seiten  de^^selben  herabgelassen,  man 
verlangt,  dass  die  Summe  de;  Quadrate  dieser  Perpendikel  ein 
Minimum  werde. 

Die  Auflosung  der  Aufgabt 

unter  der  Bedingung  " 

«^  +  ^3^  +  cz=2J 
bietet  keine  Schwierigkeit  dar,  und  führt  zu  den  Resultaten 

2Ja 


2Jc 


welche  man  auch  ausdrücken  lämn: 
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sin  a*  +  »In  /J*  +«in  y*' 

c  sing  sin  jSgJriy 
~  sin  a*  +  sia  jS*  +  «in  y*' 

Da  hiernach  die  Perpendikel  Voh.d^m  Punkte  innerhalb  des 
Dreiecks,  welchen  wir  för  den  Aug^nblicl:  den  Minimumpunkt  nen- 
nen wollen^  den  Dreiecksseiten ,  aufweichen  sie  stehen^  propor- 
tional sind  5  80  ergibt  sich  hieraus  folgende  Constniction  des  Mini- 
mumpunktes.  Man  verzeichne  über  ^n  drei  Seiten  des  Dreiecks 
ABC  (Tut  VI.  Fk^.  1.)  Quadrate,  rerlängere  die  den  Dreiecks- 
seiten parallelen  Seiten  der  letzteren  bis  Kur  Erzeumiog  des  dem 
nrsprünslichen  ähnlichen  Dreiecks  A'B'O  und  ziehe  dann  A'A, 
B'jB,  ÖC9  so  werden  sich  diese  Linien  in  M  als  dem  Minimum- 
pnnkte  sowohl  för  ABC  als  für  A'B'V  schneidtp.  '  Es  ist  übri- 
gens nicht  nuthijg,  dass  man  die  Quadrate  wie  in  Taf.  VL  Fig.  1. 
nach  Aussen  zeichnet;  man  kann  dieselben  auch  wie  in  Taf.  VI. 
Fig.  2.  nach  Innen  construiren.  Zu  einer  andern  Construction  des 
Minimnmpunktes  gelangt  man,  wenn  inan  in  Taf.  VI.  Fit^.  3.,  wo 
^  den  Schwerpunkt  des  Dreiecks  ABC  nnd  K  den  Mittelpunkt 
des  in  dasselbe  beschriebenen  Kreises  vorstellt 5  berücksichtigt, 
dass  z.  B.  CS  den  W.  ACß  190  theilt,  dass 

BiiiACS;BvaBCS'=iaih, 

.Soll  nun  CM  bewirken,  dass 

sinÄCüf.sin  ^Cüf=a:6, 

Bo  muss  W.  ACM=  W.  BCS,  nnd  also  W.  MCK-  W;  SCK, 
auf  dieselbe  Weise  auch  W.  MBK=W.  SBK,  W.  MAK  = 
W.  SAK  sein. 

Als  kleinste  Summe  der  Perpendikelquadrate  ergibt  sich 

[3]  ^=ii^+6*+c«'  ' 

o^sin^siny^ 6^  sin  c^  sin  y^ 

[4J         ilf  —  s\ncfl  +  idbß^  +  »iny^  —  sin  a^+sin/S^+sinT^ 

c^sina^sinjS^ 

"^siAa^  +  sin/Sa  +  siny«' 

und^  weil  allgemein  a*+6?+c*=4^(cota+cotj5+coty): 

P^  ^"^cota  +  cot/3+coty* 

Die  Perpendikel  vom  Minimumpunkte  aus  theilen  jede  Drei- 
ecksseite in  zwei  Abschnitte.  F<1#  diese  Ausschnitte  (Taf.  VI. 
Fig.  4.)  erhält  man  die  Werthe     - . , 

n* 


[6] 
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_„_  a(A«^•a6cogy)  _  a(Io'  + j&*— je*) 

„y     o(c«+ac  cos /?)_  afto«— iA«+ic») 
**•*"•   a»  +  6»  +  c*    ~       o«+Ä*+c"      ' 

&(aHo6co8y)     b{la*-{-W-\d*) 

^  y_  &  (c^-t-  &c  cos  «)  _  6  (—  |a*  4-  jA'  f  je«) 

„„     c(a*-\-aecoBß)      cGa»— ?6«+ic») 
^^-     a»+Ä*+c«     -      a*  +  Ä*  +  c«      ' 

,^     c(6«  +  feccos«)_c(— ia«+''6"+4c*) 

* 

Die  Abstfinde  des  Minimumpunktes  von  «len  Eckpunkten  des 
Dreiecks  (Taf.  VI.  Fig.  3.)  lassen  sich  so  ausdrficken: 

.,.        ftcV(-a«+26H2c*) 
17J  i  MB  = a'»  +  Aa  +  c« ' 

und  bezeichnet  man  die,  die  Seiten  a,  6,  c  lialbirenden  Transver- 
salen bezüglich  mit  t^,  th,  U,  so  ist: 

[8]  {  MB  =       ^'"''* 


üfC  = 


2abtt 


Für  die  VerbindnngslinVen  TZ,  XZ,  JICF(Taf.Vl.  Fig.  4.)  findet 
man: 

-,„  _  2^V(-o«+2&g+2c') 
m  }   Y7        2^V(2a'-&«  +  2c«) 


„y_  a^V(2a'  +  2^— c«) 


•» 
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[10]  {  JtZ=        '^^^ 


o«  +  6»  +  c:«' 

[11]  rz=  ^ ,  xz=^.  XY=  ^ 

Sucht  man  nun  femer  die  Werthe  für  die  Transversaleii, 
welche  die  Seiten  des  Dreiecks  XYZ  halbiren^  und  multipüctrt 
dieselben  mit  f,  so  erhält  man  die  oben  [1]  angegebenen  Aus- 
drücke fär  MX,  MY  und  MZ.  Es  folgt  hieraus,  dass  der  Mini- 
mumpunkt  des  Dreiecks  ABC  zugleich  der  Schwerpunkt  des  Drei- 
ecks XYZ  ist.  Bekanntlich  hat  auch  der  Schwerpunkt  eines 
Dreiecks  die  Eigenschaft,  dass  die  Summe  der  Quadrate  seiner 
Entfernungen  von  den  Winkelpunkteo  des  Dreiecks  ein  Klein- 
fites  iat 


IL 

Denkt  man  sich  alle  Punkte  in  der  Ebene  eines  geradlinigen 
9,  fiir  welche  die  Quadrate  der  Perpendikel  vai  die  arai 
Seiten  eine  gleichgrosse  Summe  geb^n,  durch  Gurven  verbunden^ 
so  ist  die  Natur  und  Lage  dieser  Curven  näher  zu  untersuchen. 

Nehmen  wir  vorläufiar  B  (Taf.  VI.  Fig,  5.)  zum  Anfangspunkt 
eines  rechtwinkeligen  Coordinatensystems,  und  setzen  BQ=x, 
QP=:y,  so  muss  sein 

P(P+PH^^PS^  =  3i+G, 
P(P  +  (QT-QV)^^(QÜ—QW)^  =  M+G, 

3^  +  (  (c — x)  sin  c  — y  cos  «)* + (a?sin  ß — y  cos  /3)*  =  ilf  +  G. 

Bringen  wir  diese  Gleichung  auf  die  Form 

A^f^+Bxy  +  Cx^-i-Dg  +  Ex  +  F=z  C, 


so  ist 


[12] 


J  =l  +  cosa^-|-cos/S*, 

B  =^  2'6in  a  cos  a — 2  sin  ß  cos  ß , 
C  =  sina«  +  sin/32, 

/)= — 2csinacosa, 
jE=  — csina*, 
F=<^sina*— ilf. 


Ndl>enbet  wollen  wir  bemerken,  dass^  wenn  wir  in  dieser  Glei- 
ehung  G  zum  Minimum  machen,  sich  die  Werthe  von  a:  und  if 
übereinstimmend  mit  [1]  und  [6]  ergeben,    wodurch  ein  etwaiger 
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Z^reifel  daran ,  dass  die  Formeln  [1]  auf  einen  und  denselben  Punkt 
zu  beziehen  seien ,  niedergeschlagen  wird. 

Gehen  wir  nun  zu  einem  mit  dem  vorigen  parallelen  Coordi- 
natensystem,  dessen  Anfangspunkt  der  Minimnmpunkt  ist,  über, 
so  verschwinden  die  Glieder  mit  D^  E  und  Fy  und  die  Gleichung 
unserer  Curve  ist 

[13]  Ai/^  +  Bxy  +  Cx^z=iG. 

Das  mittlere  Glied  auf  der  linken  Seite  fallt  von  selbst  weg, 

wenn  entweder  a=jS  oder  a-|-j3=^.    Wir  wollen  hier  de^  recht- 

winkeligen  und  dem  gleichschenkeligen  Dreieck  besondere Betrach- 
tnngen  widmen«. 

Fifr  ein  bei  y  rechtwinkeliges  Dreieck  geht  die  Gleichung  [13]  in 

[14]  2^  +  a:«;=G 

über^  Die  in'  Frage  stehenden  Cnrven  sind  ähnliche  Ellipsen  un 
den  Minimumpunkt^  fifr  'welche  das  Verhältniss  der  Axen  V3:i 
stattfindet.  Die  specielle  Gestalt  des  rechtwinkeligen  Dreiecks 
äussert  also  auf  die  Gestalt  dieser  Ellipsen  durchaus  keinen  Ein- 
fluss.    Die  grosse  Axe  ist  mit  der  Hypotenuse  parallel.     Da  fer- 

ner,  wenn  man   in  [6]  c^==  a^-\-  ö^  setzt,   JBZ==  —  und  AZ=  — 

c  c 

wird  9  so  liegt  der  Minimnmpunkt  in  der  auf  der  Hypotenuse  stekeiD- 
den  Hohe.  Setzt  man  die^^e  =A,  also  2Az=i/iCy  so  ergibt  sich 
aus  [11  s=4^,  und  eine  Ellipse,  welche ,  wie  in  Taf.  VI.  Fig.  &  dnirch 
den  heheitel  des  rec!iten  Winkels  geht,  berührt  zugleich  die  Hvpo- 
tenus^.    Aus  [3]  ergibt  sich  für  unsemFall  ilf=ii^  und  aus  [ll] 

V-y  Ä<a        -r/y         ^U        Yv        ^'« 

i 

Ist  unser  Dreieck  in  Beziehung  auf  c  als  Grundlinie  gleich- 
schenkelfg,  so  erhalten  wir  aus  [13j 

(1  +  2  coso^y«  +  2  sina«a:»  =  G, 

oder,  wenn  wir  alles  auf  den  Winkel  y  beziehen, 

[15]  (2  -  cos  y)  y«  +  (1  +  cos  y)  a;«  =  G. 

Nun  ist  aber  2 — cosy=  1  +  cos  y,  jenachdem  y  =  s-  oder  c  =  a. 

Für  das  gleichseitige  Dreieck  liefert  mithin  die  Gleichung  |lj5] 
Kreise,  deren  gemeinschaftlicher  Mittelpunkt  mit  den  übrigen  Mit- 
telpunkten des  gleichseitigen  Dreiecks  übereinstimmt,  maMwkd 

gemäss  der  Formeln  [4]  =  -j .    Bei  den  übrigen  gleichschenkeiigeD 

Dreiecken  erhalten  wir  wieder  Ellipsen,  deren  grosse  Axe  mit  der 
Grundlinie  des  Dreiecks  parallel  ist,  v^enn  letztere,  wie  in  Tat  VI.  "* 
**!"g-  7.  grosser,  und  auf  derselben  senkrecht  steht,  wenn  sie»  v^e 
in  Taf.  Vi.  Fig.  8.  kleiner  ist,  als  eine  der  librigen  DreieekseeÜM. 
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Ist  nuD  aller  das  Dreieok  weder  rechtwinkelig  noch  gleich - 
schenkelis,  so  mu8s  die  i  durch  die  Gleichung  [13]  dargestellte 
Cunre  auf  ein  um  den  Winkel  (p  gedrehtes  Coordinatensystem  hf- 
zogen  werden,  so  dass 

tang29=^— j. 

Alsilann  wird  die  Gleichung  der  Curve 

[16]  /y+Ö^«  =  G, 

und  die  Werthe  von  P  und  Q  sind  gleichzeitig  in  dem  Ausdrucke 

«i:V(S  — (slna»  +  8m/J«+«iny«)) 
enthalten.    Man  kann 

I  /»=l  +  Va-(»ui««+|.i»/P  +  sln^), 
l*^J  (  e=ri-V(J— (•in««  +  sin/3«+8iny2)) 

•  ■       ■  .  ' 

setzen»  und  erhält  so  den  Vortheil,  jr 'immer  auf  die  grosse  undj^ 
immer  auf  die  kleine  Axe  der  durch  [16]  dargestellten  Ellipse  be- 
ziehen zudürfVi)«  iiuiss  jedach  auf  An^^ndung  der  Relation  29<^ 
verzichten,  vielmehr  die  Lage  der  grossen  Axe  in  besonderen 
F^fP  ^}^h  \%\tt&cYM\ieik  auf  die  Gleichung  [13]  zu  b«»thni|i0ii 
cm^bei^  ,.Ef9  zeigt  sicu.  dann »  dass  die  Lage  der  ffrp«»eD  Axe  irojDier » 
^'^iiif^^ -^'^'^^'^  ,^^  großen  Dreiecksseite  mCgnctist  confofni  iptr 
^Ö^Sj^Jgl^  ungleichseitiger  Preieeke  gewähren  Taf.  V(.  Fig*  %  vaü,  * 
Taf.  Vi.  Fig.  10.  Davon  übrigens,  dass  die  Gleichung [|i$]  u^tpr.: 
allen  Umständen  einer  Ellipse,  die  nur  in  dem  einzigen  oben 
bereitfifii^irw^httteft  Falle  in  einen  Kreis  übergeht^  angel^üre,  über- 
zeuerfaiin  Äch  bald,*  wenn  man  den  Formeln  [ITj  einige  Auf- 
merk^^ftk^it  9c)>ei]^  ,  Der  .Ausdruck  sia.iy^-|-sip^-f  sin^?  kann 
niemals  uen'Werth  J,  welchen  er  für  a  =  j3  =  y  erreicht,  uber- 
schreM|t9;..  4ai|ef  Jl^pnp^a  P  nnd  Q  nit^t  inuglnSp.  rnntd^Q.  •  Der 
genannte  Ausdruck  ist  femer  stets  positiv,  und  desshalb  hat  auch 
Q  diese  Eigenschaft,  die  sich  bei  P  ohnehin  voi^'  ^bst  Feri^tQht 

In  Beziehung  auf  das  mit  jedem  Dreieck  nach  dem  Bisherigen 
in  Verbindung  stelmde  Systral  v0n  Ellipsen  ktlniite  man  nocj^  die 
Fragen  aut'werfen:  wi^  gro«^  muss.  (^  seifi,  dinrnt  die  Ellipse  eine 
Seite,  z.  B.  c,  berühre f  oder:  wie  gross  inus  G  sein,  damit  die 
Ellipse  durch  einen  Winkelpunkt  des  Dreiecks,  z.  B.  C,  gehe? 
Die  Antworten  auf  diese  Fragen  zeichnen  sich  durch  Einfachheit 
aus,  und  mögen  desshalb  hier  Platz  finden.  Bei  der  ersten  ist 
:•)  •'    .  l't'W..' .'  ■        ■    .  '..■         '  «•■.  <:  . 

-■.:'•         ■  i-  '  •         ^^    ^"^  "..'  '     ■      •■    ti  ■/ 

.  PpI.       ■'.■!.!:.     ■■  ii        .   ^T^^a^^  '.    :"-w.      U 

bei  dfor, izwei^teuj ,  .....    .      -.;>!..: 

Nach  dem  Obigen  war  ferner  i  •*.     '■'    .' 


I  f 


:i 
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odfer 


[20]  taug  29)  =  I^_eos2«+co82i8- 


Setzt  man  nun  auch 

sin2y — sin  2/3 

[211  j  ta«g^Z-n.cos2/J  +  cos2y' 

,.  tiin2a — eiD2y 

^"6^»=H-cos2y  +  ^^' 

60  folgt  daraus 

^^^^""±V(J— («ina*  +  siii/J«  +  siny«))' 

[22]  j  ^^*^5C=^y(j_(gjn^2^.sin|3a+8iny«))' 

cos^--.j^^^j_^g.^^2^g.^^^g.^ya))- 

Sind  die  Winkel  w,  %  und  if;  in  Beziehung  auf  die  drei  Drei- 
ecksdeiten  in  einerlei  'Sinn  genommen^  so  müssen  in  diesen  For^ 
mein,  welche. durch  blosses  Fortrücken  der  Bezeichnung  in  einan- 
der übergehen,. entiveder  irar  die  obern  oder  nur  die  nntem  Zeichen 
gelten  9  ntid  man  hat  folglich 

[23]    Jcos 9»+icos z+icost  =  ± V(J-(s>n«Hsto/J*+slny«)), 
[24]    cos  9? + cos  xH  cos  '«['*= I + Vil-isukc^sinßHBiofy), 

■ 

[86]    8hif)a+sinx*+sinif;«=i=FV(i  -(sin««+sin/JH«iDj^). 
Daher  ist  endlich  auch  nach  [17] 

f2m  Pl        i  cosy^  +  cosx^  +  cos'^, 

/    ^  Q)        I  sin g>2  +  sin2«+ sin ifi« 

m. 

Bisher  wurden  die  Quadrate  der  Perpendikel ,  welche  man 
von  einem  Punkte  in  der  Ebene  eines  geradlinigen  Dreiecks  anf 
die  Seiten  desselben  fallen  kann ,  immer  zu  einer  Summe  veränkgt. 
Künftighin  soll  der  Unterschied  zwischen  der  Summe  Ton  zwei 
solchen  Quadraten  und  dem  dritten  die  Stelle  jener  vertreten.        ' 

Stellen  wir  daher  jetzt  zuvorderst  wieder  die  Aufgabe  ^  al^lg'^^T^ 
unter  der  Bedingung  ax-i-by+cz:=i2J  zum  Minimum  zu  machem 
so  erhalten  wir  die  Auflosung:  .      , 
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reim  j  2Jb 


oder 


flsififlgsinj^siny 
sin«*4-sin  j3^  —  siny*' 

^    ■'  i  ^      810  a* + sin  jS^  —  sin  y* ' 

_     —  g  sing  sin  j3  sin  y 
~  sina*+6iD/3*  — siny®' 

oder  auch 


z  = 


a?=Jatangy, 
[29]  J  y=i*tangy, 

2  =— ictangy. 

Ganz  cBeseiben  Resultate  können  wir  erhalten,  wenn  wir  nach 
Anleitung'  von  Taf.  VI.  Fig.  5.,  wie  oben  a^^  +  if+z^,  so  jetzt 
a^+jf^'^^x^  ausdrücken»  den  erhaltenen  Werth 

—  Sf*  +  ((^"^^)sina— ycos«)*  +  (a;sin/3— yco8/3)*=:i5f, 

in  welchepna  numnehr  x  und  y  Coordinaten  sind,  zu  einem  Mini- 
nium  mi^^hw* .  W>d  die  Abstände  des  Punktes,  für  welchen  das 
Minimum  stattfindet,  von  den  drei  Dreiecksseiten  berechnen.  Die 
letzte  Gleichung  gilt  dann  wieder  iiir  die  Curven,  welche  die 
Paukte  von.  einerlei  H  verbinden.  Verlegen  wir  auch  hier,  zu 
einem  mit .  dem  vorigen  parallelen  System  von  Coordinaten  über* 
gehend,  den  AnfangspuiiKt  der  letzteren  nach  dem  durch  die  For- 
mebi  [^1  bezeichneten  Punkte,  so  erhalten  wir  wieder  die  Qlei- 
ehnng  [lo],  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  jetzt 

[30]  24=-l  +  cosaa  +  cos/3« 

Die  dermalige  Gleichung  [13]  gebeert  jedoch,  wie  die  nachhe- 
T^e  Discussion  derselben  lehren  wird,  nur  dann  einer  Ellipse 
(oder  einem  Kreise)  an,  wenn  das  Dreiedc  ABC  bei  C  stumpf 
winbetie  i^t^  und  in  der  That  zeigt  auch  die  Betrachtung  des  zwei- 
ten Pioerenzials^  dass  die  Function  x^  +  y^-^z^  mit  der  Bedin* 
gon^ligleiehung  ax+by  +  cz^^^J  nur  danii  ein  Minimum  hat, 
wcHin  e*>  a*  +  6^.  .Unsere  demialise  Aufgabe  verdient  wohl  als 
dbi  beeonders  in^tructlves  Beispiel  rar  die  Lehrbücher  der  Diffe«- 
renzialrechnung  empfohlen  zu  werden.  Im  Vorbeigdien  sei  bemerkt, 
dass  das  sonst  so  vortreflfliche  neue  Lehrbuch  von  Schlopiilch 
(Greifswald.  1847.)  sich  auf  Seite  168.  einer  Ungenauigkeit  schul- 
dig gemacht  hat.     Aus  dem  dort  Gesagten  würde  folgen,   dass 
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auch  bei  unserer  Aufgabe  Immer  ein  Minimum  vorhanden  sei* ' 
Findet  nun  zwar  ein  wirkJich^  Minimum  .nur  dann  ^att,  vreuo  / 
stumpf  ist,  so  lässt  sich  doch  wohl  erwarten,  dass  auch,  wenn  v 
spitz  ist,  der  Punkt,  auf  welchen  die  Formeln  [IT] ,  [28]  an^[a9j| 
hmweisen,  eine  gewisse  geometrSBcbe  Mer|cwürdigkeit  nahen  werde. 
Ist  y  ein  rechter  Winkel,  so  kann  von  (^esem  Funkte,  dem  wir 
für  alle  Fälle  wenigstens,  den  Titel  Minimumpunkt  belassen  wollen, 
nicht  mehr  die  Reue  sein,  weil  er  alsdann,  wie  am  Deutlichsten 
aus  [29]  erhellt,  ins  Unendliche  hinausgeschoben  wird. 

Der  Werth  von  H  im  Miniraumpunkte  ist 
[31]  Ja : 


a«+6»-c2' 


^    i# g^sin^^siny^ &^stn«*siny^ 

'*  '       sin  a* +sinj!:^^ — ainy*   sin  «^  -|-  sin  ß^  —  sin  y* 

c^sina^sinjS« 


sin  «2  + sin  jS^  — sin  y*'  

[33]      ,         i»=4tangy.  .  ^ 

Das  G  der  Gleichung  [13]  ist  H—M,  so  dass,  was  auch  oben 
der  Fall  war,  G  in  dem  Minimum  punkte  immer  p=0  ist 

.  P^r  di^nunüge  Minimumpunkt  kann  durch::  VerzeibhDC»?  von 
Quadraten  ^auf  4^n  Dceiecksseiten  u..s.rw.  auf  almliclic  Wms6'Wte 
oben  gefunden  werden.  Es  findet  hier  hur  d^  Unter^diieil.statty 
dass  das  Quadrat  der  Seite  c  nach  Innen  beschrieben  wer- 
den muss,  wenn  die  Quadrute'^ersbeiden  andern  -  Sei^pn  nach 
Aussen  beschrieben  sind,  und  umgekehrt.  Ipi  Taf.  VI.  ("ig.  11. 
ist  beides  gleichzeitig  dargestellt.  Der' gefyn^ei^  -Punkt  'ilf' ist 
aueh'hiier  nicht  bloss  fär  das  Dreleclp  ABC,-  lüoniMk  atieh  'fllt* 
A'JS'O  und  ftir  A^B'C  der  Minlimimpuhktf  J»    ;  J;;  "'•  i-, 

>  ■  Di^eht  man  auch  in  unserem  Fall  die  €oordhiateiltAita'tim"]Mn' 
Winkel'^,  damit  das  Glied  Ba^^  in'fl3]  verschwinde,*  90  erhill 
Hutn  wieder  die  Gleichung  [16], 'jedoch  mit  den  Wertneo    ' 

Ist  der  Winkel  y- spitz,  so  ist     •  -  j^-'l 

sin«*+»inj5*  >  sirt')^,  '^ 


die  Wut;»elgrGsse  daher  >i,  und  folglich  einer  der  WörtbflA 
uiid  Q  negativ.  Die  Gurven,  weiche  die  Gteichootf  [10]  foi^w* 
mit  auch  [13]  darstellt,  sind  alsdann  fiyperbelö,  w«febe  mn^iii^fliirii 
(7;=:0vist,  in  zwei  sich  in  dem  Minimnmpunlrte  durch<^fa6dtoiiy 
gerade  Linien  übergehen.  Taf.  Vi.  Fig.  12.  versiiinBehf  ^^üMkky 
die  spitzwinkeligen  Hyperbebi  gehören  dort-'Sti  ^egati^'M^'*;  di# 
stiiBi|ttVR[nkeligen  zu  positiven  ¥^rtlfea-von  Crl  •  ''>'-   -iMirn 

Ist  aber  y  stumpf,  so  ist  '•';'.  "'''  . '^;':' 

■  "   »    i  ••  ■  ■   f     ■■•  «'Vf.'  '•»•!•  J^ 

sin«»'+st«/l«<öiiiy».  -^  ''     *:     ■-    :m1 


1  •  < 


Der  Ansdnick  unter  dem  WarzaheicbeD  eireicbt  alsdam  winen 
Uelnaten  WriNh,-  welcber  =^0  ist,  Wjenn  a^ß~\x,  y=^\n.  SA% 
Wertbe  von  P  und  Ö  bleiben  Immer  reell,  uod  in  dem  eben  m- 
geffihrieo  Falle  werden  die  Cunen  Kreise,  in  allen  übrigen  Fällen 
aind  sie  Ellipsen.  Ist  da»  l>rcieck  noch  obendrein  gleicbscheoke- 
lig,  so  läuft  die  grause  Axe  der  Ellipse  mit  «  parallel,  weoa 
r>  ;h  (TbT.  vi.  Fig.  13.) ,  stellt  dagegen  auf  e  senkrecbt  (Taf.  VI. 
Fig.  U.),  wmn  y<,\n. 


XXIV. 

Heber  einen  Satz  des  Herrn  Professor 
J.  Steiner. 

Von  dem 
Herrn  Obserrator  Thomas  Glaosen 

■a  Dorpat. 


Im  zwei  uad  ^reiasigaen  Bande  von  Crel|e's  Jsuroaljfar 
Matbematik  stdit  Steiner  S- 300.  Tol^ndeo  Satz  auf:  „Durch 
jeden  Punkt  D  einer  Ellipse  flehen  drei  Krijmmungskreise  der  letl- 
tpr»,  nrelche  sie  in  irgend  drei  andern  Punkten  A,  B,  Cosci^tr^n; 
und  jedesma!  liegen  die  vier  Punkte  Ä,  B,  C,  D  in  einem  Kreise." 

l7iq  dieHeuacfaüneD  Satz  zu  betreisen,  will  ich  der  grvgse^ 
Allgemeiiibeit  vresen  untersuchen,  n'ie  viele  Krümm ungskreKe  eines 
geeebttam:  Kege^clmUts  durch  «ine»  gegebenen  Punkt  d«flBiÜtf& 

Ich  nehme  an,  die  Figur  F,  die  ans  dem  gegebenen  ICegel- 
sclinitte  und  den  durch  den  Punkt  D  gehenden  Krümm ungekreisen 
besteht,  sei  die  stereographische  Proiection  einer  Figur  F'  auf 
einer  Kugelfläche;  >  und  D  die  Projection  des  Pols  derselben.  Es 
ist  klar,  dass  die  Krümmungskreise  Prnjectionen   von  Kreisen  auf 


der  Kugel. sind,  die  alle  durch  den  Pol  gehen,  und  zugleich  die 
sphlriscBcti  KrOMmungskreiBe  der  dem  Kegelschnitte  entsprechen- 
de» Figur  sind.      Projicirf  man  nun  wieder  diese  Fi^r  t'  stereo- 


flra^btech,  indeia  man  zum  Pol  den  Augenpunkt  in  der  ersten 
Prm^ction  nin)B>t,  und  umgekehrt;  so  werden  alle  durch  den 
Todgen  Pol  gehenden  Kreise  in  gerade  Linien  projicirt,  die  eben- 
falls die  dem  Kegelschnitte  entsprechend«  Figur  osculiren.  Die 
Atm  Kt)grischnltt«  ^entsprechende  Flgar'  nniM  dso  eben  so  viele 
Wisndangspankte  habe«,  als  der  Kegelschnitt  KrSmmuiigsknU« 
hat,  die  durch  den  Punkt  D  gehen;   «nd  rangekehrt.  i'' 
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Die  nnmittelbare  Ableitung  der  Gleichung  ffir  die  dem  Kegel- 
schnitte entsprechende  letztgenannte  Fi^ur  aus  der  Gleichung  für 
den  Kegelschnitt  geschieht  durch  Substitution  der  Gleichungen: 

in  die  Gleichung  fär  den  Kegelschnitt,  x  und  y  bedeuten  die 
rechtwinkligen  Coordinaten  'des  Kc^gelscbnitts ;  §  nnd  v  die  der 
abgeleiteten  Figur. 

In  der  durch  diese  Substitution  abgeleiteten  Fi^  werden  die 
geraden  Linien  in  Kreise  verwandelt;  die  Kreise  in  Kreise  oder 
gerade  Linien ;  überdies  bleiben  die  Winkel  der  Tangenten  an  den 
respectiven  Durchschnitten  der  Curven  in  beiden  Figuren  diesel- 
ben, oder  die  respectiven  kleinsten  Theile  beider  Figuren  sind 
sich  Ithnlich,  welches  bekanntlich  allgemeine  Eigenschaften  der 
stereographischen  Projection  sind.  Ueorigens  bemerke  ich,  dass 
die  eben  erwähnte  Uebertragung  von  Figuren  schon  von  PlQcker 
analytisch  angegeben ,  aber  nicht  so  sehr  in  Anwendung  gekom- 
men ist,  als  sie  zu  verdienen  scheint« 

Die  allgemeine  Gleichung  d^  Kegelschnitte  ist,  wenn  man 
einen  Punkt  derselben  als  Anfangspunkt  der  Coordinaten  annimmt, 
und  die  Tangente  au  demselben  Punkte  als  Axe  der  x: 

y=saa:a:+2bxy+cyy.    .    .    .    .    .    .   (1) 

Die  Gleichung  der  aus  dieser  abgeleiteten  Figur  ist: 

i;(SS  +  vv)=aS|-h26Sv  +  ctn;.     ....     (2) 

Diese  Gleichung  entspricht  einer  Curve  des  dritten  Grades. 
Man  soll  nun  die  Wendungspunkte  derselben  bestimmen.  Um 
diese  bequemer  bestimmen  zu  können,  nehme  ich  eine  perspectl- 
vische  Projection  derselben,  die  bekanntlich  in  den  entsprechenden 
Punkten  ebenfalls  Wendungspunkte  hat;  und  zwar  nur  in  diesen, 
folglich  genau  dieselbe  Anzahl  derselben.    Eine  solche  Projecüon 

erhält  man  durch  die  Substitution:  §=-7>  ^=^9  wodnrdi  man 
die  Gleichung  derselben  erhält: 

1  -I-  l'l' 

'''— 5FF+W+^ •  (3) 

In  den  Wendungspunkten  der  Curve  ist  ^772-=  0«  folglich: 


Als  besondere  Fälle  dieser  Gleichung  sind  zu  bemerken:  BnMül 
6=0,  oder  wenn  der  Punkt  D  in  einer  uauptaxe  liegt  In  di«< 
sem  Falle  wird  die  Gleichung  (4)  .;  . 
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3(c-a)r*=(c-«)^- 

Schlieft  man  nun  den  Fall  az=c  oder  den  Kreis  ans ,  so  wird 
£^  =  x-»    lo  der  Ellipse 5  wo  a  und  c  gleiche  Zeichen  haben,  finden 

swei  Werthe  von  £'  Statt;  in  der  Hyperbel  kein  Werth;    in  der 
Ptoabel,  wo  c=0,  wird  |'=0. 

Schliessen  wir  nun  den  Fall  6=0  aus;  so  hat  die  Gleichnng 
(4)  bekanntlich  entweder  eine  oder  drei  reelle  WurzekL  Die  Glei- 
chung hat  ein  Maximum  oder  Minimum,  wenn 

?*  +  — ^S— 1=0,  oder  {'= ^B 

Die  diesen  beiden  Wertben  von  if  entsprechenden  Werthe  der 
Gleichnng  (4)  sind: 

"=-  26«  ( 26 )"-^^> 

Soll  die  cnbische  Gleichung  (4)  reejie  Wurzeln  haben,  so 
müssen  1)  die  beiden  Werthe  von  (5)  entgegengesetzte  Zeichen 
habep,  oder  der  eine  positiv,  der  andere  negativ  sein.  Dieses 
.findet  nur  Statt,  wenn  a^Xi^—c)^  +  ^^  >  (aXa—c)  +  26^  oder 
«c^ft^,  oder  wenn  ^er  K^elschultt  eine  Ellipse  ist  CeDerdieiB 
mnnr  2)  der  Werth  von  u  für  den^  kleinsten  der  Werthe  von  jjf, 
bei  dem  u  ein  Maximum  oder  Minimum,  positiv  sein.  Diesra 
findet  wiridicii  Statt,  da  man  flSr  em  negatives  6  das  obere  Zeidien 
TIMT  der  Quadratwurzel  nehmen  muss,  wodurch  u.  einen  positif^p 
Werth  bekommt;  eben  so  fUr  ein  positives  b,  wo  man  das  üntefe 
Zoidkdfa  .nehmen  mnsi^  ..  ^ 

hltiSü^ibbs  öder  der  K^elschnitt  ebe  Parabel,  so  «ind  zwei 

du 
Wurzeln  sich  gleich,  da  ti  und.  w^,  gleichzeitig  =0. 

In  der  Hyperbel  ist  ac'^bb;  folglich  in  diesem  Falle  nur  eine 
Wurzel  der  uleichung  (4). 

Da  der  Krfimmungskreis,  der  im  Punkte  D  selbst  osculirt,  nicht 
in  der  Formel  enthalten,  oder  nicht  mitgerechnet  worden  ist;  da 
fiSr  diesen  Punkt  :r=:0,  y  =  0;  |=X),  i;=a;  ^'=<X);  so  giebt 
es  ausser  diesem  Kreise,  wenn  der  Punkt  D  nicht  in  einer  Haupt- 
aze  liegt:  in  der  Ellipse  drei,  in  der  Parabel  zwei  und  in  oer 
E^yperbel  nur  einen  Krümmungskreis,  der  durch  den  Punkt  D  geht. 

Durch  die  Durchschnitte  der  Hauptaxen  mit  dem  Kegel- 
achpitte  g^h^n  in  der  Ellipse  zwei;  in  der  Parabel  einer,  und 
xwar  unendlich  grosser;  m  der  Hyperbel  keiner  der  Krummungs- 
kreise:  den  im  Punkte  D  selbst  osculirenden  in  allen  drei  Fällen 
ani^nommen. 

Den  zweiten  Theil  des  Satzes  betreffend;  so  liegen  die  drei 
Wottdnngspunkte  der  Curve  (2),  wie  an  einem  andern  Orte  erwie- 
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sen  ist,  wenn  sie  vorhanden.. sin(t  in  einer  geraden  Linie.  Es  sei 
die  Gleichung  derselben 

/l|-f  Ati-f  C=0.   -.:.:    ..-   . 

Die  dieser  Geraden  entsprechende  CürVe  Eit  dar  Figur  ..des  Ke- 
gebchnittes  wird  giefunden  durch  die  Substitution  1==^;  i>=:^5 
r*==Ä^-|-yV    Dies  giebt 

welches  die  Gleichung  eines  durch  den  Punkt  />  gehenden  Kriei- 
ses  ist. 

.'.W.  i.  b.  w. 


.'■  -i.-  V  .  ..■!■•  ■  . 

.  •  -   .    -    I  *  I 


lirelber  eine  tteziei&mifp  ^wftKelien  deii 
jl'liich^iifiilialteii  zweier  lireiecke«  Ton 
deneäi  dos  eine  dem  andern  und  mu- 
H^leicli  d^m,  diesem  zui^bSri^eii  Itustse^ 
ren  Kreise  umscbrieben  ist^  —'  'VenÜ'^ 
^emeinernngr  dieser  Beziehiuigr» 

fc      .  *■■••• 

Vjob  dem 

Herrn  Doetor  A^  R*  Luchtärhandt  ^ 

sa  Berlin.    .  '  ■*  '  '• 


-^•/-  Ist 


1  I         I      I  :  • 

»  ■  •  ■  ■•i 


i'^j  ■      ./ 
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Bezeicfanen  n'ir  nun  die  OobrdinateD  des  DurchHchniltspunktc« 
det  Linien  (1)  und  (2) ,  (1)  «pd.  (3),  (2)  und  (,t)  mit  & ,  ih ;  &,  »h; 
"  ;  80  erhSit  man 


li ,  ^i ;  « 


Nun  ist,  wenn  wir  den  Inhalt  des  eineesch riebe nen  Dreieck«  ji^ 
^.  so  wie  den  des  umf;eschrie.beDeD.initZ>  bezeichnen,  abgesehen 
Timdem  Vorzeich  eti :' 


l(*s3fa-^a>iyB)(^i3's-a;«yi) 


_  r*tJ8g).-'.^ya+JTry>-gagl+J^yi— ^agii" 
(Jfäya— 3^iys)(^iy3— ^3^i)(a:affi— ^Ti?/») 

"Em  liMeuten  nun  aber  die  drei  Factoren  im  'Neaner  qiea«ii 
Ausdrucks  nitlits  anderes,  als  den  doppelten  Inhalt  je  einps  der 
drei  Drtilecke,  «eiche  zwei  dfir  ursHritnflllchen  Punkte  und  jeiles- 
mäl  den  MiUelpimfct  des  Kreises  (den  Änfangsputikt  der  t'rtordina- 
ten)  zu  ,'Eckp unkten  haben.  Bezeichnet  nian  die  Inhalte  dieser 
Draecke  i^  ^ii,  d^,  J^,  so  spricht  siib  di«  z\i  .envei sende,  Itie|^- 

ill-.:.,  ■;         ■!.'.-       ■  4-^1  ■^•■f^a.  T;-. 

aiki-  '•  ..  i::  ■  ^;^!' ■      ■■  '■■, 

<>  ''2^  hal'tauen  abet  aitdi,  w«nti  man  «, ,  jfi  n.  s.  w.  dmch  1^^ 
tlx  n.  n.  vr.  anadrBtMt 

,.,,  ,       ''(1,-VÜ-       ■f(i.-li)  - 

;'•!  ,    ■  f'('i.^'t)   ,;     ''fh-ti) . 
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^=4AAÄ  (B) 

wo  Diy  Z>o»  D^  die  Inhalte  der  Dreiecke  bezeichnen»  welche  je 
zvi^ei  der  £cken  des  umschriebenen  Dreiecks  und  jedesmal  den 
Mittelpunkt  des  Kreises  zu  Eckpunkten  haben. 

Aus  den  Ausdrücken  (A)  und  (B)  ergeben  sich  noch  zwischen 
allen  acht  in  Rede  stehenden  Dreiecken  die  Beziehungen,  welche 
durch  die  Gleichungen  ^ 


^3  DZ 

^l  •  ^2 * ^8  '^ I^i  •  D^.  Dl 

Und 


(Q 


»•«^.Z>=  16^1  ^a-^jDi />,/>,  .    (D.) 


ausgedrückt  sind. 
Da  man  auch 


hat«  so  11 


ist 

r"^3:=64^^a  ^^a  ^a*,  A  AA  (E) 

und  ebenso 

ri*D3  =  UDj^D^^D^^.J^  ^,  ^3  (F) 

aus  welchen  beiden  Ausdrücken  wieder  die  Relationen  (C)und(D) 
fä)gen. 

Man  kann  diiese  Ergebnisse  noch  allgemeiner  fassen«  wobei 
zugleich  der  eigentliche  Grund  fiir  die  entsprechenden  Rdaüonen 
deutlich  hervortritt.  Die  Gleichungen  (1),  (2)  und  (3)  sina  nichi^ 
anderes  als  die  Polar^leichungen  der  Punkte  Xi,  y^  i|.s.  w.,  wenn 
man  den  Kreis  als  iDirectrix  betrachtet.  Da  es  nun  fib*  d^Ä.  Ver- 
lauf der  Rechnung  ganz  gleichgültig  ist»  ob  diese  Punkte  auf  dein 
Kreise  liegen  oder  nicht,  so  gelten  die  angegebenen  Relationen 
übelrhaupt  lür  solche  zwei  Dreiecke»  von  clenen  die  Seiten  des 
einen  die  Ecken  des  anderen  zu  Polen  haben.  Betrachtet  man  nicht 
einen  Kreis,  sondern  eine  Ellipse  oder  Hyperbel  mit  den  EÜii» 
axen  a  und  6,  so  ändert  sich  die  in  (C)  ausgesprochene  Relation 
nicht;    die  übrigen  gehen  aber  in  folgende  ül^r: 

o*Ä4^  1>  =  16^1  ^a-rf,  DiI»tD,.  (DO 

o«ftM»=64^,«-rf4«^«/>ii)a/),,  (ET) 
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Fflr  die  Parabel,  iasseii  «ich  sehr  leicht  die  enteprechendt;: 
Amsdrflcke  findeoL  Bezeichnet  man  mit  l  (t)  4ie  Summe  oder  Dif- 
ferenz der  Almtiode  zweier  Punkte  von  der  Axe  der  Parahel»  je- 
nachdem  dieeelhen  auf  rerecfaiedenen  oder  auf  derselben 'Seite  der 
Axe  liegen,  so  hat  man,  unter  p  den  Parameter  der  PaHabel  ver- 
staildene 

,.j^»I>»=,^V,%«A,a,a,.  (F") 


ÜÜ  »J  . 


,  1 .       .    . 


ITelbeF  die  Bewegrongr  In  den  Hrfim- 
unnfereu  der  Kfsenlialinen. 

Von  dem 

Herm  Dootor  T.  Wittsteih  za  Hannover« 


I     I     .     • 

:  ;  ■;■!...■ 

Herr  Major  Glflnder  hat  in  seiner  so  eben  erschienenen  in- 
teressauit^o'  klf^iof^n  Schrift:  »»Abhandlung  über  die  Bewe- 
gjaogahindernis'se  in  den  Krümmungen  der  Eisenbah- 
oen^  (^annover  bei  Hahn)  die  bei  diesem  Gegenstande  eintreten- 
den B#ziehunffen  mit  einer  Klarheit  und  Umsicht  entwickelt»  dass 
dieselbe  mit  Kecht  allen  betreffenden  Technikern  zur  Kenntniss« 
mJime  empfohlen  werden  kann.  Wenn  wir  nun  dessen  ungeach- 
t0t  dßf^  ffenaonten  Gegenstand  hier  noch^  einmal^  einer  Betracntung 
miterFenen^  so  habep  wir  daMi  mehr  eiKen  rein  mathematischen 
Zweck.  Der  Verfasser  jener  $chrift  hat  Mch  nämlich  sogleich  vop 
▼om  bere^i  bei  seiner  mathematischen^  Grundlegung  mehrlache 
Abweichimgen  vpn  der  mathematischeii  Strenge  ffestaltet»  w^lcbe^i 
wenn;  sie  auch  vielleicht  f&  die  ^Ausübung  ohne  Belans;,  seih 
nidgeptf  depup^li  ^i .  d|f p  Leifer  d^  Gefühl  eifiör ,  jpnsiclierbeit 
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hervarbrmgen,  fiir  welche  keineriiai  Arf  i>oii  «'MaiuBstäb  gegeben 
tvird.  Es  scfaeitit  lima  aber  vieimehr,  es  mtose  jede  derarog^  t^hi 
Problem .  der  :  t^axis  bebandelndei  Tbeorie ,  so- « lasge  sie  sich  •  aaf 
rein  mathematiscMeia' Boden  bält,  äb^raU  mitToUbommetierStreMe 
ZU'  Werke  gebeiu  'Und  ihw  Endresultate  alsi  TöDig  sdbarf,^  oder 
wenigstens  mit  Angabe  der  Feblergränzen,  der  Praxis  überlibfiem. 
Dieser  mag  es  so£inn  überlig^sen  iileiben,  sieb  in  ibren  Ausfüh- 
rungen mehr  oder  weniger,  so  weit  eke  es  für  gut  findet,  von  dem 
Ergebnisse  der  Theorie  zu  entfernen. 

Wir  >^ erden  deshalb,  den  Entwickelungsgai>g  der  genannten 
Schrift  verlassend,  den  Gegenst|S^nd  hier  unter  eme  neue  Auffas- 
sung zu  bringen  verstreben,  von  welcher  wir  hoffen,  dass  sie  eben 
so  wenig  an  Einfachheit,  als  an  Strenge,  zu  wünschen  übrig  lasse. 


1      1 


._\  ■    .    §,  i,%       \. 


Unsere  Betrachtung.  Vvkrl -sich  -anf  die  ^Bewegung  eines  einzi- 
gep  Jläderpaares  beschräukeii ,  welches  fest  auf  seiner  Achse  sitzt. 
Wir  ilehmen  ferner  an,' die  Räder  seien  konisch  gestaltet,  so  dass 
die  Erweiterungen  der  rollenden  Oberflächen  beider  Räder  einen 
Doppelkegel  MPNQ  (Taf.  VII.  Fie.  1.)  bilden,  welchen  man 
sich  durch  Umdrehung  des  gleichschenlkligen  Dreiecks  MQN  um 
seine  Basis  MN  als  Achse  eutstanden  denken  kann.  Endlich 
setzen  wir  die  Schienen  als  Cylinder  voraus,  welche  von  dem 
rollenden  Doppelkegel  in  A  und  B  berührt  werden,  da  in  der 
Praxis  wenigstens  derjenige  Theil  der  gebräuchlichen  i^- Schie- 
nen, welcher  mit  den  Rädern  in  Berührung  kommt,  cyli ndrisch 
abgerundet  zu  sein  pflegt. 

Wir  stellen  dieser  AifflCkssiin^'>s#gleich  noch  eine  andere 


zur 


Seite^  welche  sich  durch  die  Rechnung  bequemer  handhaben  lässt. 
^WX  i^.  '«Iewb9dbenkllieu:!tfttei<a^' A Jfä^   (^iäl^II»'  ^^  L) 

fe^-'Streiu^^^^^^^ 

dreht,  und  den  also  entstandenen  Körper  als  rollend  auf  cylinmri- 
schen  Schienen,  die  er  in  ^  und  i?  berührt.  Wir  stellen  hier 
mithin  an  die  Pmxis  die* 'Fördernil^»  .däsfttdift  Radiqüofe  nicht 
rein  konisch,  sondern  auch  im  Sinne  der  Achse  gekrümmt  seien, 
d.  h.  dass  man  sich  dieselben  nicht  sowohl  durch  Rotation  einer 
geraden  Linie  um  eine  andere,  als  vielmehr  durch  Rotation  eines 
Kreisbogens  um  seihe  Seime  entstanden  .zu  denken  habe.-; 

;  Wie  wenig  übrigens  dieser  letzte  üritefstebied,  bei  d(^r  ^BbUchen 
g^rihgeh  Breitefd^r  Radkränze-,  für  die  Pr^s  von  B^länff  ist? 
dä[Ton"känn  man.^db'  durch'  eine  leickte  .Rechnung  Kbemeügieik 
Es  sei; der  Abstand  ;f(?=5H  Zoll  Engl,  (si  die  €lühd ersehe  Ab- 
handlung) und  die  'tüh«>cnte  def*  Nei^öqg  der  konischen  Radkrünae, 
wetcbc^'mäti  sich  als  berührend  in  4  und  J9  zU'  denken  haf,  g<0^eo 
die.  fladach$e  betrage'  V;- ,  -  so  ent8pric*bt  dieser  berührendeii  Xiuile 
eiti  KreisbGT^n  miN,  dessen  (lafbmesser  ÄD:siBDt=±1fniM 
2ön  h^lt.  Die  Abwei^^iung  diesem-  Kreisbogens  von  seiner  TäfH 
[eöte  dbei*,    in  der'Rlbbtnng  des  Halbmesser^  gemessen,   betlpigt 
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kISBiiAi.  Diese  Abweichung  wird  aber  nooh  kleiner  dadurch,  dass 
ntan  den  Rädern  in  der  Regel  nur  einen  geringem  Spielraum  als 
1  Zoll  zu  beiden  Seiten  der  Mitte  rerstattet;  sie  nimmt  nSmIidh 
hn  quadratischen  Verhfiltnisse  dieses  Spielraums  ab.  Dasu  kommt, 
dass  die  Abnutzung  der  Räder  naon  einer  kurzen  Zeit  ihreii 
Gebrauchs  schon  Tief  beträchtlicher  ist,  wovon  man  sich  sofort 
durch  den  blossen  Augenschein  überzeugen  kann;  und  es  wird 
mithin  fär  die  Bedürfnisse  der  Praxis  zuverlässig  keinen  Unter- 
schied machen,  ob  wir  von  vom  herein  rein  konische  Räder 'VOTt 
aussetzen,  oder  Räder,  deren  rollende  Oberflächen  auch  im  Siiu>e 
der  Achse  eine  Krümmung  von  der  angegebenen  Stärke  besitzen. 

g.  2. 

Es  Ist  jetzt  ohne  Mühe  zu  übersehen,  dass  wenn  man  d*ii 
Körper  MPNQ  rTaf.  VII.  Fig.  1.  und  2.)  so  in  A  und  B  auf  die 
Schienen  legt,  aass  seine  Achse  MN  eine  Neigung  gegen  den 
Horizont  besitzt,  ein  Gleichgewicht  im  Allgemeinen  nicht  eintreten 
könne.  Denn  es  sei  C  der  Schwerpunkt,  in  welchem  das  Gewicht 
des  Korpers  CG = //  (die  Masse  =  1  gesetzt)  vertikal  abwärts 
^irkt,  so  erzeugen  sich  durch  den  Dmck  auf  die  Unterlagen  tn 
A  und  B  zwei  Normal -Widerstände  in  den  Richtungen  AD  und 
£D,  welche,  wie  auch  ihre  Grosse  sein  mag,  sich  zu  einer  Re- 
sultante vereinigen  lassen,  die  durch  den  PuoKt  Z>  geht.  Soll  nun 
Gleichgewicht  bestehen,  so  muss  diese  Resultaijte  dem  Gewichte 
CG  Aas  Gleichgewicht  halten,  welches  nur  möglich  iet^  wenn  der 
Punkt  D  in  der  durch  den  Schwerpunkt  C  gezogenen  Yertikal- 
linie  liegt;  in  jedem  andern  Falle  wird  sich  statt  des  gesuchten 
Gleichgewichts  ein  Kräft^paar  ergeben,  welches  den  Körper  durch 
Drehung  um  eine  auf  der  Ebene  ABD  normale  Achse  in  die 
Gleichgewichtslage  zu  bringen 'strebt. 

Von  der  Reibung  auf  den  Schienen  in  A  und  Bj  welche  den 
mbenden  KOrper  in  einer  andern  als  der  angegebenen  Gleichge- 
wichtslage festzuhalten  im  Sitande  sein  würde,  Kann  hier  völlig  ab- 
igesehen  werden.  Denn  da  der  Körper  dazu  bestimmt  ist,  fortzu- 
rollen, so  wird  er,  von  jeher  Reibunc;  nicht  gehindert,  rollend 
jederzeit  von  selbst  die  genannte  Qlleichgewichtslage  annehmen. 

Nun  liegt  allerdings  der  Schwerpunkt  eines  Bisenbahnfuhrwer- 
kes  lüemals  In  der  Mitte  C  der  Raaachse,  sondern  oberhalb  der- 
selben in  irgend  einem  andern  Punkte  der.  Linie  PQ,  und  es 
könnte  sich  demnach  treffen,  dass  dieser  Schwerpunkt  genau  mit 
dem  Punkte  D  CTaf.  VII.  Fig.  2.)  zusammenfiele.  In  diesem  Falle 
wfirde  Gleichgewicht  besteheii,  welche  Neigung  man  auch  der 
Achse  MN  geben  wollte.  Es  könnte  ferner  der  Schwerpunkt 
über  D  &Uen,  wo  sodann  eise  vorhandene  Neigung  der  Radachse 
das  Beatreben . haben  würde,  sich  noch  zu  vergrässera.  Beide 
Fälle. aber  will  man  in  der  Praxis,  wo  ein  stabiles  Gleichgewicht 
gtofordert  wird,  nicht  haben,  folglich  ergiebt  sich  die  Regel: 

die  Neigung  der  Radkränze  stets  so  gering  zu 
wählen,  dass  der  Mittelpunkt  D  des  Bogens 
iWQiV^  m.«rklich  höher  liegt,  als  der  Schvi'erpunkt 
des  Fubfwerkid. 

18» 
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So  hat  man  in  dem  oben  §.  1.  gegebenen  Beispiele  DHs= 
a03  Zoll  =  16  Fuss  11  Zoll,  welche  Grösse  sicher  In  allen  Fällen 
die  Höhe  des  Schwerpunkts  in  einem  Eisenbahnfuhrwerke  um  ein 
beträchtliches  übertrifft»  so  dass  mithin  die  Praxis»  so  wie  «ie 
von  de  Pambour  ausgeht,  schon  unwillkfibrlich  durch  den  ihr 
eigenen  sicheren  Takt  das  Richtige  getroffen  hat. 

Allgemein  sei  die  grösste  Höhe,  welche  der  Schwerpunkt  eines 
Eisenbahnfuhrwerks  annehmen  kann,  von  der  unveränderlichen 
Horizontalen  AB  (Taf.  VII.  Fig.  2.)  aus  gerechnet  =A,  und  die 
halbe  Breite  der  Bahn  AH=BIi=:e,  so  muss  die  Tangente  der 
Neigung  der  Radkränze  gegen   die  Radachse  immer  geringer  sein 

als  der  Bruch  v;    oder  wenn  man  diesen  Neigungswinkel,  welcher 

mit  dem  Winkel  ADE  =  BDE  übereinstimmt,  mit  e,  und  den 
Halbmesser  AD=BD  mit  r  bezeichnet,  so  kann  man  die  obige 
Regel  auf  die  beiden  Bedingungen  reduciren : 

wo  die  Grössen  s  und  r  durch  die  Gleichung  r  sin  6=0  an  einan- 
der gebunden  sind. 

In  Taf.  VII.  Fig.  1.  sind  die  genannten  iBeziehunffen  nieht  mit 
der  nämlichen  Evidenz  zu  erkennen,  weil  hier  der  Innikt  D  sei- 
nen Ort  verändert;  indessen  nimmt  man  ohne  Mühe  wahr»  dass 
die  aufgestellte  Regel  auch  hier  das  Gleichgewicht  stets  zu  einem 
stabilen  machen  wird,  während  eine  Ueberschreitung  dieser  R^el 
dem  Eintreten  des  nicht  stabilen  Gleichgewichts  wenigstens 
schon  sehr  nahe  führt. 


§.  3. 

Aus  den  bisherigen  Andeutungen  geht  sofort  hervor»  dass 
eine  jg;eneigte  Lage  der  Achse  ilTZV  (Tat.  VII.  Fig.  1.  u.  2.)  stets 
nur  dadurch  dauernd  hergestellt  werden  kann,  aass  zu  den  vor- 
handenen Kräften  noch  eine  neue  in  geei^eter  Weise  hinzutritt. 
Es  sei  diese  Kraft  die  horizontal  wirkende  und  im  Schwerpankte 
C  angebrachte  CFz=f,  so  wird  jetzt  Gleichgewicht  vorhanden 
«ein,  sobald  die  Resultante  aus  f  und  g  in  ihrer  Verlängerung  den 
Punkt  D  trifft,  d.  h.  sobald  man  hat 

^=tgCDE  (2) 

wobei  jedoch  die  Beschränkung  zu  machen  ist,  dass  Winkel  CDS 
<  W.  ADE  bleiben  muss,  wenn  nicht  der  Körper  aus  seiner  Bahn 
gehoben  werden  solL  —  Die  Frage  aber,  woher  diese  Kraft?  and 
wozu  überhaupt  eine  Neigung  der  Achse  gegen  den  Horiitont? 
führt  uns  nun  zu  dem  eigentlichen  Gegenstande  unserer  Unter- 
suchung. 

Wenn  bei  geneigter  Lage  der  Achse  MN  der  Körper  MPNQ 
durch  die  Kraft  der  Locomotive  auf  den  SohieDen  vorwärts  getrie 
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ben  wird,  00  kommen  nur  Punkte  zweier  Kreisperipherien  fort- 
während mit  den  Schienen  in  BerQhrung,  deren  Durchmesser  AA' 
und  BW  «ind.  Man  kann  ziir  Erleichterung  der  Auffassung  diese 
beiden  .Kreisperipherien  als  aogehnrig  einem  rollenden  Kegel  an- 
sehen, dessen  Spitze  in  T  liegt  *), 

Ist  nun  die  Bahn  geradlinig ,  so  wird  allen  Punkten  der  Achse 
MN  die  nämliche  Linear-Geschwindigkeit  ertheilt;  folglich  muss, 
wenn  der  grössere  Kreis  AA'  eine  rein  wälzende  Bewegung  an- 
ninuaty  der  kleinere  Kreis  BB  einen  Theii  seines  Weges  gleitend 
oder  schleifend  zurücklegen;  oder  umgekehrt,  wenn  etwa  der  klei- 
nere Kreis  BB  eine  rein  wälzende  Bewegung  besitzt, ,  so  wird 
der  grossere  Kreis  eine  rückwärts  gleitende  Bewegung  annehmen 
mflssen.  Indessen,  da  in  diesem  Falle,  wenn  man  von  zufalligen 
Einwirkungen  absieht,  das  Gleichgewicht  eine  horizontale  Stel- 
lung der  Achse  erfordert,  so  wird  der  fortrollende  Körper  sehr 
bald  von  selbst  diese  Lage  annehmen,  mithin  ein  Gleiten  des 
einen  oder  des  andern  Rades  und  folglich  auch  das  daraus  ent- 
stehende Bewegungshinderniss  nicht  weiter  stattfinden. 

Anders  dagegen  verheilt  sich  die  Sache  in  Bahnkriimniun^en. 
Hier  darf  nicht  mehr  jeder  Punkt  der  Achse  MN  die  nämliche 
Linear  -  Geschwindigkeit  besitzen,  sondern  die  Geschwindigkeiten 
verschiedener  Punkte  derselben  müssen  sich  verhalten  wie  ihre 
horizontalen  Abstände  vom  Krümmungsmittelpuokte  der  Bahn,  und 
es  wird  nicht  nur  bei  horizontaler  Lage  der  Achse,  sondern  im 
Allgemeinen  auch  bei  einer  willkührlichen  Neigung  derselben,  das 
eine  oder  das  andere  Rad  einen  Theil  seines  Weges  entweder 
vorwärts  oder  rückwärts  gleitend  zurücklegen  müssen,  folglich  ein 
Bewegungshinderniss  ein^eten.  Nur  Eine  bestimmte  Neigung 
der  Achse  giebt  es,  bei  welcher  beide  Räder  eine  rein  wälzende 
Beweeiing  annehmen.  Soll  dieser  Fall  nämlich  eintreten,  so  müs- 
sen die  ueschwindigkeiten  der  Mittelpunkte  der  Kreisperipherien 


— Tl 

,*)  Dieser  rollende  Kegel  hat  einen  Reoensenten  der  Gl  und  ersehen 
AbiMindlang  in  der  Eisenbahn  -  Zeitung  (Stattgart  1846.  12.  Juli) 
*a  so  seltMunen  Mlssdeatongen  geführt,  dass  wir  uns  nicht  enthalten 
kdanen,  die  Leser  des  Arehivs  auf  dieses  Coriosum  aiifmerlcsam  zn 
machen.    Danids  nämjLich,  dass  (wie  sieh  sogleich  zeigen  wird)  bei  Nei* 

gung  der  Achse  MN  Schwere  und  Centrifugalkraf t  einander  anf- 
eben  sollen,  schliesst  der  gelehrte  Recensent  weiter,  dass  „der  ganze 
Kegel  (^ATA*)  zufolg^e  der  Schwerkraft  ein  Bestreben  haben  innss,  sich 
nach  der  Richtung  Heiner  Achse  fortzubewegen ,  welches  Bestreben  dann 
aach  in  wirkliches  Fortschieben  auf  horizontaler  Ebene  übergehen  niuss, 
■obäM  die  Drehung  des  Kegels,  mithin  die  Centrifugalkraft ,  wegfällt. 
AlüO^ocs; hiernach  jeder  Kegel,  wenn  seine  Achse  nur  die  erforderliche 
Neigqng  hat,  zufolge  der  Schwerkraft  sofort  zu  rutschen  beginaea.  so- 
faaU  mam^h^  mit  der  Seite  auf  eine  horizontale  Ebene  legt!  Dieser 
fapippaiite  Säts  wurdfe  wahrlich  ein  Perpetuum  mobile^  der  einfachsten 
Iwor  mogliläimaclien,  was  sich' ganz  besonders  zum  Ziehen  Ton  Lasten 
anf  horizontalen  Wegen  eignen  durfte..  '^ 

Dass  sich  der  geistreiche  Recensent  (der  wohlweislich  seinen  Namen 
^enidiweigt)  noch  über  manches  andere 'wandert,  was  die  Glundersdie 
Schrift  enthält,  wird  man  nach  dieser  Probe  leicht  erklärlirii  finden. 
Eine  Kritik  erscheint  ans,  einem  to  groben  Unrerstande  gegenüber, 
aU  TdUig  äberflnssig. 
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AA'  und  BB'  sich  Ferhaiten  wie  diese  Kreisperipherien  selbut, 
letztere  aber  V(9rhalten  sich  wieder  w*ie  ihre  Abstände  von  der 
Spitze  7"  des  schon  gedachten  Kegels;  folglich  muss  die  Keml" 
spitze  T  in  einerlei  VertikaHinie  mit  dem  KrfimmuDgsmitteipunkte 
der  Bahn  liegen,  oder  mit  andern  Worten j  es  muss  die  Sache 
so  angesehen  werden  können,  als  ob  der  Kegel  ATA'  eine  rein 
wßlzende  Beilegung  annimmt,  bei  welcher  seine  Spitze  7iinver- 
rflckt  lieeen  bleibt. 

Zur  Herstellung  der  fflr  diese  Verhältnisse  erforderlichen  Nei- 
gung der  Achse  MN  bietet  sich  nun  die  Centrifugalkraft 
dar.  Es  sei  demnach  jetzt  CF=f  die  Centrifugalkraft  des  Punk 
t6s  C,  seine  Geschwindigkeit  in  der  Bahn  =v,  und  sein  Krfim- 
munsshalhmesser  TU^q,  so  hat  man  bekanntlich  (^e  Masse 
des  Korpers  MPNQ  wi^  oben  =1  setzend) 

wodurch  sich  die  obige  Gleichgewichtsbedinguug  (2)  umwandelt  fai 

—  =  tgCDE       ) 

09       ^ >  (3) 

Da  in  dieser  Gleichung  die  Grossen  q  und  CDE  nicht  nnab- 
hängig  von  einander  sind,  indem  mit  dem  Wachsen  der  einen  die 
andere  abnimmt,  so  giebt  es  mithin 

bei  jeder  gegebenen  Krümmung  der  Bahn  nur 
Eine  bestimmte  Geschwindigkeit,  bei  welcher 
beide  Räder  eine  rein  wälzende  Bewegung  an- 
nehmen.' • 

Jede  andere  Geschwindigkeit,  sie  sei  kleiner  oder  grösser  als 
die  genannte,  brln^  mithin  -dasjenige  Bewegungshinderniss  her- 
vor, welches  aus  einem  theilweisen  ^Schleifen  des  einen  oder  d^ 
andern  Rades  entsteht;  und  zwar  übersieht  man  ohne  Mühe, 
dass  dieses  Bewegungshinderniss  desto  grösser  ausfallen  'wird, 
je  mehr  man  sich  nach  der  einen  oder  andern  Seite  hin  von  jener 
Geschwindigkeit  entfernt. 

§.  4. 

Für  die  Praxis  ist  es  von  Wichtigkeit,  die  so  eben  näher  be- 
zeichnete Geschwindigkeit,  welche  wir  zur  Abkürzung  die  Nor- 
mal-Geschwindigkeit nennen  wollen ,  för  eine  gegebene  Bahn- 
krümmung' ermitteln  zu  können.  Wir  gelangen  dazu  dnreh  M 
fende  Rechnungen,  bei  deren  Herieitung  wir  uns  auf  Taf.  VIL 
Ig.  2.  beschränken. 

Es  sei  die  Neigung  der  Achse  MN  gegen  den  Horizont  eder 
der  Winkel  MTA  =  (p,  so  hat  man  in  Taf.  VII.  Fig.  %  anch 
CDE:=,q),  fo^Uchr  aus  (3) 


oder»  da  ^tg^icsCIU  ist:  .    . 

'I  •   ■.        ■  ■  ■ 

•'  Hiemis  ab6r  erhal teo. wir  leicht  feioe  aag^Däherte  Bestioiniauii  von : 
ti,  .tvoiche  flSr  alld.  VoBÜiitniBae,  die  die  Praxis. bietet,  ToilKoirif 
men  zureichend  eein  wird.  Der  Winisel  cp^  n&mliek  maaa  nach* 
dem  Obigeo  stets  merklich  kleiner  bleiben  als  ADE=^b,  wenn  das 
Fuhrwerk  nicht  in  Gefahr  gerathen  soll,  über  den  Berfihnings- 
paokt  A  hinweg  aus  der  Bahn  geschleudert  zu  werden ;  und  da 
man  diesen  Winkel  b  nach  §.  2.  schon  mOelichst  klein  zu  wählen 
hat,  üo  wird  um  so  mehr  der  ^Vinkel  q>  klein  bleiben  und  kaum 
jemals  die  Grosse  von  1  oder  2  Graden  übersteigen  dürfen.  Un- 
ter, der  •  Voraussetaur^[  also,  dass  man  mit  einer  hinreichend  ge- 
ringen Ajizahl  von'  Decitiialstellen  rechnet«  machen  wir  jetzt  oie 
Annahme  4  der  Winkel  (p  sei  se  klein^  dass  man  ohne  bemerkba- 
ren Einfloss 

sin^  =  tg9=9  Und  cos9==l 

s^rtxen  dürfe.  Iti  den  Anwendungen  hat  tnan  alsdann,  sobald  der 
Winkel  9>  gefunden  ist^  jedesmal  sofort  ein  Mittel  tu  Händen,  um 
über  den  Grad  der  Genauigkeit  der  gefuiidenen  Resultate  zu  ur- 
tfaelten. 

Es  sei  nun  c  der  mittlere  Halbmesser  der  ftäder,  d.  h. 
diejenige  Gnlsse,  in  welche  die  Halbmesser  der  Kreise  AA'  und 
£jff  bei  Horizontalste! Iwg^  der  Achse  MN  übergehen;  und  es 
sei  femer  die  Länge  CD=py   so  hat  man 

Dit^p  tos  (p:t^CÜ=p  +  €, 

fof ti^ch ,  Wegien' DOS q>—l : 

■         "  1     ■     ■ 

•■■>•..-■■■■■.■..  ^  ■       '■ 

.  ■  ■   .  * 

Diestf  t?leleliftuig  schliesst  den  beachtens^vertheti  Satz  in  sich: 

d^js^  für  die  in  der  Praxis  vor-kj^mmenden  (^r^^n- 
sen  die  Norpn.al -Geschwindigkeit,  bei  welcher 
b^ide  Rä&der  eine  rein  ^älzendeBewegung  an- 
.  .  nehmen,  als  unabhängig  von  dem  Krämmungf- 
haibmesser,  und  mijhin  für  die  gaAn/e  Bahn  als 
eonstant  anzusehen  ist. 

Das  einzige  bestimmende  Element ,  aus  welchem  die  Normal- 
Greschwindigkeit  gefunden  wird,  ist  demnach  der  mittlere  Rad- 
halbmesser;  und  setzt  man  diesen,  wie  gewöhnlich,  =1^  Fuss 
E^.>  wähf^end  ^^32,2  Fuss  Engl,  ist,  bo  erhäh  man  ' 

'     vsz  6,95  Fuss 

■  ■  »  ■  - .    1  ■ 

•  .  ■  ■  .   #  • 

als  dornige  Geschwindigkeit,  mit  weicher  4^ne  8ahn  ihrer  ganzen 
Erstreckung   naofc,    weläbe    Knümmudgen  sie  auch  bilden   mag, 
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befahren  werden  kann,    ohne  dass  ein  Schleifen  des  einen  oder 
des  andern  Radkranzes  auf  den  Schienen  eintreten  wird. 

Die  Grosse  der  Neigung^  g^,  welche  der  so  eben  gefundenen 
Normal-Geschwindigkeit  entspricht,  bestimmt  man  nun  ohne  Mühe 
aus  der  jedesmaligen  Grösse  des  Krümmnngshalbihessers«  Die 
oben  gegebene  Gleichung  Qtaq>=CÜ  vjHiirandelt  sich  nimlidi 
jetzt»  nach  jd^s  geschehenen  Voraussetzungen >  m 

Q(p  =  e, 

woraus      *...(. 


'  ■       i.  :     r.  I 

und 
gen 


^=f;  CT) 


diese  Oleichj^ng  zeigt»   dass  ..mau;,^  mit  Beibehaltung  dea  obi* 
Werthes  von  Cx  selbiBt  noch  -  fiir  einen  KrOmmungshalbmesser 
ß  =  50  Fuss  eiiien 'Werth  voii  q>  erhält»' nSimlich 

g>  ^  0»03»  d.  i.  1  Grad  43  Min.» 

für  welchen  m(^n.!Cosa>=l  und  sipg)=tg9}=9  setzen  darf,  ohne 
einen  Fehler  zub^eheiiv,  der  die  Grosse  von.  einer  halben  Ehi- 
heit  der  dritten  Decimalstelle' errei cht;    eine  HiraHe  ATtwwdün- 

§en  zureichende  Genauigkeit.    Noch  mehr  verringert  sich  offenbar 
ieser  Fehler«  für  grössere  l(rämmungfi|h^ibmesse^ ;   so  z.  B.  ftir 
^==300  Fuss  wurde  man  biir  haben 

9  =  0,005,  d.  i.  irMii. 

Es  ist  zu  bemerken»  dass.  ein  geg,e bener  Krümmungshalb- 
messer sich  stets  auf  die  Mitte  H  der  Babri  zu  beziehen  pflegt» 
während  in  den  verliegenden  Rechnungen  dieser  KrümiQuneshalb- 
messer  stets  auf  den  Punkt  ü  bezogen  wurde ;  doch  ist  der  Un- 
terschied zwischen  den  Werthen  TU  und  TU,  nämlich  UH=pq), 
welcher  höchstens  einige  Zoll  betragen  kann»  so  gering»  dass  er 
im  Vergleich  mit  dem  ganzen  Krümmungshalbmesser  ohne  bemerk- 
baren Einfluss  vernachläsisigt  werden  darf. 

Schliesslich  bleibt  uns  noch  eine  Grösse  zu  bestimmen,  die 
für  die  Praxis  von  Wichtidkeit  ist»'nämlicb  di^,  Grosse  derjenigen 
Verschiebung»  welche  der  Körper  iBTPTV^O.  auf  den  Schienen  zu 
erleiden  hat»  wenn  die  At;hse  ^ns  der  hörizontjalen  in  die  so  eben 
festgestellte  geneigte  Lage  übets^hen  -  soll.  Diese  Verschiebung 
wird  nämlich  unmittelbar  durch  ^€!n  Bogen  'Q£7  ausgedrückt,  und 
setzen  wir  denselben  ==:m,  so  ethälten A^r  unter  der  Voräussetzang, 
dass  der  Halbmesser  AD==BDz=^r  bekannt  äei, 

I  ■ 

.  r  t        I    .  .    I  ■ 

m=:rg?  =  r.-*  '  (8) 

•      .  *      ■  ^f  '  '  \'     .         ■        • 

■■  ■■■■■.'   .    '••■■■      :  •' 

Nun  ist  es  für.^die  Praids  von  Belang» ,  dass  .diese  Vensfchiebnog. 
möglichst  (gering  ausfalle»  weil  davon  die  nötbige  Breite  der- Räder 
abhängt.  Da  dieselbe  sich  nun  hier  als  abhängig  von  dem  Halb- 
messer r  zeigt»  dieser  aber  wieder»  bei  gegebener  Bahnbreite, 
durch  den  Neigungswinkel  s  der  Radkränze  gegen  die  Rädaclue 
bedingt  wird,  so  ergiebt  sich.' die. praktische -ForaerBOgfi  ■ 


«■ 
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.    dt«   N«igitng  der  Radkrlnze  stets  so  gross  xa 

wählen,  dass  die  Ver»chiebuBg  m  der  RSder  «nf 

.      den  Scbletten.  ein«  gewisse   gegebene   GrOsge 

.  nicht.  db«reteigL 

Diese  Forderung  tritt  mithin  als  Erg^iumi^  xu  der  tm  S.  3. 

sufgestellMn  Regel  ninzu,  und  beide  zuBammen  genommen  schT^- 

scD  erst  die  IVeiirang  der  Radkränze  In  zirei  GrSnzen  ein,   ,deren 

numerische  Wertb'e  zu  bestimmen  indesBen  der  Praxis  überlassen 

lileiben  musB.' 

Ün  ein  erlSntemdes  Beispiel  iiinznzurOgen ,  so  halten  wir  oHen 
Dnter  der  Annahme  tgt=-l  gefunden  r=3u5,06  Zoll,  und  daraus 
erlebt  sich  ßlr  einen  Krümmungshalbmesser  o  =  30O  Fuss  b«m 
Eintritt  der  Normal-Geschwindigkeit  eine  Verschiebung 

;,;  ,  rii=I,0>i53  Zoll. 

Betracht«'!  rnsn  diese  Verscbiebunff,  die  nur  um  ein  Geringes  dl« 

Grü6»e  Ton'l  Zoll  Obertrifft,  als  die  äasserete,  welche  man^nem 
Rode-Ton  det>abllchen  Breite  von  3  Zoll  noch  auferlegen  darf,  so 
folgti  dassfür  Radkrfinte  von  ^  Neigung  der  Krfimmungshaitim'es- 
sM  TOb  900  Fase  eine  Gräme  abgiefrt,  unttr  Welche  man  bei  Ali-; 
legung  einer  Eisenbahn  niclit  hinabgehen  darf.  Wenn  es  abtffi 
erlaubt  ist,  die  Neigung  der  Radkränze  grusser  anzunehmen,  als 
ide  dattk  die  Gleichung  tge  =  r  itestimmt  wird,  ohne  dass  man 
zu  befürchten  hat,  duss  der  Mittelpunkt  D  des  Bogens  ]UQN  der 
hüchsten  mCglicbea  X-age  des  Scbwerpunlrts  in  einem  Eiaenbahnr 
Aibrwerke  im  nahe  rückt  oder  gar  darunter  lallt,  so  werden  unter 
Voraussetzung  derselben  fiussersten  Verschiebung  auch  noch  gerin- 
gere KrOmmungshalbmesser  fflr.die  Bahn  zulässig  sein. 

4Jl^niein  findet  man  als'  die  ftusserate  zulässige 
GrRnze  für  die  Grösse  des  Krflmmungshalbmessers 
aiw-der,,Glei<^_itng,  Cj8) 

'"■'In  :;.■:■■■•.:   ■*=^-''-,  ,..-,■    ■  ;';:.f<^  ■■ 

indem  man  hiefin'fil'r  M  niid  r  gteicbfatls'  ihre  'fiuMersten  i^ulassl- 
gen  Werthe  setzt 

:■■.:,_■■■■.  ;.§..s.:--:  ■    ■    :: .[. 

■  Die  bisher  entwickelten  Gesetze  enthalten  Insofern  noch  keine 
d^nrFor4^rupgeri  der  Praxis  vollkomnieii  genügendo^  Theorie,  al^ 
die  olt^ii  geruniteneIVorinal-Gesthn-indifrfieit'.u=6,95  Fue»,  welch« 
sich  nur  ,fluri;h  Vergr'j^öcrHng  der  Rauliöhe  n»ch  etwa^.  erhiibea. 
läs^t,  bei.  weitem  nicht  diejenige  Geschwindigkeit  errejcht,  mit, 
w;eicher  .durch  schnitt  lieh  die  Eisenbahnen  pfleg^n^  befahren  lu  n^sfr 
den.  Diese  Gescliu  indifi;keit  beträgt  niimlicb  bei  voller  Kraft  des 
Maschine  30  Fus^  und  ilarühor.  und  Ti-^indert  sich  nur  in  der 
Nähe  der  Habtstfllen ;  es  .^ird  demnach  in  4p,T  Wirktii^ke|t  im 
Allgemeinen  nicht  vermieden  werden  künnen,  aaea  dasjenige  Be- 
wegnngabhideT^lilff,  welcbfS  sus  einem  theilweilaeh'  Stfileifen  des 
rineit  oder  d«;  addem  Rades  auf  seinen  Schienen  entspringt,  in 
betifichülc&ef 'GtOsse  ^h.  einstelle-,  WbrRb^  wikVi^  RJKhnung  zu 
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ftthreii  wir  uns  hier-Tersagen  vroilen,  Aidem  wir  auf  die  Glün- 
dorscbe  Abbandlang  venveisenv      • 

Zugleich  aber  aseigt  sich  noch  ein  Enieiter  Uebelstand.  Jener 
in  der  Wirklichkeit  vorhandenen  grusaem  Oenchifindigkeit  ent- 
spricht nämlich  auch,  eine  stärkere  Neigun^r  derj^^aehse  gegen 
den' Horizont,  und  folglich  auch  eine,  stärkere  Verschiebung  der 
Räder  auf  den  Schienen,  welche  Verschiebung  ^^er^  bei  einem 
nach  den  bisherigen  Gesetzen  construirten  Fubr\yei;kebi;  keineswegs 
in  allen  Fällen  sich  noch  wird  ausfuhren  lassen.  Aus  (3)  erhalt 
man  nämlich  5  indem  man  wie  bisher  tg(7Z)£=tg9  =  g>  setzt, 

und  da  wir  jetzt  nicht  mehr  die  Annahme  machen,  es  sei  v  iden- 
tisch mit  der  oben  sogenannten  Normalgeschwindigkeit,  so  fällt 
auch  nicht  mehr  die  Kegeispitze  T  in  einerlei  Vertikailiaie  mit 
()eni  KriUnmungsmittelpuukte  der  Bahn,  man  darf  nicht  mehr  TV 
mit  den  Krünuniingshalbmesser  der  Bahn  vecil'ethseln,  A.  h*.  (ftp 
=c  setzen,  sondern  die  Gleichung  (8)  zur  Bestimmung; der. Crrp^ie. 
QE=^m  der  Verschiebung  der  Kader  auf  den  Schienen  nimmt 
jetast  die  Gestalt  aq: 

mzszTfp  =  — ,  (10) 

woraus  i^an  sodann  umgekehrt  als  die  Susserste  asulSssIge 
Gränze  ffir  die  Grösse  des  Krümmungshalbmessers 
statt  (9)  erhält 

wenn  man  hierin  für  nt,  r  und  v  gleichfalls  ihre  Sili^ieirsten  zuläs- 
sigen Werthe  setzt. 

Es  sei  zum  Beispiel  die  äusserste  zulässige  Verschiebung 
m=l  Zoll,  femer  i;=30  Fuss,  so  erhält  man  mit  Beibehaltung 
der  übrigen  Zahlen,  so  wie  sie  eben  benutzt  wurden » 

^  =  5731  Fuss 

als  denjenigen  Werth  des  Krümmungshalbmessers,  unter  welchen- 
hinab  bei  der  Anlage  der  Eisenbahn  nicht  gegangen  werden  darf 
Diese  Gränze  lässt  sich  allerdings  noch  dadurdi  etwas  hinab- 
drücken, dass  man  die  Neigung  der  RadUcränze  v^^rgriisseM  (wo- 
durch r  kleiner  wird);  aber  sie  wird  sofort  wieder  zunehihei^ 
sobald  die  Bahn  mit  noch  grossem  Geschwindigkeiten  als  90  Fuse^ 
befahren  werden  soll,  so  dass  wir  nicht  zu  weit  gehen  werden, - 
wenn  wir  in'  runder  Zahl  6000  Fuss  als  niedrigste  GrSmse  filr  die 
Grosse  des  Krümmungshalbmessers  unter  den  hi6r  vorausgescrtäB- 
ten  Verhäitiüssen  annehmen.  ' '     f ' ' 

Beide  Debelstände  zusammengenommen,  nämlich:  -,"'' 

1)  dass  man  es  bei  den  üblichen  bedeutenden  Gc^|Bhwiiidi||^ 
keiten  niemals  in  seiner  Gewalt  hat,,!  in  den  ÖähiBbrflm-. 
mnngen  eine  rön.  walzende  B^wegpng  beider  Rflder  jhfir- 
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zustellen 9  sondern  immer  durch  tbeilweUes  Schleifen. das 
einen  oder  andern  Rades  ein  mehr  oder  weniger  bedeu- 
tendes Bewegnngshindemiss  eintritt;    ^o  wie 

.   2)   dal«  selbst  bei  Zulassung  dltoes  BcWegunesbiadeniissM 

dennoch  wegen  der  bedeutenden  Verscnieoangy-  welche 

^      die  Räder  auf  den  Schienen  erfordern  würden ,   stärkere 

Bahnkrümmungen  als  solche  mit  6000  Fuss  Halbmesser 

gar  nicht  zugelassen  werden  dürfen; 

haben  es  von  grosser  Wichtigkeit  erscheinen  lassen,  eine  Anord- 
nung yu  erdenken  9  bei  welcher  diese  Uebelstände  entweder  ganz 
oder  wenigstens  theilwei^e  wegfallen.  Diese  Anordnung  besteht 
ahtr  in  der  Erhöhung. der  äussern  Schienenreihe,  usd  es 
bleibt  uns  mithin  jeiak  noch  zu  untersuchen  übrig,  wie  bei  dieser. 
Abiaderiing  in  den  bisherigen  Voraussetzungen  die  Bewegung  in 
dtitk  BahnlMmoumgen  sich  gestaltet. 


.  '.i 


t , 


§.  6, 

I^ehmen  wtr  also  jetzt  an,  es  sei  die  Linie  AB,  welche  dlÄ 
Beräinih^spnnkte  zwischen  Räder  und  Schienen  mit  einander  ver- 
bindei,  nicht  mehr  horizontal  wie  in  Taf.  VII.  Fig.  2.,  sondern  um 
den  Winkel  ATK=m,  Taf.  VII.  Fig.  Ü  ,  gegen  den  Horizoiit  geneigt; 
alsdanb  wird  die  Neigung  der  Achse  il/iY  gegen  den  Horizont  gemes- 
sen durch' den  Winkel  mTK:=zg>  +  m,  indem  MTA=^mw\e  fHlher 
denjenigen  Winkel  bezeichnet,  welchen  die  Achse  3fZV^  mit  der 
Linie  AB  einschliesst.  Die  Richtung  der  Schwere  CG  steht  jetzt 
rechtvvinklig  auf  TK,  und  demnach  verwandelt  sich  die'  Gleicnge- 
wichtsbedingung  (3)  jetzt  in 

I,  .  <#^     '  \     " 

;:         :        ffQ-^r^'^'^   [  a2) 

=  tg(g)+(»)  J  .i      :  ■     • 

so  dass  wir  statt  (4)  erhalten 

und  nehmen  wir  jetzt  an,  es  liege  die  Kegelspitze  T  in  einerlei 
Vertikallinie  mit  dem  Krümmungsmittelpunkte  der  Bahn ,  so  wie  es 
zur  Erlangung  einer  rein  wälzenden  Bewegung  beider  Räder  noth- 
wcndig  ist,  so  ist  mithin  TV=q  der  KrümmungshalbmessDr  =(3k 
den  Punkt  C,  folglich  gigCip  +  €d)=:CV,  so  dass  statt  (5)  der 
Ausdruck  für  die  Normal-uesch windigkeit  wird: 

•  •»  ,  ... 

:  .     ■   ■  •  ....  . 

Hieraus  läfsnst^  sich  wiederum  eine  ^nigenäherte,  aber  für  die 
Praads  vOllig  g«nügende  Formel  herstellen,  wenn  man  der  «ibigen 
▲nnafame  gemäss  nicht  nur  den  Winkel  9,  sondern  a^ch  den 
Vnnhel  crso  klein  Tora^ssetzt,  4&ss  man  ithne  bemerkbaren  Fehtor 

.■'»■.;...'        i.     ■■  .  ^  '  ■•  '     '      "    •  .-.,  ■ 

sin9>=:tg9  =  9  und  cos9>=l. 


^6 


.    sinu  =  tg(»=o>  und  cös(»==l 

scrtxeb  k^nne.  AJsdano  Dämlich  wird,  indem  man gleicluieitig  wie- 
der den  mittleren  llaiibalbrilesseT  c  einfährt  > 

» 

so  dass  wir  statt  der  Gleichung  (6)  jetzt  die  folgende  erhalten: 

•i-  v  =  V^^(c  +  ^w).  (15) 

Hier  zeigt  sich  nun,  dnss  die  Normal-Geschmndigkät  nicht  mehr 
als  unabhängig  vom  Krümmungshalbmesser  angesehen 
werden  darf,  sobald  man  der  äussern  Schiene  eine  ErhSbong 
über  die  innere  Schiene  giebt,  sondern  dass  sie  zugieich  mit  die- 
ser Erhöhung  und  dem  Krümmungshalbmesser  wächst  Man  kann 
hier  mithin  erreichen  —  was  bei  der  frühern  Anordnung  nicht 
mrislich  war  —  dass  die  Normal -Geschwindigkeit,  bei  welcher 
beide  Räder  eine  rein  wälzende  Bewegung  annehmen,,  je^^n  be- 
liebigen Werth  erhält,  wenn  man  nur  ^  und  m  angemessen  fest^ 
3tQllt ;  und  wenn  (wie  der  Fall,  in  der  ^  Praxii^  vorzuliegen  pflegt) 
ipjenige  Geschwindigkeit  v  bekannt  ist,  mit  welcher  eine  roabn- 
krü^mung  vom  Halbmesser  g  befahren  werden  soll ,-•  so  kann  man 
diesielbe;  zur  .Normal -Gresch windigkeit  in  dem  hier  gebraucfiten 
Sinne  des  Wört^  machen,  indem  man  nach  (15) 

annimmt.  Diese  Grösse  kann  man  sodann  weiter  benutzen,  um 
die. lineare  Erhöhung  des  Punktes  A  über  B,  oder  die  Differenz 
AK-^BL^^ö  zu  bestimmen,  wenn  die  Breite  der  Bahn  AB=^2e 
bekannt  ist;    nämlich 

dz=2ec9i  i.     .        (17). 

Soll  z.  B.  die  Normal-Geschwindigkeit  in  einer  Bahnkrümmang 
von  300  Fuss  Halbmesser  30  Fuss  betragen,  so  hat  man«  mitBei- 
hehaltupg  der  übrigen  Werthe  von  oben,  .   ■:.,     f.. 

"'';  «  =  («»8,  d.  i.  5  Grad  2  Min. 

imd  daraas 


8  =  5,10  Zoll.    . 


:i       ii'i:» 


Der  Winkel  g)  ist  hier  so  gross  ausgefallen,  dass  die  Ueberein- 
stimmung  von  sinco  und  tgo  mit  g)  selbst,  und  von  cosio  mit  der 
Einheit,  nur  nodb  bis  auf  weniger  als  eine  halbe i  Einheit'  der 
jsweiten  Decimalstelle  verbürgt  werden  kann;  welche  ChmaaiobBlt 
indessep.für  die  Anwendungen  noch  immer  vollkommen  austeitaend 
sela.wür^e,  wew  so  'grosse  Eihöhungen  überhaiipt  noeh  t  in  dir 
Praxis  vorkommen  könnten,  worüber  §•  7.  das  Weitere  entballMi 
wird. 
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Zugleich  aber  übersiebt  man  noch  aus  den  gegebenen  For- 
mefai,  dass  wenn  alles  übrige  ungeäodert  bleibt,  lo  sowi^  i  im 
mngekehrten  Verhältnisse  des  Krümroangshalbmeasers  sich  tndem 
moslien;  mithin  z.  B.  fiflr  eine  Krümmung  von  600  Foss  Ifalb- 
Biesser 

(0  =  0,044,     ar=2^Zoll, 
für  eine  Krümmung  von  900  Fuss  Halbmesser 

»=0,029,     «  =  1,70  Zoll, 

.  Was  die  GrSsse  der  Verschiebung  der  Rüder  auf  ihren  Sctiie- 
nen  betrifft,  so  wird  dieselbe  auch  hier  durch  den  Bogen  QE=,m 
gemessen«  und  man  hat  wie  oben 

Für  den  Winkel  q>  aber  erhült  man  aus  (12) 

and  wtkok  hier  i;  diejenige  Nermal-Geschwindi^kelt  bedeutet,  (9x 
wcSlehe  die  Krümmung  gebauet,  d.  h.  «>  bestimmt  ist,  so  Mht 
^e  2u2iebütig  von  (10) 

■'.'.-.■  c 

00=--. 

wie  in  (7),  und  daraus 

!■;.•■.  e  ■■  « 

wie  in  (8).  Es  gelten  mithin  wieder  genau  alle  diejekiigen  Fdge- 
mngen,  welche  sich  oben  im  §.  4.  an  die  Gleichungen  (7)  und  {8) 
aneeknfipft  haben,  und  demnach  leistet  die  Erhöhung  der  äusserh 
Schienenreibe  allen  den  Anforderungen  Genüge,  welche  man  an 
die  Bewegun^n  in  Bahnkrümmun^eo  stellen  kann.  Denn  nicht 
nur  ist  man  jetzt  im  Stande,  fQr  jede  gegebene  Geschwindigkeit 
eine  Bahn  herzustellen,  in  welcher  durchgängig  eine  rein  wlilzende 
Bew^ttg ■  beider  Rüder  stattfindet,^  sondern  es  gilt  auch  .nicll|t 
mehrjener  Halbmesser  von  -6000  Fuss  als  Gränze,  weicht'  vttn 
der  &ümmung  der  einzelnen  Bahnstrecken  nicht  überschritten 
werden  darf.  Im  Gegentheil  findet  man  hier  wieder  als  die  äus- 
serste  zulässige  Gränze  für  die  Grosse  des  Krümmungs- 
halbmessers aus  (8)  den  Werth 

r 
^      m     ' 


!•■ 


:Wie  in  (Q)^  iwenn  man  bierin  ßh  tn  und  r  gleichfalls  ihre- aussei- 
'(iiteti  'culfissigen  Werthe*  setzt;  also  unter  den  oben  gemaehten 
■Voiiaussetztingen  ^=300  Fuss. 
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.;    ■:  ...  §.    ?•  ■        ■       =  ■'■■ 

Wßon  eine  ßabnkrClminung^  in  welcher  die  äussere  Schieneo- 
mii|^  eine  an^roe«sene  Erhöhung  gegen  die  innere  erhalten  hat, 
nicht  mit  derjenigen  Normal  -  Geschwindigkeit  liefahren  wird,  £ulr 
welche  sie  gebaut ,  d.  h,  der  Werth  von  (o  festgestellt  ist,  —  ein 
Fall,  der  in  der  Praxis  offenhar  nicht  vermieden  werden  kann,  — 
so  treten  hier  wieder  Betrachtungen  in  Kraft,  ähnlich  denjenigen, 
welche  den  Gegenstand  des  §.  5.  ausmachen.  In  diesem  Falle 
werden  nämlich  nicht  mehr  beide  Räder  eine  rein  wälzende  Be- 
wegung annehmen,  sondern  es  wird  durch  das  Schleifen  des  einen 
oder  des  andern  Rades  auf  seinen  Schienen  das  mehrerwähnte 
Be^veguiigshinderni^is  sich  einstellen,  welches  wir,  wüe,  schon  ge- 
sagt,.hier  nicht  weiter  der  Rechnung  unterwerfen.  Zugleich  wird 
aher  alicli  die  Verschiebung  der  Riider  auf  den  Schienen,  in ,.  eine 
andere  werden ,  da  der  Neigungswinkel  q>  sich  ändert ;'  und  nen- 
nen wir  demnach  v  diejenige  yon  der  Normalgcschwindigkeit  ver- 
schiedene Geschwindigkeit,  mit  welcher  die  Bahn  befahren  wer- 
den soll,  so  haben  wir  mit.  Zukiebung  der  Gleiqfatittg  (Vi)  .. 


='"='(£-•")  <*'"*^ 


m 

\9Q 

al(B  die  GvjoBßeiet  Qiner  beliebigen  Geschwindigkeit  v  ^nti^irechen- 
^i)p  Vjerschiebung*  Diese  Grösse. iiällt  mit  (8)  ^iisammen,  wenn 
man  (tir  v   die  Normal -Geschwindigkeit  an   die  JSteUfi.jnetzf;    «le 

wird  Null,  wenn  v  den  Werth  v  =  ^  ggcn  hat,  in  welchem  Falle 
die  Achse  iIfZV  parallel  zu  der  Basis  Aß  liegt;  und  endlich  kann 
sie  auch  negativ  werden,  und  kommt  dem  Werthe  m=z — r»  desto 
näher,  je  mehr  die  Geschwindigkeit  sich  dem  Werthe  Null  nähert, 
in  welchem  letztem  Falle  die  Achse  MN  horizontal  liegt  Alles 
dieses  erhellet  auch  unmittelbar  aus  der  Betrachtung  der  Natur 
der  Sache. 

Nehmen  wir  beispielsweise  an,  die  oben  vorausgesetzte Bahn- 
hriffurnuqg  .^on  .3UQ  Fuss  Halbmesser,  welche  für  ;  eine.  :M0rinal- 
GeBchwipdigkeit  von  30  Fuss  eine  Neigana  c»=3  04)8S  iHmtsen 
npkufis,  solle  n^it  eitier  Geschwindigkeit  von  32  Fusä .  befiübreo  wer- 
deutij^o  ergiebt  ^icb  aus  (19)  die 'mgehönige  Vei»chitbnng 

(desi^gleichen  wenn  diese^]te  mit  eio^f.  Ge«Ghwindijjk;jp4t  vm  SB^FuBs 
.bewahren. werden  soll,,  so  erhält  mun  di«^  Yßi^^ifibnpg.  .^ 

^  =  — 1|4  Zoll,  ', 

•    _  ■ 

w&h^nd  fiir  die  Normal  -  Geschwindigt^eit  vöni  30  Pyss 'dffe  •Ter- 
schiebung  beträgt  "     ^ 

m=I,0  Zoll. 

Die,  wie  dieses  Beispiel  zeigt,  so  beträchtlich  ansfallenden 
Diffierenzeh  in  der  Gn'isse  der  Verschiebung  bei  einer  so  gerinq^en 
AhtveidiangTon  Jt  2  Fass  von  der  NornrnKGeschwindigkelt^  wdldbe 
die  ursprünglich  festgestellte  Gränae  von  ni=J:l  ZoU  weH  Mief- 
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«chreit6ii^:flkaclien>  hier,  kühl  ScUuss  aoch  ^iie  ei|}eBe  Untar8ucini% 
nMilflfV  nniMhT«'  UreaebeiräiilzuBiicbeD/  nod  damüd'iär  die  Pran 
Regeln  zur  VenneidunffcdärBelben  heraraleiteii.    >;^  '  '  >    ' 

Es  seien  zu  dem  Ende  v  und  y'  irgend  zwei  Geschwindigkei- 
ten und  resp.  m  luid  m'  die  ihnen  entsprechenden  Verschiebungen, 
so  folgt  aüg  (19) .     :/     I 


t 


.iSsst  man  hierin  v'  die  Norn^al-Gescbwindigkeit  bedeu- 

...    i:-.,  -p*       k  ■    i.     .    ;     :      'iii 

tob'^MM/  «d  einhält  tnän  .     '     '  ' 

welche^  Gleichuns  sofort  erkennen  lösst^  wie  die  in  jedem  beson- 
dern Falle  gegebenen  Data  auf  die  Grosse  von  m  von  Einfluss 
sind.  Bezeichnet  nämlich  v  die  äusserste  Geschwindigkeit, 
mit  welcher  die  der  Normal-Geschwindigkeit  v'  entsprechende  Bahn- 
krflmmune  noch  befahren  wecdfijLJi0U>  ^^  ^^'if<l  ^ic  ih^  zugehörige 
Verschiebung  m  desto  kleiner  ausfallen,  je  kleiner  r,  d.  h.  je 
^Ssser  die  Neigung  der  Radkränze  gegen  die  Radachse  ist,  und 
je  grösser  q  angenommen  wird.  Es  zeigt  sich  hier  mithin  aber- 
mais  die  Nothwendigkeit,  die  Neigung  der  Radkränze  so  gross 
wie  möglich  zu  wählen,  wodurch  der  im  §.  2.  gegebenen  Kegel 
eine  Gränze  gestellt  wird.  Ist  aber  die  Neigung  der  Radkränze 
ein  für  alle  Mal  auf  ein  Aeusserstes  festgestellt,  so  bleibt  nur 
der  Krümmungshai bmess«  Qn>^  ^^.^jeinzige  veränderliche  Ele- 
ment, und  man  erhält  nftfhiifr,  nlobiald'^rch  die  Breite  der  Räder 
eine^äusserste.zulä^sige^  Grösse  di^r  Verschiebung  vorgeschrieben 


wenn  man  hierin  für  m,  r  und.v  gleichfalls  ihre  äussersten  zuläs- 
sigen Werthe  an  die  Stelle 'idetisf. 

Da  es  farfmBfr.Qi  läBsseiste.Wertiife  «leM»«'  nämlich  einen 
grussten  und  ein^q  klaii^stea«  •  so  hat  man  die  Rechnung  doppelt 
zu  führen  und  von  den  gefundenen  neiden  Krümmungshalomessern 
den  grossem  beizubehalten.  Im  allgemeinen  wird  v'  das  arithme- 
tische Mittel  aus  jenen  beiden  äussersten  Geschwindigkeiten  sein, 
i«  lY-elehera l.t Falle  nan  nur  für  die  grösste  •  Geschwindigkeit  die 
Rechnung  durchzuführen  braucht;  ddlii  ist  jenes  nicht  toothweib 
digf,  foi^dern  vielmehr  ist  ^^  der  Praxis  angemessener,  •  die  am 
feanflgsren  vorkommende  Giescbwindigkeit  als  Nbrifnat- Ge- 
schwindigkeit dem  Bau  der  BjBLiinkrfiihmungen  zum  Gründe  znle^eti. 
ü'v.fii  MieoiBum  Bels(^ie4  me  oben  die  äussersten' Gösch^vibdig- 
keiten,  mit  weicher  eine  für  dl»  NQimial''Ge8olrwiBdigkeit  VasdO 
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EaflB  ^nzuriclitende  Bahnstrecke  noch  befahren  «erden  isoll,  die 
'▼Dn/32  lind  28  Fnse»  und  als  änesersteiChrieeeder  VerechiefafOBg 
werde  iii=±l  Zoll. festgestellt,  so  hat  man:    '  i..-.    . 

'  ^^  ^=-+rX     32,2      +  l>5j  =  1097;yns8, 
^,         205,(fc  /282— 30«  .  ^^\      ,«,  «  * 

2)  ^=-irr"(— gp— +'^^y=^*  ^^"«»5 

und  es  dürfen  demnach  auf  der  gei^nnten  .Bahnstrecke  Kr fitn- 
muneshalbmesser  unter  1100  Fuss  nicht  '^uffelasäen 
werden,  wenn  nicht  Gefahr  entstehen  soll,  dass  der  Wagenzng 
die  Schienen  verlässt.    Und  äo  in  ähnlichen  Fällen. 

Aus  diesem  Grunde  werden  also  auch  sqwcU  die  der  Nor- 
mal-Geschwindigkeit entsprechende  Verschiebung,  als  auch  die 
Erhöhung  der  äussern  SchieDenreHie  gegen  die  innere.  In  der 
Praxis  weit  geringer  .  ausfallen ,  als/  sie  oben  im  §.  6.  beispiels- 
weise berechnet  wurden. 


:  :  1 

r 

■••■..      "1. 


i  .,-■.■•  .  ■  I 


■ 

.i:-       ■•  :     ... 

r 
.  .11  ■ 


in  ein  segrebenesJ^retecfe  eliii  ftluillelie« 
zu' '  zelclmeii,  dess^ '  flletteh  nih;  den 
homologren  des  ersteren.  einen  ureselie- 

nen  lirinliel^^  jbUden. 


von  dem 


H^rrn  Doctor  H.  HoffmannL  i 

Lehrer  am  Gjmnasiun  sn  Danslir;**' 


j^>  1 1 1  '     '  :  •       I . 
Aioimir  aiu   «jryjuiuaotuiu  «u  m^aiuuiP 

"■  '  ■  "^        ■  ■  *TJO -' 

■  '...■  •-  •      I 

"••     11  ■  '.  .  i  f     .■  ■    ■  >  .;  ■  u 


Di^e  Aufgabe  bietet  zwei  wesentlich  tod  ehiaider^erschis^ 


dene  Fälle  dar;    wenn  nämlich 

■  ■ 

L    jede  Ecke  des  elnbescbriebenen  DröT^ks  in  d^^leMli; 
seiti»  4®s  gleichen  Winkels  liegt,  und  wenn    '        /  .   '.        ' 

II.    jede  Ecke  des  einbeschriebenea  Dreiecks  in.  Au  Q^pm* 

seite  eines  angleichen.  Winkel»  liegt  • .  .,    m        .   J' j 
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•  l.    Er  $*er    F  m  1 1. 

1)    Geometrische  Aüit5»u'n'^. 


\ 

* 


Gegeben  ist  das  Dreieck  ABC  (Taf.  VIII.  Fig.  1.  u.  2.).  Mao 
suche  den  Mittelpunkt ,  O,  des  umbescbr^ebeneik  Kreises  mittels 
der  drei  PerpendSkel  OJD,  OE,  QJP  io  d«r  IMlitte  der  Dreiecks- 
seiten; trage  an  diese  Perpendikel  in  O  den  gegebenen  Winkel 
ioimer  nach  derselben  Seite  an,  so  dass 


j^DOa  —  ^EOb^^FOe=q> 


.  \ 


und  verbinde   die  Schnittpunkte  ö^  ^,  c  niit  ehiander;    dann  ist 
^tAc  das  verlangte  Dreieck. 

Der  Beweis  zerfilUt  in.  zwei  TJieUe: 

1)  j^abcco^^AßC. 

Da  ^ObE=^OcFz=^Oal},  so  sind  die  Vierecke 

. .  '  ;■'..•■■  (        '       ■         ;  M   '  ' 

•         ■        -  ■  • 

Kreis  Vierecke;   zieht  ^^lD  cl4ker.',hoGK  OA,  OJß,  QC.nnihei^^ijid, 

^OAE=^OCE,  ^OB^=AOAF,  Z.OCD;^^OBD; 

SO  hat  man: 

^OAC=^Oab,  ^OBA—j^ObCy  j^OCB=Z,Oca, 
jlOAB=j^Oac,  ^OBC=^Oba,  Z,OC4F=^^Ocb. 

Addirt  maii  die  unter  einander  stehenden  (xieich^^eni .  so  erhält 
man: 

^CAB:=j;::cab,  j;LABC=Z.abc,  Z.BCA=^bcai    ''^  ' 

.  ■    '         .  '  ■ 
d.  h.  /^ABCco  j^abc. 

■  .  •■.■..■!. 

2)  Die  Neigung  der  homologen  Seiten  ist  s=9)  oder 
^  (B  C,  bc)  =  j^(CA,  ca) = ^  (AB,  ab) = tp. 

Aus  den  eben  benutzten  sechs  GieiclutfigiBn. folgt  auch:: > 
^ Oab=:^ Ocb ,  ^ 06c53?^ Oac,  ^ Oca=:^Oba. 


diobreibt  man  diese  GMchungen 'noch  ;iblg^dermas9en\danu>ter« 

,    :  ^06c='Z</tf^,  ^dcr«=^<>fr*i  >i£©a6sii;;^ 

und  addirt  die  unter- einander  stehenden,  so  IMU^tinftli?'  >o- )      '  ''t- 
Theil  IX-  1» 


^Oa6rh^a6<^^<^Aca,-h^Qac=  1/2, 

jL  Oca  +  -^  ca6  =  ^  a^c  +  20cb=  Iß. 
Daher  ist  O  für  das  Dreieck  abc  der  HuheDpunkt,  rolglieb: 

Oe±ab;  ,,:,.,.   _  .    '  „ßA'fWe.-.i,  ;  ,;  ..  t.v,- ••:: 


da  nun  nach  der,.,C(a)^tradtioa  '•■l.\l^ 

80  ist  auch:  ■  .:  •!•?  '»iM«...!-  i  '•  '■    • 


« I 


Trägt  man  den  Winkel  tp  nach  der  einen  Seite  (wie  in  Taf.  VIII. 
Fig.  1.)  oder  nach  der  attdefn'Sefte  (wie  iüTttil  VIII.  Fig.  2.)  auf  die  an- 
segehepe  Art.^n,  $9  erhält  man  das  Dreieck  a6c?  oder  das  Dreieck 
Vff'&y''  Von  diesen  beiden  LOsnngien  ist'2tt  t>emerk((^n , '  da£»  sie 
congruente  Dreiecke  liefern ;    denn  aus  den  congruenten  Dreiecken 

A  Ö*£^  A  (y&E^y  A  OcP^  A  Ö'c'F';  AHOaJ&aj  A  OVÄ' 

folgt : 

,*     •  ■  ■  ■  ■  '  .  . 

aber  ids' ist  auch :  •'      - 

'^ÄOeisii&'CKc',  ^cöarrZe'O'aV  ^aOb^21ViybF', 

folglich : 

vi  -      ■.        ,  «   ,  ••       • 

bczzzbt'c' 9  cu=c[a',  ab=a'b'; 


d.  h.  Aa*c^A«'^V. 

■»*■'■  .  J     ,      .     :,        '■.■.■  "1     li     ■■   ;i:   ■'■."•V  '•  i 

Von  dwi  Kreisnereek««:         ^ 

O&^c,  OcBa^  QaC6 


X  •     ,    .^    — 


fast  lia'ittiiriteO)  dasi»  die  Radien  der^rnnbeflebiebeaini  Kreisft^eiefc 
sind,  da  nach  einem  bekannten  Satze  die  Radien  der  iSteiae^ 
welche  -ttÄto  ^^^'M^e^  B«lietK«iMi  deh  H5heil|MUikt  legt^  fjLmA 
dem  Ri^^üiVt  de»  timbeschijie^bK«en  Kij^ises  sind.  Wendet  man  dies 
auf  das  Dreieck  wc  und  seinen  Höhenpünki  O  an,  'so  ffiÖgt  dar 
ausgesprochen«' :8aM  oy  .k\uu^^,\*.  .       :......  tjIui:    -iii  j-.üim  l^u 


./l  JiwiT 


j 


/ 
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Fflr  äaM^Jheienk  ABC  koMM  man  den  Salz  so;  aussprecheD : 
Beschreibt  .mao  drer  Krctiee ,  mit  gleichen  Radien,  welche  durch 
den  Mittelpunkt  des  umbeschriebenen  Kreises  und  eine  Ecke  eines 
Dreiecks  gehen  und  liegt  der  Schnittpunkt  zweier  in  einer  Drei- 
eclCBselte,  so  liegen  auch  die  andern  Schnittpunkte  in  den  Drei- 
ecksseiten. 

Oder:-  Wenn  drei  Kreide  mit  gleichem  Uadins  beschrieben 
wetden,  t^on  deben  iedev  durch  die  Ecke  eines  Dreiecks  ^eht 
und  der  eine  die  beiden  andern  in  einer  Dreiecksseite  schneidet, 
so  schneiden  sich  auch  diese  in  einer  Dreiecksseite  und  alle  drei 
In  dem  Mittelpunkte  des  umbeschriebenen  Dreiecks. 

Das  Minimum  der  Grösse  dieser  Radien  ist  der  halbe  Radius 
des  umbeschriebenen  Kreises;  von  diesem  Minimum  können  sie 
bis  in  das  Unendliche  wachsen. 

2)    Trigonometrische   Auflösung. 

§:  i. 

Da  die  Nel^n|^  der  homologen  Seiten  ==;q)  \at,  so  ist 

nnd 

j^Baci=.C—(py  ^Cba^A—tp,  j^Ach^^B  —  tp. 

Hieraus  ergiebt  sich: 

^^~siO®-^^^"^^^'  ^"=^;ä^''^°^^  +  ^^  C&=^?j-jsin(B+9) 
und 

^^^sSS^^**^*^^'  ^«=?5;^ta(^~9>)f  -^*=S{o®*^(^""^^' 

hc  aC'-       üb  \ 

Da  *N''5JJ^=!^iJJ5fg.===jJf^M»  «<>  erhält  man  durch  Addition 

ab       '••':■'  •■■'■■    bc 

^Ä=-^(8in(lC-H>)+«n(C-v)),  BC=^^(Bin(A-i  y)+6in(J-9)), 

s=2ir^GoSf)  =2bcc(mq) 

^  '  1':'-/:  •■  E=.2accos9>.- 

also  .:..'■  ;    s  . . 

4B    •  BC  AC 

2cosg>  2cosa>'  zcos<p 

Sifaititairt»!  inian   diese  'Werthe    in    iüQ.  Ausdrücke    för   «Q;:AI^ 
schnitte  der  Seiten  des  Dreiecks  ABC»  so  erhält  man:.  :  .'  .■  )!•.' 

19* 
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^^-^'2sinOcoaip  '  ^"~  2smAco8q>  '  ^T  9^\nBto^^  [ 

ABsinjO-ip)    ^^     BCsin(A-q>)-  ^^^CJsihjJg-y) 
2sinCco8  9  '  ^8inAQ0sg>  '  .     TT'  2»inBcoaq> 

Setzt  man  in  die  gefundenen  Ausdrfleke  statt  q>  den  Winkel 
360— 9 ,  80  ändern  sich  die  Seiten  aA,  bc,  ac  nicht,  dagegen  gehen  die 
Abschnitte  der  Seiten  AB,  BC,  AC  in  einander  lU^er.  Ffir  q»==dO 
fallen  beide  Lösungen  zusammen.  In  diesem  Falle  ist  das  einbe- 
schriebene Dreieck  ein  Minimum  und  halbirt,  mit  seinen  Ecken 
die  Seiten  des  Dcjßiecks  ABC 

...      111  .   • 
II.     Zweiter    Fall. 

1)  Geometrische  Auflösung. 

\  §•  5- 

Die  Auflösung  des  ersten  Falles  beruht  wesentlich  auf  der 
Eigenschafl:  des  Höhenpunktes  und  des  Mittelpunktes  de.<(  umbe- 
schriebenen Kreises ;  hier  sollen  die  Eigenschaften^  eines  anderen 
Punktes  benutzt  werden,  der  wie  jene  als  Schnittpunkt  dreier 
Kreise  deünirt  werden  kann. 

Beschreibt  man  (Taf.  VIIL  Fig.  3.;  über  AB  als  Sehne  einen 
Kreis,  der  in  A  die  AC,  und  über  BC  einen  Kreis,  der  in  B  die 
AB  berührt;   zieht  dann  die  Scheitellinien  OA^  OB,  OC,  so  ist 

^OAC—^OBA  =  ^OCB=x; 

es  wird  daher  auch  ein  Kreis ,  der  durch  A ,  O  und  Cgelegt  wird^ 
die  BC  in  C  berühren. 

Es  werden  sich  also  drei  Kreise,  welche  durch  zwei  Ecken 
eines  Dreiecks  beschrieben  werden  und  von  denen  jeder  in  einer 
andern  Ecke  eine  andere  Dreiecksseite  berührt,  in  einem  PÜmkte 
O  schneiden,  der  innerhalb  des  Dreieckes  liegt.  Dieser  Punkt 
O  hat  die  Eigenschaft,  dass  die  Scheitellinien,  die  sich  in  ihm 
schneiden,  mit  je  einer  Dreiecksseite  gleiche  Yl^nkel  bilden. 

In  jedem  Dreiecke  hat  man  zwei  Punkte  der  angegebenen 
Eigenschaft,  O  und  O'  (Taf.  VIIL  Fiff.  4),  dereh  gleiche  Winkel 
eine  Wechsellage  haben  und  unter  sich  gleich  sind. 

Um  dieses  zu  beweisen,  wollen  wir  uns  eines  allgemeinen 
Satzes  bedienen,  dessen  Beweis  hier  folgen  soll,  weil'  dieser-ISatz 
zwar  in  C.  Adam's:  Die  merkw.  Eig.  d.  geradl.  Dr.  (S.  VI.) 
vorkommt,  aber  in  einer  andern  Form  ausgesprochen  ist.  Dieser 
Satz  heisst: 

Schneiden  sich  drei  Scheitellinien  Aa,  Bb,  Cc  eines  Dreiedu 
ABC  in  einem  Punkte  O,  so  dass  also  stattfindet: 

Ba.Cb.Ac^Ca^Ab.Be, 

so  schneiden  sich  auch  diejenigen  Sclieitellinien  Aa',  BV,  (k/  hi 
einem  Punkte  O',  fiir  welche  die  Winkeltheile  ihre  Lage  gevrad» 
seit  haben.  ^' 
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Es  fiuden  daun  nämiicb  folgeude  sechs  Proportioneo  statt: 

^BAaiSCAa'  =  AB.AaiACAa'^BaiOi', 
£iCBbi^4Bb'z=:BC.BbiBA.Bb'  =  a.AV, 
J^ACci^BCc'-CA.CciCB.Ci^^AczBe' 

und 

\BAa'iis.CAa^AB.Aa'iAC.Aa=Ba'iCa, 

^CBb':/ikABb=:BC.ßlf';BA.Bb=a':Ab, 

\ACc'i^BCc=:CA,Cc'iCB.Cc=:Ac'iBc, 

Multiplicirt  man  diese  sechs  Proportionen ,  so  werden  diePro- 
ducte  der  dritten  und  vierten  Glieder  gleich,  man  hat  daher  auch 

Ba.Cb.AcxBuf.Cb'.Ac'  =  CQ!.Ab'.Bc'xCa.Ab.Bc, 
oder  mit  Hfllfe  der  Voraussetzung:     . 

;    Ba* .W .Ad^Ca! .AV .Bd , 

d.  h.  die  Scbeiteilinien  Aa!  ^  Bb' ,    Cc'  schneiden  sich  in  einem 

Pankte  O'.     ..  :    ^ 

Für  unsern  speciellen  Fall  hat  man  daher: 

Z.O'AB=j^O*BC=^(yCA  =  x, 

woraus  folgt,  dass  von  den  drei  Kreisen,  welche  durch  je  zwei 
Ecken  des  Dreiecks  und  den  Punkt. O'  gelegt  werden,  jeder  eine 
andere  Sei!e  in  einer  anderen  £cke  berührt. 

Ausser  diesen  eben  bewiesenen  gemeinsamen  Eigenschaften 
der  Punkte  O  und  O'  ist  noch  zu  merken,  dass  die  Theile,  in 
welche  das  Dreieck  durch  die  Scheitellinien  des  Punktes  O  ge- 
theolt:  wird]i  ähalLch  sind;  den  T heilen,  in  weiche  ABC  durch  die 
Scheitellinien  des  Punktes  O'  getheilt  wird.  Denn  als  Summe  der 
Aussen^inkel .  der  anliegenden  Dreiecke  ist: 

Z.AOB=j^{B^C),  ^BOC:^Z,(C+A),  Z.C0A=:4,(Ai^B), 
=  180-^  =180-1?  =180— C 

j^AO'Cr=^4(B+C),  j^ßO'A=^^C+A),  ^CO'B=^(Ai-B); 

=  180—^  =180- Ä  =180- C 

daher:' 

i^AOBcoi^AO'C^BOCcsD^BO'A,  /^COAc\d\CO'B. 

Auch  diese  Dreiecke  werden  noch  in  ähnliche  Theile  getheilt>. 
woraus  folgt,  dass  die  Scheitellinien  in  O  und  O'  sieb  unter  Win- 
keln schneiden ,    welche    den   Dreieckswinkelii  gleich  sind ;    eine 
GffenBchaft,  welche  diese  Punkte. mit  dem  Hrihenpunkte  u^d  dem 
MUielpiinkte  des  uiab^scbriebenen  Kreises  tfaeileh. 


j.'"  :• 
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§.6. 


Der  Paukt  O  fuhrt  nnii  zu  folgender  Aufiosung  des  zweiten 
FaUes. 

Man  suche  in  dem  gesehenen  Dreiecke  ABC  (Taf.  VIIL  Fie.  5.) 
den  Punkt  O  und  ziehe  OA.9  OB^  OC;  trage  dann  an  oiese 
Scheitellinien  nach  der  Seite  des  Winkels  a:  hin  in  O  den  gege- 
benen Winkel  q)  *)  slb,  so  dass 

und  verbindet  et  5  6  und  k  Aiit  einanderV^o  Ist  A«*<^  ^a*  verlangte 
Dreieck.  ■'.'   : 

.  Auch  hier  ist  zu  beweisen : 

1)    j^abcco/^ABC:  ' 

Aus  der  CohWructiöh  folgti  '    '   ' 

^0bA=^0cB=j:10äC=iar^(p, 

Z  OaA:sz^  OhB—  jL  OcC^  180 - (ar+9) ; 
daher 


•  I ' 


Z  ObA  +  ^  OaA=^  OcB+  Z  ObB=^  OaC+ ^  OcC=18a 

d.  h.  • 

ObAtty  OcBby  OaCc 

sind  Bü-eisTierecke.    Man  hat  also 

^0(A=^OAB,  j^Obc=^0BC,  j^qca=Z.OCA 

oder 

Z.Oacz=LXy  ^Oba^Xy  ^Ocb^x\ 

Addirt  man  die  über  einander  stehenden  Gleichungen^  so  findet  man 

^cab=^CAB,  ^abc=:^ABC,  ^bea=z\^BCA, 

was  bewiesen  werden  sollte. 

2)    ^Aba=^Bcb=^Ckic  =  (p. 

Ans  den  Kreisvierecken  CfbAa,  OcBh^  OaCc  folgf : 

^AOa=z^Aba,  ^BOb=^Bcby  j^COc—^Ckic 
oder 

folglidh  auch: 


\ 


I.     r 


■fl«,.  ■        1  .      '      ;      .  I  .  •    ■ 

^'Oer  Bieqnetplichkeit  der  ZeichQnng  wegen  ist  to   WiäML^^.I« 
den  beiden  Fällen  nicht  von  gleicher  Grosso  gSiommen.'  '*'!      J-*'- 


kMSr 


'  *  lo  fiezt^btl^  attf  ^abe  vetdiMt  noch  b«niciikt  iratrerdeijjkddUiV 

ji:Oac=^  Oba=^  Ocb==Xy 

d.  h.  da88  der  Punkt  O  flir  ]h«ide  Dreieck^  il^O^-ttud  abc  die- 
selbe Bpdeiitiing  hat.  .... 

und  6.,  7.  und  8«  auf  Taf.  VIII.  darg^steUt  8in<L    ij»4eiD:ihi«in'  ia> 
Figur  5.  und  6.  den  Winkel   <p,    in  rigur  7.  und  8.  den  Winkel 
360 — q>\üvX  did  tot^^iiwohriebane  V/krtangeirage^A.hat::^  Von  *  diesen 
vier  Losungen  liefern  je  zwei   congruente  Dreiecke ^    indem  /^abc 
(Fig.  6  )  ^  A  «'^'c'  (Fig.  6.)  und  A  a6c  (^"ig.  7.)  ^  A  «'^'c'  (Figi  ft) ' 
Der  B^Yreis^ dieser; beiden  Cpngrueazenie^ /o^gejpder. 

Aus  dei;  .Con^truc^on.^ergj^n  sieh  folgende  A^ljl^ftlichkeiten : 

A^OCooAaOc,  ^BOAcs^jü^ßa,  ^CQBi^^AfObi..     i 
A^'0'C(>oAa'OV,  A^^'^'~A6'0V,  ACÖ'Ä''(>oAc'0'6' 

A^OaooA^i'O'«';  ^BObo^^B'Ofb'}  /SiCOcco^CO'c'. 

Aios  deabeidei^  endtei^n  ergeben  sich  MgendtiiPfoporttoteO!))'    •' 
AC:ac=OA:Oa,  BA:ba=:OB:Ob,  CB:cb=OC:Oc;'      ' 

j4rC:a:c'=&l^it)rä\  '»A':bV=aB:&b\  Cr»ür=z(yc:ac'; 


1 1  •  •- 


und  ans  der  dritten  hat  man: 

OA:  Oa±siO'A':(ya\  OBzOb=OrB':Q'ff,OCt:OcrssiO'C:0'e'; 

woraus  tolgi:' 

AC:ac=A'C:a'c',  BAiba—B'A'iVa',CBicb^CB'U'b'!' 

Da  aber  i 

AC=A'C,  BA=B'A',  CB^CBfi  *" 

so  ist  auch:  '     *  *'• 

ac=:a'c',  6a=6V,  cb=:c'b';      ,-,  ..  .,,:,  .    ,    .r 

was  zu  bfjjreteen  ^ar.^.       .    .      ,^  ^.,,..      , ,-    ,. ., .,  ^,  .„;,. 

2)    Trigonometrische  Auflosung. 

Aus  den  Dreiecken  ÄÖB,  BÖQ  COA  (Taf.  VIII.  Fig.  3.)  folgt: 

OCsma;=:OÄsin(Ä-a:),  -ImI-mI 

0^8ina?=0Csin(C-aj).    f'lnir.n    hi     ..« 


♦'•.'Ml   ■  ■   him 


ZW 

MultipUpitj^^iliWt  :  4ie«Mi    drei:   jGlelc^ungen«   se    ergi^bt   sieb    als 
specieiler  Fall  eines  bekannten  Satzes: 

;      I,  ,flin!43^:?=si|l(i^-r:4:)fi||p{'Ä-ra?)sin(C— 0?). 

Diese  Gleichung ,  scheinbar  von  huherem  Grade'^  ist  in  der  That 
nur  vom  ersten  Grade,  wenn  map  tg^  als  Unbekannte  daraus  ent- 
wickelt. Wir  wollen  folgenden  Gang  der  Entwickelun^  einschla- 
gen/ Dutih- Auf  füsiitog' des  Prodtfetes  reiihts  vom  Gleichheitszei- 
chen erhält  man  ^iubäcMt  •  ' . : 

.  •       ■  si  -i      .••;■■•;      k         ■  '■;  .'.•     :      . 

»sin%=:i«ln(^-4,ar)[cos(Ä-  C)— cos(Ä  +  C-Är)], 

■'•'■.■'■  ^  •  > . .     ■ . 

dann  ""'■•'.'..'.. 

=='1  sli^ii  +B-  C-x) + J  sin  (^  +  e  -  Ä---  X) 

-fsinfi+J»+iC— 3ar)-i8in(J8'^-<7--i^--Ä!)• 
da  aber  ^+**if  felSO,  so  witd     "^ 

,  sin  ^x  +  J  sin  3a: =4  t^in  (^A  +i)  +  sin  (W+x) + sin  (2  C+x)  ] 

= J  cos  X  (sin  2A  +  sin  2B  +  sin  2C) 
.    :  >'4;isloa-<cos2il+c082Ä+co82C). 

Vereinigt <üian;i jetzt -wied^  die  Summen  »  der  Parenthese,    so 
hat  man: 

>  .;sii)'?a:-H«in3a;F:      coso^sin^sinjffsin  C 

—  sinarcos-^cosficosC — isinor 
oder 

: -Oi  i  •  ■  >  *sinaa^^;'|i5Jn&r+:luiina:=     cosorsinüsin  JSsinC 

— 'Sino^cosilcosAcosC 
Nun  aber  ist  bekanntlich: 

sin  3a: = 3  sin  .t:  --  4  sin  'a? , 
also  ■*■  >\    -  •  i  •.     ■    '1      '■  ■  ■     \    • 


-     I 


sin  a:  =  sin  ^a?  +  4  sin3.t:  +  J  sinar. 
Man  erhält  daher:       ' 


■»      ^ 


sino;  (1  -f  cos  A  cos  i?  cos  C)=  cos  a:  •  sin  2I  sin  S^in  d 
und  endlich: 


. .»  ti    ,       ■  '  !  .  :  ■■■  i. «  I  i   ' :  :  (»  ' 

sin  ^  sin  £  sin  C 


sm  yg  ^n  /f  sm  c 

,  °        1  +  cos  -4  cos  i?cos  Cf 

Noch  einfacher  erscheint  der  ^Werth  Oür  die  Cotaneeute,  der 
hier  abgeleitet  werd^'söH>  weil  er  inHer  Folge  eine  Anwendung, 
findet. 

Es  ist  nämlich   < 


2a9 

l  +  cosÄQpa  Bcoa  C=l  +  cos  A  (—cos  A  +  sin  J?sin  C) 

=sin  M  f  shi  i?sin  C^cos  ^4 

==8111  ^ sin  ß cos  C  -f  sin  A  sin  Ccos  £  H-  sinB  sin  Ccos il. ' 

■  ■  •     ■  .  • 

Dividirt  man  diesen   Ausdruck   durch  sin  ^  sin  i?  sin  C,    so  erhält 
man: 

ctga:  ==  cigA  +  ctgB  +  ctg  C 

■1     V 

•  ■  •  ■    .  fö. . 

t ,  3^  einfi^ch  auch  der  asuleUjt  gefundene  Ausdruck  für  ctg ;r  ist» 
so  ist  er  doch  nicht  ffir  die  Untersuchung  geschickt,  wie  sich  ;r 
mit  den  Dreiecki^winkeln  A,  B,  C  ändert.  Um  ihn  fär  diesen  Zwedk 
aniziifonnen».  ttoII^  wir  ctg -4  +  ctg  C  vereinigen  und  erhalten  dann: 


öiAÄ    ■■         .     ^  ''^ 


^*g^=^sin^sin^+^^-^- 


}f,. 


und   wollen    dann  ^=90— JÄ  +  J   und    C=90— JJ?— |  setz^ 
Dies  giebt: 

. sinjg -^ 

''^S^-cos(iÄ-öcos(lÄ+Ö  +  ''^S^ 

_  «inj? 

.'    -        =      •^cosPj^-^-sin^g  +  ^^8^' 

\        j     .  I '  ■  » /       • 

wp.uttf?;4j<lmCiiit.  Es  soll  nuU  zuerst  die  Veränderung  von  x 
tOr  £=0  oder  im  gleichschenkligen  (Dreiecke  untersucht  werden, 
für  welches   .    .  * 

'         sinJ?     ,     ^    „      2(1— C08Ä)     •./ ^  •    >       ::., 
°         cos-'iÄ  '      "  sinB        •     °       .     /  *    :  • 

_2>--C08^ 

sin^ 
ii.-:    Aw.v'.i'/  <..-..  .    .:       .1  .         .1.1      ..         ..    .■  ; 

;i'  xHierauB  fbl^jity  dass  ct^ ar>. ctg jB,  also  ar<JBf9  dass  also  osiiilMil 
kleiner  ist,  als  der  Winkel  an  der  Spitze  des  gleichschenUiges 
Dreiecks,  ferner,  dass  ctg^  immer  positiv  ist,  also  a:  im  ersten  Qua- 
dranten liögt    • "    _- 

Setzt  man  für  B  die  Werthe  i?=0  und  Ä=180,  so  wird  fär 
beide  Werthe  .ctg  a?==oo ,  .t=0;  es  wird  also  zwischen  ß=Ji  und 
i?=180  einen 'Werth  geben/  iur  welchen  o?  ein  Maximum  wird. 
Die  aligemeine  Methode  liefert  dafür  die  Bedingungsgleichung 

.  ■■  .    '..  •  •  ' 

SO  dass  also  o;:  fiir  .das  gleichseitige  Dreieck  ein.Maximiim  wird. 
Man  erhält  nämHeh: 
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■  I  ;    1 . 


...,.,'=^,*.i!jVf1 

Dieses  lleijültat' erscheint'  auch  bei  einer  andern  Betrachtung, 
weiche  weiter  unifenifolg^  soll.    '■■  ^     '    !  =  V»  -'-'x.  ,<- . 

Wir  wollen  jetzt  JETconstant  annehmen  und  in  der  Formel 

si  n  Ji  '  -'  < ' 

I  wachsen  lassen.    Da  angenommen  wurde  C=(90 — 'lÄ) — S,    so 
wird  §  nur  von  0  bis  90 — ^B  odeF  sin|  von  0  bis  cos^^  wachsen 


Fas^  map  id^^Yorl^ergeheiide.  ausainmen^  s^ijl^n  ipsm^fe^kxi^, 
dass  X  für  das  gleichseitige  Dreieck  ein  Maximum  ist  una  um  so 
kleiner  wird,  je  mehr  sich  das  Dreieck  von  der  Regelmässigkeit 
entfernt.  Bleibt  das  Dreieck  gjLeiphscheßklig^!  so  haben  die  Drei- 
ecke einen  gleichen  Winkel  x,  deren  Winkel  an  der  Spitze  durch 
die  Gleichung  ,^      ^  ,:  ,  ,    , ,,  , 

tgll?tgiÄ'=tg^  *)  :=^''. 

verbunden  sind« 

1  .  .     ..    j 

§.  10. 

Für  den  Punkt  O'  (taf.  VIIL  Fig.  4.)  wird  man  einen  Winkel 
X  finden,  welcher  gleich  ist  dem  Winkel/  der  för  den  Punkt  O 
gefunden  tfurde;    denn  mAn  erhält  dieselbe  Bedingiuigsgleidhiang 

sin'a?=sin(^'— *a:)sin(Ä — a^sin(C-^ar),        j:  ■ 

aus  welcher  für  deii •  Punkt  O  der.Werth  ffir  tg:r  und  ctg :r. abge- 
leitet wurde.  \  r.  "  -     .  .     i 

§.  11. 

Um  in  Taf.  Vlll.  Fig.  4.  alles  durch  Rechnung  bestunmt  zu 
hkbeny  «woUem  iwir  die  Wiorthe  der  Scheitellinieti  hlehers^ben. 
Sie  sinds     «'  *-i--    ■•',  . ;.      '■.•'.■:■ 

■  '      OÄ=AB^.  0B=BC'^.  o4a<^     -  :^ 

'■  ■., ,  ■  "H^t^'  **=^lss.  '''k?'^- . ' ;.. 


*)  Den  Winkel  4^'  kann  man  Gonctrniren ,  wenn  man  in  einer  Ellipse, 

deren  Axen  a  und  b  so  bescha£Pen  sind,  dass  — =tg30<';    einen    Dardi- 

■ftMer  M9t  der  Neigung  \B  gegen  die  ^osse  Aue  -«Seht  mi»  d«m  dHi 
«pnjngirten  Dnrchmessor  •acht«    Seine  Neigung  ist  4"^' '  *  '  -  *   •  i  'i  f  1  '■ '  *  ^ :  t ;  * '. 
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mEs  btelbt^im^nocb  übiigi  die  GrSssei  von  OOf^^hesütamen. 
Dies  geschieht  dm  einfachsten  mitteis  des  Dneieeks  BOO^r  M» 
dem  sich  sogleich  ergiebt: 

00'»=ä02+ ÄO'ä—2ÄO.ÄO' cos  (Ä—2ir). 

.  ■    'i  •  i'       '.  ;..•'.  n-    '"11 

Da  jedoch  OO'  in  Beziehung  auf  die  Stficbe  des  Dreiecks  eine 
symmetrische  Function  ist,  so  muss  ^  steh  auch  so  transformi- 
Ten  lassen ,  dass  «iet  ^auch  die  Form  einer  symmetrischen  Function 
hat    Zu  dem  Ende  wollen  wir  setzen: 


I       'in' 


siniff  sm*^    '  sinj&  aia^B 


!  -«,    .      -  ;■,!  ..  ..  '   il     ■» ;       *♦       '      (     '.,{1..       V*^  \ 


mid  ertialteb  däiin :  i    : 


Für  (aln^A  +  Bin^C)  kann  man  setzen  (sin^JS-f  2sin^sinCcos^, 
so  dass 

j:»  ^|yA_4C»gin^^  A.  I  ^sinJsinC(co^^^cos(g-2a:))\ 
w    ■  .     ...  ifin^JB-  -V  siB*jB=        .     i..,-    v.>'l 

•  »  ■     ■    I  1    { I 

oder,  wenn  man  die  beiden  Uosinusse  vereinigt: 


'^'"'i-  IL ■■      _     •         .  ■> : 


^^,      ÄC^SMi^x/^       .   .      sm^smCsin(£f--«ar)\ 

Nun  aber  fanden  wir 

ctga: — ctgJ?=:ctgJ  +  ctgC 

oder      ,  i      .-.  ■■,\  .       ,      -       » •    .  ^\,. 

sin  {B — x) sin  B 


■  n^B%inx  "^siOsinC'  •  -     '    ' 


■ ' 


woraus  sich  ergiebt: 

"V^..      '■'    Sih:<#«kiC8ltt(i?"-^*ar)''    .  ...... 

ÜK^B =«*^- 


Es  wird  daher 

Diese  Form  ist  symmetrisch,  da 

AC  __BA_BC 

AnB     sin  C     sin-^1         ' 

wo  r  der  Radius  des  umbeschriebenen  Kreises  ist. 
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'  Uni  den  Werth  v#n  -Ofy  für  die  logairilAimlsche  BirecliDuiig 
€Siifzurichteii/8^hrißib€n  wir 

00'«=  16r«(i  —  sin  «:r)  8111%, 

und  bedenken,  dass  i=8in30;   dann  hat  man 

OO'*  =  Idi^sin  *a:  (ein  ^— sinajir) 

==i  16r«8in24rsin(30+:r)sin(3Pr-:j:), 


n 


und  eudiich 


•     QO'^ir  ainx\  8iii(30-|-j:)sin(30— x). 


Da  OV  immer  eine  reelle  Grosse  ist,   so  mnss  8in(30— ro?) 
immer  positiv,  d.  h.  :"^V.: 

(  ,  '  ^<M"  =-  _  ._ 

8ein,  ein  Resultat,  welches  mit  dem  §.  9.  gefundenen  übereinstimmt 


'   ^    "    . 


§12. 

.  piö'  Grosse  der  Seäeh  des  einbeschrietiie^en  DreieclbB  (Tat  Vin. 
Fig.  o.  und  6.)  hängf  Tön  dem  gegebenen  Kinkel  q»  ah.  Es  ist 
nämlich: 

AO:ßO=zBO;bfi^CO:cOz=z8m(ai+g>):Miax, 

f  '  .  '  ■  • :  . 

aber  aud^  •. .'  /     ■ 


=:AC:ac=:ßAiba=:iCB:cp^» 


Man  hat  also: 


.  \-. 


8m(a:  +  g))*  sm(a:+9')  sm(ar+9) 

Wird  statt  tp  der  Winkel  360— jp  gepommen,  so  erhält  man 

die  Seiten  der  Dreiecke  Taf.  VIIl.  Fig.  7.  und  8. ;  sie  werden : 

I 


8in(a:— 9)' 


sin(a?— 4>) 


sin(a:~9>) 


'f. 


;t  •'•  s;f    •.iri [•(.«•    if>l»  •!  ,'iv/ 
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•I 


Heber  die  Bestlmmuiigr  eines  Kegrel- 
scliitf tts  durch  fünf  gegehene  Punkte. 

Von 

dem  Herausgeber. 


Die  allgemeine  Gleichung  der  Kegelschnitte  oder  der  Linien 
des  zweiten  Grades  ist. bekanntlich  . 

1)  Ay*  +  Bxy+Ca:^  +  Dy  +  Ea!  +  Fz=zO. 

Wenn  nun . 

die  Coordinaten  von  fünf  gegebenen  Punkten  sind,  durch  welche 
ein  Kegelschnitt  beschrieben  wefdeA  soll ,  so  hat  m&n  zur  Bestim- 
mung der  CoefBcienten  -', 

A,  Ä,  §,  D,  E,  Fi 

'         -  »    _ 

deren  Anzahl  sich  aber,  me  fiüf  der  Stelle  erhelle^,  und  hier  wohl 
kaum  noch  besonder«  erinnert  ku  wefdeA  braucht,  eigentlich  auf  fänf 
reducirt,  d>e  ^Igcn^n  fänf  Gleichungen  des  ersteh  Qrades:. 

^yi«  +  Äar,y,  +  Ori«  +  %,  +  Hr, +F=0, 

2)  ,  \  Äy„*  +  ßx^y^  +  Cx^*  +  %,  +  £:*,  +  F=0, 
Ay^*  +  Bx^y^  +  C»4«  +  ^4  +  Ex^  +F=0, 
^y,a  +  Ä;r8y5+Gr5*+^6  +  £ar4+F=0;    / 

"welche  also  zur  Bestimmung  der  gebuchten  CoefBcient.en  hinrei- 
chen, woraus  daher  Ersichtlich  ist >  dass  durch  fiihf' gegebene 
Punkte  ein  Kegelschnitt  im.  Allgemeinen  vollkommen  bestimmt 
wird,  was  auch  längst  bekannt  ist,  und  sich  in  jedem  .vollständi- 
gem Lehrbuche  der  Theorie  der  Lihien  des  zweiten  Grades  aus- 
gesprochen findet.« 
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So  einfach  und  sich  in  der  That  ganz  ¥on  selbst  darbietend 
dies  aber  auch  bt,  so  ist  mir  doch  nicht  bekannt,  dass  die  obigen 
fönf  Gleichungeir  des  ersten  Grades  schon  wirklich  aufgelöst  und 
die  gesuchten  Coefficienten  ■  durch  die  zehn  gegebenen  Coordinaten 
in  völlig  entwickelten  Ausdrücken  dargestellt  worden  wären,  was 
mich  veranlasst,  eine  von  mir  gefundene  vollständige  Auflösung 
dieser  Aufgabe,  welche  allerdings,  wenn  man  sie  nicht  mit  eini 
gern  Geschick  anfasst,  in  nicht  geringe  Weitläufigkeiten  ftihren 
kann,  in  dem  vorliegenden  Aufsatz^ , mitzutbeilen,  und  daran  zu 
gleich  noch  einige  andesj^  Be^tJt^iwej^^u  knüpfen. 

Zuerst  erhäß  man  aus  den  fünf  Gleichungen  2)  durch  Subtrac- 
tion  auf  der  Stelle  die  vier  folgenden  Gleichuiigen ; 

'  <  ^(y»»-y4«)  +  Ä(^3y8-^4y4)  +  C(V--«^«») }     0 

+  Z>(y3-y4)  +  £(jr,-a:4)i  ' 

Ueberlegt  ma»  aber,    dass  fiberluMipty.  wje.iaan  durch  leichte 
Rechnung  findet:  '  '       '-■'<'. 

(t?2  -  ri«)  (t^i  — Ca)  -  (»1«— Ca^(f>-^»i) 

ist,  so  wird  mati  sich  leicht  von  der  Ricfatigkett  der  i^rei  folgendHi 
Gleichungen  überzeugen:  .     ,  . 

+ ^  {^iyi(^2— •^3)+^«y2(^s— ^i) +^3ya(^i77^2)\ 

+  -Diyi  (^'2  -^s)  +  3^2 (^3  -^1) +^3  (ii  — ära) ) 
+  Z>{ya(«?3  — ^4)+y3(^4— -ara) +^4(^2— -a^W 


"i.-.-     ;.•,. 
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I 

+  Z>|y3(ar4-:.^5)+2^4(jr5--^3)  +^4(0:3— 0:4)) 
Nun  islAbet«  wie  man  leicoi  findet»  allgemein;.    , 

=  (ri  — ra){     M(t?i-ra)(ra~r3)(r3  — ri) 
—  Ml  (»2  —  »3)  (»3 — r)(r — ra) 
+  Ma(r8— r)(r  — ri)(ri— 1>3)    f' 

und  maa  bat  daher  die  beiden  folgenden  Gleic.huifgen ; 

."■     .;■■•  ■  .       •.      -8) 

;,      ^i.,yi,*.(^— ^»)(^S— ^4)(^4-^ 

— ^2*  (^3—^4)  (^4—^1)  (^l-^s)   I  :-''i  '-> 

+  ya*  (^4—*l)  (^t  ~^ä)  (*i^^4) 

— y4*  r^i— ^a)  (^»—^3)  (^s  —-^1 ) 

-^a»^(a:3-^4)(^4— ^iX^i'-^s)  i  v_.o 

-  ar4y4(:ri— ari)(jra-ar3)(a:i—^i) 

+  D\    yi(^a— ^3?(^a.--^4)(^4~^a) 
— ya  (^3  —^4)  (^♦—  ^1)  (^  -  ^s) 

■  ■ 

— y8*(a?4— ^d)(^5-^a)(^a— ^4>  '    • 
\        ..!.  +y4*(ar5— jrj|)(ara— «hX^-^Ta) 

'  "  ■  ■ '  — y6*(^2— ^3)  (^3—^4)  (^4 — ^2) 

'+i5f{      JP2y2(^3^^4)(^4-^6)(^3— ^)    \ 

--^8yi(^4— ^6X^5-:^a)(^»-^^4),  1^—0. 

■    .         ■ .    .    ,  ■       .1 


*.'• 


»•y 


•  I 

+•»1-  y2(^--^^4)(*4-"^)(^*-^) 
Der  KGrze  wegen  wollen  wir  diese  beiden  Gieichongen  darch 


'1 


20« 

V 

bezeichnen  /  wo  äie  Bedeutung  der  Symbole       ^ 

\  p,  9^^  *•*  '^  Pi'  9i»  n 

aus  der  Vergleichung  mit  dem  Vorhergehenden  von  selbst  erhel- 
len wird.        1      ' 

Entwickeln  wir  nun  durch  gewühnliche  Multiplication  die  Grosse 

(pyi*  -  wa*+*^3*  -  *y4*)  (Piy2— qm  +  nyi.  -pvb) 
—{pxy^  -  qiyz^+ny4.^-py&^)  (pyi  —qy^  +»'»8  --*^4)» 

so  erbalten  wir  f^r  dieselbe  nach  einigen-l^chten  Reductionen  den 
Ausdruck : 

1      yxy^iyi—y^)ppi 

I   -y\yziyi-'y^)pqi   \  ... 
+yiy^iyi-ydpTi    ^    ' 
^yiy5(yi-y5)pp       '    ^'    '  '  • 

'   +  y^tyz  iy% — ysXwi  -  nPi) 

,  --yay4,(ya-y4)(^i-^)  .  : 
-i-y^iiyi-yo^pq  . 
+.y3y4(y3'-'y4)("-i--*^i)       ,.  .- 
~y3y6(y8— ys);»»'  ' 

^   +y4y6(y4— y6)p*- 

Nun  ist  aber^    wie  man  ebelkfklls  mittelst  leichter  Rechnung 
findet: 

Wi  -  ^1  —P  (^1  -^  ^4)  (^4  -  ^ö)  (ä?6  —  «a^i) , 

rri  —  sqi  =p  (^i  -  x^)  (0:3—^^)  (a?i^ —^1) ; 

und  für  die  obige  Grösse^   weiche. wir  der  jKv^^  wegen  durch  Q 

bezeichnen  wollen,  erJiält  man  also  den  folgienaen  Ausdruck: 

•   ...  ■  "  ..\* 

7)  e=    />yiya(yi—ya) -(^8-7^4)  (^4-^6)  (^-7^3) 

—Piiiyz  (yi  —yz)  •  (^a--»:^  (0:4^^:5)  (xar-a^ 
+Pyiy4.  ^1-^4)  -'(j^a— -^8)  (^8  ^  ^ö)  (^a— ^a) 

-  pyiy6  (yi  — ys)  •  (^a-^8)  (**  -+-  ^<0  (^4— ^a) 

+pyay5  (y^-^yö)  •  (^1  --afg)  (x^-x^  (x^—^i) 
+pyzy^  0^3  -:y4)  •  (^1  -fa)  (^a-^s)  (^5 — «1) 

-pysys  ÖTa-ys)  •  (^i—a-a)  (x^-^itJix^ — .rj 
+myity4-^ÄX.tari>^ä'a)  (iri  --4^)  (x^  -.arj). 
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Entwickelt  man  ferner  auch  die  Grosse 

-  (pi^2&2  -  ^i^sys  +  n  ^4y4  -  p^öys)  (pyi  -  Wa + **y8  -  ^d 

durch  gemeine  Multiplication,    so  erhält  man   fär  dieselbe   nach 
einigen  leichten  Reductlonen  den  Ausdruck : 

-yiy8(*i-^s)p% 

+»2^5  (^  -  ^3)  (??!  -  rpi) 
-yay4(^*  -^4)  (jTi  -  */^i) 

^  +y3y4(^8-^4)("*i— ^«'i) 

— yayö  (^3-^6)  p»* 
+y4y3(^4~.^ö)p*- 

Führt  man  aber  in  diesen  Ausdruck  der  obigen  Grosse,  welche 
wir  der  Kürze  wegen  durch  P  bezeichnen  wollen  5  die  schon  Tor- 
her  gefundenen  Ausdrücke  von' 

und  auch  für  die  übrigen  Grössen  ihre  aus  dem  Obigen  bekannten 
Ausdrücke  ein ,  so  erhält  man  für  P  den  folgenden  Ausdruck : 

8)  Fs=    i»yiya(«i-arj|).(jrs~ar4)(a?4— arftXara-ars) 

— /^iy8  (^1— ^s)  •  (-^Ta— ^4)  (^4— -^5)  (^5— ^a) 
+ Pyiy Ja?i  — 0:4) .  (ara— ^8)  (^8 — ^ö)  (^5  — ^a) 
-pyiy«  (^1 -^ä)  •  (^a-^8)  (^8-^4)  (^4-^a) 

+ pyaya  (^a— ^3)  •  (^1  —^4)  (^4-^^ö)  (^s—^i) 

-  Py2y4  (^--«^4)  •  (•a^i—'^Ja)  (0:3-^:5)  (a?5-4ri) 

+ Pyays  (^a~^ö)  •  (^1  —^3)  (^3  -^4)  (^4—^1) 

+ ;>y3y4  (^3  -^4)  •  (^1 —^2)  (^a— -^ö)  (^ö— ^1) 

-  p2^3y5  (ars— arj) .  (aTi  -  jr^)  (^a-«»4)  (^4~^i) 
+ Py4y6  (^4—^0)  •  (^1  — ^a)(^a~^3)(^8  — ^1  )• 

Wegen  der  Gleichungen  6)  haben  wir  nun  offenbar  die  Gleichung: 

9)  AQ  +  BP=0. 
]&itwidb:elt  man  femer  die  Grosse 
{pyi^-qy^-^i^—sy^  (pxx^^  -  qi^zyz-^^Tix^^-^pXf^^) 

-  (Piya*-fty8*+»*iy4*-pyÄ*)  ip^iSi  -  ?^«ya + »-^ays— *^4y4) 
TbeU  nc.  ao 


2»8 

durch  gemeine  Multiplication,  so  erhält  man  fiir  dieselbe  den  Aus 
druck : 

+ y^A  (ß^A  -^4ya)(9^i  -^Pi) 
—^3^4  (^3.94  -^4^3)  (r^x  —991) 
-y4y5(^\yb-^6y4)p»» 

und  wenn  wir  nun  wieder  alle  erforderlichen  Substitutionen  vorneh- 
men ,  die  obige  Grösse  aber  der  Kürze  wegen  durch  iS  bezeichnen, 
so  ergiebt  sich: 

10)  iS  =  —pyiy2  (^iya-^2yi)  •  (^8-^4)  (^4  -^5)  (^»  —^3) 

+pyiy3  (^iy3-^8yi)  •  (^—^4)  (ä?*— är»)(Är5-^«a) 

— iPyiy4  (^1^4  -^4^1)  •  (^a-^a)  (^8-^:5)  (^r^r-ara) 

+ pyiyö  (^1  y»— ^6yi)  •  (^»--^3)  (^3  -^4)  (^4 — «a^a) 

-  pyiy8  (^ay8  -^3y2)  •  (^i  -^4)  (^4-^5)  (^5  —^1) 
+P^Äy4  (p^A—^%yt> .  (^1  -^8)  («ii^^»)(^5— ^1) 

-  pyays  (^«y» -^6ya)  •  (^1—^)  (^8-^^4)  (^4— ^1) 

-  py3y4  (^8y  4-^4ys)  •  (^1  -««)  (^«-^sX^s-^-^i) 

+  Pysy  6  (^8y  5  — ^»y3)  •  (^1  -^araX^a-arJCa:^  — arj) 
-Py4y5  (^4y» -^6y4)  •  (^1— 'a'a)(ara--4r3)Ca:8- J^i)- 

Wesen  der  Gleichungen  6)  haben  wiraber«  wie  sogleich  in  die« 
Augen  fallen  wird,  die  uleichung  ; 

I 

Aus  den  Gleichungen  9)  und  11)  ergiebt  sich 

A_     B_D 
P—     Q—S' 

und  man  kann  also  offenbar 

setzen.    Weil  aber  die  drei  Grflssen  P,  Q,   S  den  ftMneintckaft- 
liehen  Factor  p  haben,  so  ist  klar,  dass  wir,  wenn  kürzer 


1    '.  ./ 


.*;■■  I 


_»* 
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12)  P'±s    jriya(^— ^a)- (^8-^4X^4 -^iK^a -«3) 

—yitfs  (^1  -^a)  •  (^2~^4)(^4  -^»)(^4  -^ 

— yiyd  (^1  --^5)  •  (j^2— ^3)(^3— ^4X^4— ^2) 

-  3^2^4(^2-4^4) .  (;rt  -OJ,)  (0^  -a?e)(a?5  -arj) 
+  y2y«  (^-Ä?*)  ♦  (^1  -'a?s)(^»~^4)(a:4--^j) 
+ ^8^4  (^-iP*)  •  (^  --^2)(^2-^5)(a?5  -^1) 

-  ^3^4(^8-  ^4) .  (^i-a!i)(ara-a?  J(a:4-a?i) 
+ »4»  4(^4-««?»)  •  (n--a^  (^2-"a?8)  (4r8-a?i), 

ferner    , 

13)  0^=    yijf2(yi-y2)*(^3-'a?4)(^4-"a^»)(^4— ^3) 

+  yiy*(yi  ~y  4)  •  (^2-'ar3)(a:8  -ar  j,)(a:»— ara) 

—^ly»  (yi  — y*;  •  (^«""^s)  (ors— ^4)(^4— ^2) 

'       '         +yifcy3(y2-^3)-(^i--^4)(ir4--a:J(a?5-ari) 
-        V.        --y^4(y2-y;).(a:i-4:3)(itr3-a:5)(ar5-ari) 

*  +  y2y » (y2^y  5)  •  (^1  — «a^s)  (-^3 —^4X^4  --^i ) 

+ ysy*  (y3 -'y4)  .f^i  — ^2)  02^2— «a?5)(a?5— a?i) 

~  y3y5  (y3  *^»)  •  (^i'-'^2)(^2-^4)(x*—^i) 
+ y  4y  4  (y4  -^y »)  •  (^1  -^^i  (^2-^9X^9  -^1) 

U)  «'=: r yiÄ(^?kW-Ä^i)-<^3--«^4)(a?4-'ar J(a:5--ar3) 

,    +yiyi<aay3— ^»yi).  (^2-^4)(a?»-'ar  ^(0:5— ÄTji) 

v  yiy  4  (^iy47-^4yi) .  (a^--a5,)(ara.— ^5)(ä?4  -ar,) 

+ yiy  *  (^ly  »-^a^iyi)  •  (^^^0(^1  ^ä4)(*»4  --0^2) 
-  y2y  s(^2y»-^3y2)  •  (^1 -^4)(^4-«ir5)(a:5 -xi) 

+ y2y  4(^2y4  —^^y^)  •  (^1  — "a?3)(ara  --i»)(ar5  ~<ari) 
'   './;   ;.j  ~y2y»(^2y5— ^6y2)-C^i— ^8)(«3— ar,)(ar4— OTi) 

.    '»     •  — y^y4(aray4— ^4y«).(ari~;i?a)(ara--a?i)(^5— a?i) 

■       ■  _ 

+ysya(^3.V5— ^sya) .  (^1— ^2X^2— ^4)(^4— «i) 

gesetast  wird,  auch 

15)  A-R,  /J=-C',  />=«' 
Mtsen  kSsnen. 


'.i 


3oa 

Aus  der  Form  der  Qleichune  1)  seht  nun  auf  der  Stelle  aad 

ganz  von  selbst  hervor,  dass  sipn  die  Vi^erthe  von  C  and  E  erge- 
en  müssen,  wenn  respecttve  in  den  Ausdrucken  von  ^  und  Z^die 
Symbole  x  und  y  gegen  einander  vertauscht  viierden.  Setzen  wir 
also: 

1  •    •    i 

16)  B'=:   ^ia?3(3^i-^a)-(y3-y4)(y.4-f5)(y5-»8) 

-  x^ocz  (yi  -y ,) .  O^s-y  4)  Öi4-y»)  (^5  -y«) 

+  ar^a?4  (yi  -y  4) .  (3^-yi)  (y  a  —9^)  (y  *  -ya) 
—^1^.5  (yi— ya) .  (y^-yz)  (si^^-g*)  (y4-ya) 
+ ^2^4  (y2-y »)  •  (yi— ^4)  (3r4— ys)  (y  5  — yi) 

-  a:aar4  (^2-^4) .  (yi -y  1)  ^3r-y  5)  (y5 -yi) 
+  oTaarft  (ya-ys)  -  (yi— ys)  (y^—y*)  (y4— yi) 
+  a:3a:4  (y  i  -y4) .  (yi  -ya)  (y2— »5)  (y  i  ~yi) 

-  ^s^i  (ys-ys) .  (^1 -yi)  öi«-y4)  (y4--yi) 

+  ii?4^5  (y4— y») .  (yi— y2)  (»4-yO(yi-»i) 

und  -  • 

17)  T'  =     ariÄTa  (ariya- j^aSfi)  -  Qf^Z^*)  (&4  -yO  (y » —9O 

--x^xz  (f lys  -a?3yi)  .(y2-*4)Ty4-y»)  Cv»— ya) 

+  a-ia:*  {pciyj.-x^y^ .  (ya— y?)  (yi~y5)(y5  — Äa) 

-  ario:*  (x,y  5  -ar^yi)  •  (y2— y  j  (y«  ~y4)(y4  — y«) 
4-  araar,  (o^ay 3  -araya) .  (yi  -y*)  (y4  -y»)  (y*  — yi ) 

-  x^x^  [x^A-x^y^ .  (yi  —y^Xy^—ys)  (y*  — yi) 
+  ^2^6  i^ü^t-x^y^ .  (yi  -ytyiy^—y*)  (y^—yx) 

+ x^x^  (ar,y4-ar4y  b)  .  (yi  -y2)(y2-y»)  (y»— yi) 

.  —  arsar^  (»»ay  5  -*ar»y^)..  (yi  r»2)(»-y4)  (y*— «i) 

+  ^4a?5  (a:4y5— ar5y4^) .  (yi  ~ya)(y^-y.)  (y, -yi), 

wo  Ä'  aus  P',   7*  aus  S'  durch  Yertausehung  der  Symbole  x  und 
y  gegen  einander  erhalten  whrd,  190  ist  v     .   \.i, 

18)   C^Rf^^z^'P.      .- 

,,..  1.'..... 

Aus  der  Gleichung  1)  geht  zwar  auch  von  selbst  hervor »  dass 
der  Aufdruck  von  B^  d.  h.  di^  Gfusi^ '  QS  ungeändert  bleiben 
muss,  wenn  man  die  Symbole  j;undy  gegen  einander  vertauscht; 
da  es  jedoch  interessant  ist,  dies  auch  auf  dem  Wege  der  Rech- 
nung nachgewieisen  ieu  selben,  so  wolleil  wir  ate^e  Entwickelang 
jetzt  noch  geben.  -..     j  •      v.     :       v 

Zuvörderst  überzeugt  man  sich  durch  ganz  einfache  Rechnung, 
dass  überhaupt  i  '  •     ■  >'  ■ 

(u — tj)  (t? — w)  (10 — t«) 

=-'{üv(ti-rti)  +  t?«o(«J— fr)  -f  Mcu(w—u)] 
ist.    Also  ist  nach  13):  .r,'iu:i\  .'t  n^ix^oi'. 


t4 

1 
I 

1 

i 

J 
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-^iy*(yi  — yJt^a^aCas«— a?,)+a:,a:j(a?,— ar5)+a?5a^(ar5 —^Ta)) 

+^y4(y2— y*)  l^i^»(^i— ^»)+^3ar»(a:3  — ara)+ar5arx(a?5— ar,)} 
'  — yay*(ya— 3r5)(*ia?.(jfi— a?i)+a?3ar^(a?,— a?4)+ar44?i(d?4— OTj)) 

— y8y4(y  a  — ^4)  {aria:^(ari-^a) +a:a^ft(^— «ir6)+a^5a?i  («^5  — ^i)l 
+yay»(ya  — f »)  {^la^^ri  — ara)+Äraar4(^a^^4)+^4ari(a:4— ari)} 
—y^i.iS^'-yi)  {^1^2(^1  — ^+^«^a(^2— '»^a)+^aa:i(4?a--a?i)|, 

und  folglieh 5  wie  Idcht  erfaelieo  wird: 

ö' = -  «1^:2(^1  -^2)  ly  ay  4(ya— yi)  +y  4y  »(y4  ~y  5)  +y  sya  (y » -ya)) 
+ arja?a(ari  -ar.)  {y2y4(y2-"y4)+y4y5(y4-ya)+y6y2(y»  -yi)l 
-a:ia;4(a?j-a:4){y2y3(y2-ya)+yay5(ya— y5)+y5ya(y»~y2)} 
+ xix^{xx—x;)  {y2y3(y2-ya)+yay4(ya— y4)+y4y2(y4— y^)} 
-  araara  (^2-^3)  lyiy  4(^1  -y  4)  +y  4y  »(^4  —yd^y^vx  (y  5  — yi)) 
+a?aar4(x2-^4)fyiy3(3ri-y3)+y3y5(ya-y5)+y5yi(y»-yi)} 
— a?aa?6  (ar2-^5)fyiy  3  (yi— y  a) + y  3y  4(y  a  -y  4) + y  4yi  (y  4  -yi)) 

— ar,a?4(a:a  —x^)  {yiya(yi  -y2)  ^-y^tiy^-yt)  +  y  syi  (ya  -yi)} 
+  ar,jpXar»-a?5)(^iya(yi-ya)+y2y4(ya-y^+y4yi(^ 

-r-  x^^^^xA-rrXt)  (yi^a(3^i  -yi)-ry^i(y2-^iO+ y  3yi  öra  -yi)l ; 

dahe^  Ist  nacil^^^  obigeji  l^gemein^nl^lation: 

V     Q-^  4:iai(ari-ara).Ör.^y4)(y4-y5)(y»-y3) 

.  -f  1^3 fe-^O- (yi-ry^Cy^-ji'O (y5^2^ 

(  )(+fia^4(a:)+ar4).(^a-^^^^^ 

/  .        ,  \  -^1^5 (^i~a?5). (ya-^;yai(ya-y4)>(y4-ya) 

V  v.      • .  /  ^  ^a^'  (^2-^a)  •  (yi  -;^4(y4-y>)  fera-yi) 

,-        \/r-^2^4(^7f«?4).(yi-^8>(y8--ys)^5--yi) 

7  \h  f 2^v(4  V^O .  (yi -yiiöra-y4);^4--3fi) 

/,  .         .*  /1-ara^4(ari-j^a:4).(yi^ya)^2— y»)%»-^i) 

\  .   V  XiX^  (^a  Vor») .  (yi  v-;ya)  (y%—y*)fy*'-^i) 

.  -h  0:4^5(0:^^»)  •  (yi-yya)  (y2-ya)j^a-yi). 

^etslei^h't  man  abet ^diesen  Ausdruck  der  Grösse  Q'  mit  dem 
Ausf^ucke  13)  dieser  Grösse»  so  erhaiet  auf  der  Stelle,  dass  der 
letz^f^.  ungeändert  bleibt»  wenn  man  xlie  Symbolen?  und  y  gegen 
einaiider  vertauscht.      -^  ,-  v 

r "  "'■'       )         )     ■      ' 


( 


^  +^  J  +  C^»+ ^.7  +  E^  +  ^3=9' 


S02 

Weiui  itnch  1^  Vorhetgehei|<)e« 

gesetzt  worden  ist,   so  Int  doch  zu  betnerken^   dass  di^'nur  der 
Kürze  wegeli  geschehen,  und  allerdings  eigeiiflieh  blösa' 

ist.  .''•■■  '^     '  -   '"'  ■ 

Dividireii  wir  nun  abi^r  die  Gleiclfuiig,.|)  durch  y^>...|E(a.  erhai 

ten  wir 

also,  wie  leicht  erhellet: 

Vy/       y  y      \yy       y      y 

Vergleicht  m^n  iiber  diese,  Gleiphung  mit  der  Gleichung  1), 
so  wird  auf  der  Stelle  erbellen,  dass  man' das  Verh$ltntss 

FiC        '• 

aus. dem  vorher  gefundenen  Verhältniase 

A.C=P':R'      ■     '  ■ 

erhält,    wenn  ih^q  in  letztierem  für  die  £tylnbole  .r,   i/  respective 

-,   —  set?t.    Dadurch  ergi^bt  ipich 

'         yiy%\yi    vm \y^    yJ\y\    yJxy^    vJ 

yiy* Vyji  y*/  Vya  y^/\y^  yy\y6  y»/ 

yiy*\yi  y*/  Vya  y%J\y^  yJKy^  y%/ 

iyaVya  ys/ \\yi  y*/ xy4  ys^Vy»  yi/ 

«r2y4  V^  y4/  '  vyi  yJKyu  ^5 Ay6  yi/ 

Tyay»\ya    3(*/  Vyi     y,/Vy3    yJ\y^    yj 

^+ — L.  /"^  ^^'\ ,  /"?!  _  ^V^  _  5i'\  /^^  ^^i'X 
y»y4Vy3     yJ\yi    y^/xy^    yJKvf^    yx) 

yÄysvya    yl/'vyi     ysAy.     yJvy*    »r/  ?; 

y4y5Vy4    yJ\yi    ytAy%    yzJ\y*    mJ 


+ 

yay« 
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•  \ih    ifJ  \y$    jfJXy*    sfJKffk    y^j 


yi»»\yi    y»/  Vy»    yJ\y^ 

y4  Vyi     ^4/ '  \y%    yj\y% 


9i 


y«/ 

--) 

y»y.  Var.    ya/  Vyi    yJ\i/*    y»/\y»    »i/ 


yiy»  \yi    y»/*\y«    y./\yj 


yj\yt 
yZ/Vyl 


yj  \yi 
y«y4  Vy»    y4y  Vyi 


X%X\f\ 

y«y4  Vy« 
y2y5  Vy« 


ys/Vy.    y»/Vyft    yi/ 

iyi._iyi._i) 

y8/Vy8    y^/Vy*    yi/ 
ys/Vy»    yi/ 


ys/vy? 

""yi/vy« 
yaysAya    y«/'Vyi    yf/Vy«    y4y\y4    yi/ 

ya/Vyi 


y4y5  Vy4    yj\yi    y^J\!ß%    yJ\yi    yJ 


Maltiplicirt  man  nun  die  beiden  Glieder  des  zweiten  Verhält- 
nisses mit 


yi^y^^y^^y^y^^^y 


so  erhält  man : 


Fx  C=     (^ly,— ar^yi) .  {xzy^—x^y^)  {x^y^-^x^y^)  {x^y^—x^y^ 

—  (^yt— ^ayi)  •  (^«y4— a:4y9)  (^Ay^—^f^yd  (p^ty%—x^yt 

+  (a?iy4'--ia?4yi) .  (aray,- JTtya)  (a:4.ya--<r5yi)  (.i?6y2---3?iy6 
— (^iy»-^a?6yi) .  (^«ys— ^lyO  (x^y^—x^y^)  {x^y^—x^y^ 
+  (^«ya— ar^y«) .  (^iy4-^4yi)  (^4^5— arsy*)  (^»yi— ^ly» 

— (^»y4— ar4y,) .  (^i^^a— a:,yi)  {x^y^^x^y^)  (p^tyi—Xxy^ 
+  (P^^y^sßiy^) .  (^lya— arayi)  {x^y^—x^y^)  {x^y^^x^y^ 
+  i^zy^r-x^yz) .  (x^y^—x^yx)  (.x^y„—a:^y%)  (x^yi-Xiy^ 

,— C^ay»— ^5^3) .  (^ly.— ^2yi)  (A»y  4—^4^2)  (ar4yi— ^1^4 
+  (^4y  5—^:5^4) .  (^lya^-^ayi)  (ß^y^—oc^y^)  (x^yi^xiy;, 

:  xix^  (yi— y«) .  (y 3— y4)(y4— lys)  (y^—^i) 
—^1^3  ^yi— ya)  •  (y^^-yOiyA'-ys)  (y»-^a) 
+ ^1^*4  (yi-y*)  •  (yt— y»)(yi— ys)  (y»— y«) 
—^i«*  Cvi— ya) .  (y«— yaXya— y4)  (y^—y^)  . 
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+  xtX:^  (ya— yd)*'(3fi— y4)(y4"-»»)(y»-^i) 
+  w^Xi  (y*— y »)  •  (yi  — yaXy  a— y4)(y4— yi) 

+  Jr3a^4  (yz'-y^  •  (yx— y^Xy»— y6)(y»— yi) 

— a?>5  (ya— y  5)  •  (yjL-- ya)(i(»-y4)  (y4— yi) 
+  ar^ari  (y4— yO .  (yi— y«)(ya-^i)  (y»— yi) 

d.  i.  iiach  X6),  weoo  wir  ^.' 

19)  17=    (ariy,— a?«yi)r(4?ay4-^4y8)(^4y6— ^»y4)(^öy3— arays) 

— (^lys— «8yi).(^ay4-"a?4y2)(^4y5— ^5y4)  (^sy.— ^»y*) 

+  (^iy4-^4yi)  •  V«y8-^3y2)^'^3y6-^»ya)(^*ya'-^«y») 

— (^i^6-^^»yi)  •  (^ays  — ^3y2)(^3y4— ^4y3)  (a?4y2— ^««y*) 

i   +  (^ayjB— ^3y2)  •  (4y4— ^4yi)  (f 4yö-^*y4)  (^^yi  — ^lys) 

^  —  (^«y4— ^4ya)  •  (^lys— ^syi)  (^sy »— ^ay3)(^6yi-^xy  *) 

+  (^a^5— ^6ya)  •  (^lya  -^3yi)  (^3y4— ^aJITs)  (^4yi— ^iy4) 

+ (^sy*— ^4y3)  •<^iya-^>yi)(^2y  6— jp»ya)(^Äyi— ^ly  5) 
-  (^3y6— ^»ys)  •  i^ay?— ^2yi)0^2y4— ^4y«)(ar4y;  —oriy^) 

+  (a?4y  .^a?5y  4) .  (^lya-arayi)  (^2y3— ^y*)  (^«Wl  -^ly») 

l 

setzen: 

und  weil  nun  nach  dem  Obigen  C=R'  ist^  so  ist 

20)  F=  ü'. 
Also  sind  jetzt  alle  secbs  Coefl&cienteD  der  Gleichung 
Ay^+Bxy+  Ca:^+Dy+Ea:+Fz;=0 

des  durch  die  fünf  gegebenen  Punkte^  deren  Cootdinafen  at,  yi ; 

^a»  ya;  ^8,»  ya;  ^4*  y4;  ^0*  y6  sind,  gehenden  Kegelschnitts 
durcn  die  Formeln  15),  18),  20)  mit  Bezug  auf  die  Formeln  12), 
13),  14),  16),  17),  19)  vollständig  bestimmt..    "    \. 

Wenn  sechs  Punkte  in  einem  Kegelschnitte'  liegen  sollen,  so 
denke  ^aq  sich  den  einen  derselben  als.  Anfang  der  Coordinaten 
angenommen,  und  bezeichne  die  Coordinaten  der  fünf  anderen 
Punkte  wie  vorher  durch  ~ 

^j^yi;  ^a^  y?;  ^3»y3?  ^4,  y4;  ^t?  ys- 

Ist  nun 

* 

ily*  +  i?a:y  +  Gl?«  +  Z>y  +  £a:  +  ^=0 

die  Gleichung  des  durch  die  sechs  segebenen  Punkte  gehendeo 
Kegelschnitts,  so  erhält  man  natürlicE  für  . 


SOS 

A,  B,  C,  p,  E,  F 

I 

dieselben  Werthe  wie  verber,  weil  Aeeer  Kegelschnitt  durch 
ie  fünf  Punkte 

i^i9i)f  (^«y«).  (^ays)»  (^4^4)»  (^ty») 

geht  Well  derselbe  aber  auch  durch  den  als  Anfang  der  Coordi- 
naten  angenommenen  sechsten  Punkt  gehen  soll»  so  muss  die 
Gleichung 

auch  für  :r=0,  y=0  erfiillt  sein^  d.  h.  es  muss  F=0,  folglich 
oach  dem  Vorhergehenden 

21)  0 = (oriya— ^ayi)  •  (^3y^-'^4ys)(a!4y!,—a:,ffi)(x,y^'-x^^) 

— (^lys— ^8yi)-(Ä?ay4-<P4ya)(^4y»— •»6y4)(^5ya-^2ys) 
+ (^ly*— ^4yi) .  (^»ys— ^Dya)(^yd— ^fty8)(^öy2-^2y6) 
— (^iy5-^5yi)  •  (^«^-^8ya)(^8y4"-^4y3)(^4ya--'«^2y4) 
+ («a^aya-^sya)  •  (^iy4— •^4yi)(^:fcy5— ^öy4)(^öyi-^iy5) 
-  (^^4'--»4ya)  •  (^lys— ^8yi)(aray  5— ^öyaX^öyi  -^ly  0) 
+ (o^ay«— ^öy«)  •  (^iy8--^8yi)(^8y4— ^4y3)(^4yi-r^iy4) 
+ (^ay  4— ^4y8)  •  (^iya-^2yi)(^2y6— ^öyaX^öyi— ^lyö) 

— (Ä^ayö— ^öya)  •  (^lya— 'arÄyi)(^ay4— ^4y2)(^4yi— ^iy4) 

^    +  (^4yö— ^öy4)  •  (^lya— 'a:«yi)(^ay3— ^8ya)(^iiiyi  -^lya) 

sein,  welches  also  überhaupt  die  Bedingungsgleichung  ist^  die 
Statt  finden  muss,  wenn  die  sechs  g^egebenen  Punkte  in  einem 
Kegelschnitte  liegen  sollen. 

Wenn  wir  die  sechs  gegebenen  Punkte  durch  Mq,  Mi,   M^ 
Jß^9  -^45  J^5  bezeichnen,  und 

Mq9  Mi,  Mk 

der  Punkt  M^  und  zwei  beliebige  andere  Punkte  Mi  und  Mh  die- 
ses Systems  von  sechs  Punkten  sind ;  so  ist  nach  Archiv.  Tbl.  HI. 
S.  26$.  unter  Voraussetzung  rechtwinkliger  Coordinaten 

Xiyh—*xhyi 

der  positiv  oder  negativ  genommene  doppelte  Flächeninhalt  des 
Dreiecks 

ilfo  Mi  Mky 

jenachdem  man  sich  5  um  von  dem  Punkte  M^^  durch  den  Punkt  M^ 
zu  dem  Punkte  Mh  zu  gelangen,  nach  derselben  Richtung,  nach 
welcher  man  sich  bewegen  muss,  um  von  dem  positiven  Theile 
der  Axe  der  x  durch  den  rechten  Winkel  {pry)  hmdurch  zu  dem 
positiven  Theile  der  Axe  der  y  zu  gelangen,  oder  nach  der  ent* 
gegmigesetzten  Richtung  hin  bewegen  muss.    Bezeichnen  whr  also 
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Oberhaupt  den,  jeDachdem  man  sich,  um  von  dem  Punkte  Mq 
durch  den  Punkt  Mi  zu  dem  Punkte  Mh  zu  gelangen,  nach  der 
^en  oder  nach  der  an^rh  Seite  hin  bewogen  mnss,  posUir  .oder 
negativ  genommenen  einfachen  Flächenmhalt  Ak»  Dreiecl» 
M^MiMh  durch 

^o,f,*; 

%9  ist  nach  21)  offenbar 

22)  0=  ^O'l'S*  ^0'3'4*  ^0»  49$  *  ^0' A*8 
— '-^0*  1*  8  •  ^0»  %»  4  •  ^0»  4*  6  •  ^0*  •*  a 
+  ^0»1»  4  •  ^0>a>3  •  ^0»8»  Ä  •  4»  Af9 

—  ^0>  1>  0  •  ^0>  2»  8  •  ^0»  3>  4  •  ^0'  4»« 
"t"^0>a>3"^0>l>4'^0»  4»ft'^0>5«i 

—  <^0*a»  4  »^O»!»  8*  4)>8»&  •  4»  ö»l 
+  ^0529  6  •  ^0»  1»  3  •  ^0>  3>  4  »^O»  4«1 
*r  ^0»  3>  4  •  ^O»  1>  2  •  ^0>a?  •  •  ^0»  •?  1 
"^  ^0>  8>  ft  •  ^0>  1* 2  •  4)» 2»  4  •  ^0»  4>  1 
*t*  4o>  4»  a  *  ^0>  1»2  •  ^0»  2>  8  •  4)»  li  1 

die  Bedingungsgleichung,  dass  die  sechs  gegebenen  Punkte  in 
einem  Kegelschnitte  liegen. 

Das  Gesetz,  nach  welchem  die  Glieder  dieser  Gleichung  ge- 
bildet sind ,  fällt  auf  der  Stelle  in  die  Augen  und  wird  hier  einer 
weiteren  Erläuterung  nicht  bedürfen. 

Welchen  der  sechs  gegebenen  Punkte  man  fSr  den  Pvnkt 
Mq  setzen,  und  in  weicher  Ordnung  man  Oberhaupt  die  sechs  ge- 
gebenen Punkte  nehmen  will,  ist  natürlich  ganz  willkühHich^  was 
hier  ebenfalls  nicht  weiter  erläutert  zu  werden  braucht.  Die  obige 
merkwürdige  Gleichung  findet  ganz  allgemein  fSr  jede  sechs  Punkte 
eines  Kegelschnitts  Statt,  in  welcher  Ordnung  man  dieselben  auch 
nehmen  mag,  und  enthält  daher  zugleich  eine  merkwürdige  allge- 
meine Eigenschaft  der  Kegelschnitte.   ' 

Welche  Bedingungen  erfüllt  sein  müssen,  wenn  der  durch 
die  flinf  gegebenen  Punkte 

\(p^iyi)»  (^2^2)*  (^3^3).  (^4^4)*  (^ö^d) 

fehende  Kegelschnitt  eine  Parabel,  eine  Ellipse  oder  eine  Hyper- 
el  Hein  solf,  kann  hier  als  aus  der  allgemeinen  Theorie  der  Linien 
des  zweiten  Grades  hinreichend  bekannt  vorausgesetzt  werden,  und 
soll  für  jetzt  der  Kürze  wegen  hier  nicht  weiter  ausgeführt  wer- 
den, wenngleich  sich  uns  hierdurch  noch  Gelegenheit  zu  manchen 
andern  Entwickelungen  darbieten  wütde.  "" 

Eine  der  obigen  ähnliche  Bearbeitung  der  Aufgabe,  darcbBenp 
Punkte  im  Ranme  eine  Fläche  des  zweiten  Grade«  zu  legen,  und  dld» 
EntwickelungderBedingunjI^gleidiung,  welche  erfÜilll  sein  mnss,  weiii 
sehn  Punlde  im  Räume  in  mier  Fläche  des  zweiteti^rlides  Ib^ti  sei* 
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leo^  oder  wenn  sich  durch  zehn^egdbene  Punkte  im  Räume  eine  FIfidie 
dts  zweiten  Grades  le^en  lassen  soll,  hoffe  Ich  der  Torliegenden  Ab- 
handlung über  die  Linien  des  zweiten  Grades  späterhin  nachfol- 
gen lassen  zu  können.  Vielleicht  aber  findet  sich  auch,  was  mir 
sehr  lieb  sein  soll,  einer  der  geehrten  Leser  des  Archivs  durch 
das  Obige  veranlasst,  die  genannte  Aufgabe  über  die  Flächen  des 
zweiten  Grades  nach  einer  ähnlichen  Methode  zu  bearbeiten,  wie 
oben  die  einfachere  analoge  Aufgabe  über  die  Linien  des  zweiten 
Grades  bearbeitet  worden  ist.  Sollte  mir  vielleicht  ein  desfallsiger 
Aufsatz  zur  Einrückung  in*s  Archiv  gütigst  mitgetheilt  werden,  so 
werde  ich  flir  dessen  möglichst  baldigen  Abdruck,  wenn  er  mir 
überhaupt  8einera(  Zwecke  zu  eotsprecnen  scheint,  Sorge  tragen« 


Zur  Theorie  des  Intei^anograrlthrnns. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  0.  Schlo  milch 

.  an  der  UniTenitat  zH ,  Jena. 


Unter  die  bemerkenswerthesten  ISigenschaflen  des  Inte^;ral- 
logarilhmus  darf  man  vielleicht  die  folgende,  wie  e^  scheint,  no9h 
nicht  bekannte  zählen,  dass  sich  die  Oifferenz 


immer  in  eine  Reihe  von  der  Form 

verwandeln  lässt,  wobei  jedoch  die  CoefBzienten  P  fi3r  positive 
und  negative  u  nicht  dieselben  sind.  Uro  diess  zu  zeigen,  gehen 
wir  von  der  Aufgabe  aus,  die  Funktion  c«t^i+*  in  eine  nach  Po- 
tenzen von  X  fortschreitende  Reihe  zu  verwandeln,  wovon  die 
LOfiong  sehr  leicht  ist,  wenn  man  in  dem  Taylorschen  Theoreme 
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/(i^*=±:e«T«  und  «i;=l  nimmt  Es  wird  dann  «toter  Anwenduiig 
eipec  Formel,  welche  ich  in  meiner  Differenzialrecfanung  S,;9o; 
bewiesen  habe, 

woraus  fiir  z  =  l  und  nach  Division  mit  1.2.3....n  folgt,  dass  der 
Coeffizient  von  x^y  den  wir  mit  Q^n  bezeichnen  wollen,  durch  die 
Formel 


^*"—2.4.6....(2«)L 


«(/i— 1)  1   .  (n+l)n(n— l)(n— 2)  ^ 
2       'a^  2.4  a« 

(7i+2)(n+J).,..(w— 3)    1 


2.4.6 


> ]         ^^) 


auseedrQckt  wird,  und  demnach  för  die  so  bestimmten  Wertbe  von  Q 

oder  wenn  man  j?^  für  o?  schreibt: 

e»VH^  =  Qo  +  Q«a?a  +  Ö4a7*  +  ö«a?«+....         (2) 

Ist.  Die  Gränzen  für  die  Gültigkeit  dieses  Resultates  sind  leicht 
mittelst  des   Caucby'schen   Theoremes  a  priori  abzusehen.      Die 

Differenzialquotienten  der  Funktion  «V  1+^*  sind  nämlich  BirQche, 
welche  verschiedene  Potenzen  von  \-\-x'^  zu  Nennern  haben  und 

daher  für  jt:  =  1 . V  — 1  unstetig  und  unendlich  werden;  es  niuss 
daher  der  Modulus  von  x  kleiner  als  der  Modulus  1  desjenis^n  x 
sein,  för  welches  die  Discontinuität  eintritt  Die  Gültigkeit  der 
Gleichung  (2)  ist  daher  an  die  Bedingung 

1>  mod2r>  —  1 

geknüpft.    Diess  sieht  man  auch  leicht  a  posteriori  ein ;    nähme  man 

z.  B.  xz=iQ.-\-to)^ — 17  wo  CO  eine  positive  Grosse  ist»  so  würde 
die  linke  Seite  in  . 

gaV  4a4-a>»  V^=:cos[aV  2(ö  +  ß)«]  + V^=Isin[aV^2c»+»«J  ' 

*  ■ 

übergehen,  und  da  die  rechte  Seite  reell  bleibt,  so  würde  dweb 
Vergleicbung  der  reellen  und' imaginären  Partieen  das  vuUig««b-r 
surde  Resultat 


sib[aV2w  +  a)«]  =  0 


.  \      \ 
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heranskommen.  —  Differeoziren  wir  nun  die  Gleichuog  (2)  nach  ar, 
so  ergiebt  sich  ffir  l>mod;r> -^1 

und  diese  Gleichung  Werde  Seite  ffir  Seite  mit  der  folgenden  mul- 
tiplizirt: 


2        —^+1.2  + 1.2.3.4+ ••• 
Man  findet  so  ohne  Schwierigkeit : 

2VH-a;«'-  ^  ■*       [      (4) 

= /?o  +  Ä2^*  +  Ä4:r*  +  ÄöO?«  + .... 

wobei  die  Werthe  der  mit  R  bezeichneten  CoefBzienten  durch  die 
Formel 

••"'•' 1.2. 3....  (2»)"      ) 
bestimmt  werden.    Setzen  wir  ferner  in  der  Formel' •(%) 

also 

^^ 1  11  

so  wird  2Vl+a:*=ie  +  -,  a:=s-(i« ).  nnd  hiemacb  ergiebt  sieb 


'  u 


und  nach'\  beiderseitiger  Multiplikation  mit 

(l  +  ^SH=i(i»+i)Si. 
i*it4  ans  der  vorigen  Gleicliung't 


;    ■       ' 
■  ««   • 


I- ;       !•'  :* 
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J[e-+«*iaii 


=a+J^s«[|^^^-§(«-^)*+t(«-^)^-^....] 

Nach  der  Definition  des  Integrallogaiithmos  ist  niin  bekanntlich 

/*^  e» = K  (e»)  +  Const  / 

woraus  fSr  zsaic  und  z=—  folgt: 

j 
■  1 

Diese   Formeln    kann    man    zur   Integration   der   vorhei^henden 
Gleichung  benutzen;   man  erhält  so: 

'  "\     a[/i{c«»)— /i(e»)]  +  Const. 

Dte  Gültigkeit  dieser  Gleichung  i^t  an  die  GrSnzen 

V¥+1>M>V1— 1  (7) 

gebunden 9  wie  man  sogleich  bemerk^  wird,  wenn  man  in  die 
leichun^  (6)  die  Gränzwerthe  -f  1  und  — 1  flir  j?  einführt  Neh- 
men wir  m  der  vorigen  Gleichung  u=l,  wodurch  die  Bedingmug 
(7)  etfiaUt  bt,.  so  erglebt  sich  C=0,  und  wenn  wir;  ':   /     ;  i.  / 


^?8»  w% 


setzen,  so  ist  jetzt 


•'    .    .      -  .-..■;, 


a 


1  11  11  1        I® 

wobei  noch  die  Bedingung  (7)  erfüllt,, sein  fnnss,  ^ßr.  fKoKfm  mi, 
die  beiden  Spezialisirungen  azs+i-  und  a=— 1  untersucheiri,  Sw 
die  erste  ist 
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1         11         11         1       M®> 

und  Bach  dem  Früheren 

0„= g—    ri      "(«-!)  .  («+l>(«-l)(n-2) 


iV-»-2»^,L(2«)<MT— 17^ +-+1.2....(2n-2)J  ^"> 


,(2w— 2). 
Ffir  fis:l,  2,  3*,  ^..i  geben  diese  Forsiebi  eehr  lisicht: 


2.4.6**-' 


e  4«         ' 

Pi=<r,  ''8  =  27i'  ^•==2  4.6. d'— 

Nnnmi  man  dagegen  in  No.  (8)  a  negatir,  so  iwird 


fi(e-^)-/t(c'"") 


1 1 


=r^i(«-i)+^i'.(»-^)»+g^n(«-^)»+ 


(12) 


and  dabei  ist 


1 

OL. ^~'^'^  n  f  "^""^>  I  (g-friMw-iKw-g) ,     1    /„v 

*'«"— 2.4....(2«)L*+      2      +  ^4  t-J     ^"' 

>ri  =-^J(2«)  «?^ + ^^i:^^+...  +  j^^  (ii)f 

Hiieravs 'findet  man  leicht 
•     1-  11  11  71 

_l    __     1    1    „       !io   :  1 
''1=7.  n — 0"'e ' :*^~2.4.6.d'7»-' 

a]s<»  ffiuDiz  andere  Werthe  för  die  Coeffizienten.  Man  sieht  hier- 
at£i>  das«  cUe  Formel  (9)  nicht  fär  ne^gative  u  in  Anspruch  senom- 
men  weiden  darf  ^  weil  sie  dann  ein  von  dem  in  (12)  verzeicnneten. 
ganz  Terschiedenes  und  desshaib  falsches  Resultat  geben  würde;  *} 

.  i 

2  Beispiele  dieser  Art  widerlegen  die  Deklamationen ,  die  man  noch  Ue 
über  die  allgemeine  Gültigkeit  der  Taylorschen  Formel«  filier  syn- 
taktische Geheimnisse  etc.  hört,  am  allerbesten.  Wäre  die  Taylortdie 
Rtihe  allgemein  richtig,  «o  müsste  es  auch  die  Formel  (9)  sein,   sie  müMt*' 


912 

Zu  der  Fonnel  (]!2)  kann  man  übrigens  auch  noch  auf  ein^m 
anderen*.  Wege  gelangen,  d^r. durch  seine  Kürze  bemerkenswerth 
ist.  Bezeichnet  man  nämlich  mit  T  den  unbekannten  Werth  des 
Integrales 


/ 


Q  X  t 

der  offenbar  nur  von  t  abhängt ,  so  ist 


Arctan-rSiP  ...     (16) 


_      /*^  cosar  ^_ 

und  der  Werth  des  Integrales  rechts  Ist  nach  «iner  sehr  bekannten 
Formel  =—  ^e-^,  mithin  2'=— n;  1  J^^  o^^r 

—  2"/  ^«~^+Const=  /  --  -^Arctnn^3;r, 

was  aber  nur  für  positive  t  gilt,  weil  die  so  eben  benutsts  Inte- 
gralformel nur  für  solche  t  besteht.  Setzen  wir  t=^x,  ;f=QO  und 
subtrahi^en  die  beiden  so  entstehenden  Gleichungen ,  so  wird 


also  auch:  für  negative  U  gelten,  was  gegenüber  der  Oleicihiihg  (12)  zu  Renil- 
talen  wie  — tf=~-  fahren  würde.  Die  Sachte  ist  aber  sehr  ^inffl^K,  Wer 
eine  Gleichung  Ton  der  Form 

Mnschireibt ,  der  sagt  eigentlich,  ich  will  eine  Parabel  ^=i4o4'^i^4'^s^*~f'*^ 
i^onstmiren ,    die  sich,  möglichst  genau  an  eine  gegebene  Curye  y^^f(ßy  an- 
ifchllesst  und  zwar  uni  so  genauer,  je  hiöher  der  Graduier  Parabel 'ist*    Bine 
Parabel  verlauf I   aber   immer   stetig,    daher   kann    ihre    Identität  (Deckmig) 
mit  der  Curve  y-^-f^x)  nur  so  lange  statt  finden,    als  die   letztere  ebenfaUe 
stetig  verläuft;    tritt  also  z.  B.   für  X=zi   eine   Disconlinuität  in  /Xir)    ein, 
so  hört  an   dieser    Stelle  die  Identität  zwischen  y^f{x)  und  ^=ilo'f*iti«P 
-f-^9^*-|~«**"  <^^^>    wenn  sie  vorher  beslanden  hat,  .weil  sich,  eine   unstetige 
i^id  eine  stetige  Curve  uidit  durchweg  decken  können.    lieber  :r={  Kia» 
aus  giebt  ^  =  ilo~l~^i^4'*«**  ^®  Fortsetzfug  der  Parabel,  aber  nicht  der 
Curve  p=zf(x)j  und  beide  Grössenformen  haben  gar  keine  Beziehung  mehr 
mit  einander,    weil  es  uuSefthlige  Curven  y=zf(x)  geben  kann,    vreldie  für 
xKtii  identisch  sind,  für  X=(  unstetig  werden,    aber  für  X^S  ganz  will- 
kührilch  und  tou   einander   verschieden    ir erlaufen.     Es   JiMk'^nnh  ^r  l\m- 
eint^eten,  dirss  diie  Funktion  |r=:/'(^)  stetijc  bleibt  vond^t^-^QD  Mitljps±Jf^^ 
und'  vteudraöf  "hUw^xz-^wS  aber  bei  f  diskontinnirUch  MttA^  dmi^^jUht'.m. 
zweiivensckredene  iParabeln ,  -welche  mit  den  beide«  iKw^igen  Tfm«|rc7/9(l^.' 
zusammenfallen,    also    zwei  ganz  verschiedene  Reihen  für  f(xi)j    jenachdoe 
X^S  oder  X^{  ist.      Diess  haben  wir  in  unserer  Betrachtung,    denn  ü(y) 
ist  eine   an   der   Stelle  t;  =  l    disfontinnirlic^e   aber   sonst  ftf|ti|^e  Fniiktiim« 
und.  daher    also    die    doppelte   Rei^enfornw      Diese  Bemerkong  Ube^ijMlL 
ii^rigens  leicht  auf  den  Fall  ausdehnen,  dass./(;p)  mehrmali. ^ dtKiM^f^ttfife^^y*^ 

Viyi.,.  •  '   '    i:    ^ 


3t3 

tlieraus  ergiebt  sich  leicht 

und  weoD  man  für  V^2  +  l>i«> V¥— 1,  wo  immer 

•  ■  # 

'ist,  den  Arctan  hi  eine  Reihe  vef wandelt»  so  wird 

ß(e-»)-n/i(e""«) 

worin  die  Grossen  J  durch  die  Formel 

bestimmt  werden»  wobei  das  Integral  f<ich  leicht  näher  ansfubren 
UUst. 


/■ 


Heller  die  hSlieren  Differeiusialqiiotleii 
ten  der  Potenzen  des  Cosinus.  . 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Schlö  milch 

an  der  UniTersität  zu  Jena. 


yj . 


man  mehrmals  hintereinander  den  Ausdruck  cosA'^r, 
' j»-  ifindeft  man  leicht;  dass  die  Differenzialquotienten  gerader  Ord- 
nung unter  der  Form  stehen: 

Theil  IX.  21 
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^ftfi  QQß  ß^ 


+ -42fiC08A*-^ar,  (1) 


worin  A^^  A^^  A^^  A^  etc.  gewisse  rein  nnmeriscbe  Coeffizienten 
bedeuten  y  welche  nur  von  ft  und  n  abhängen.  Da  man  ferner  jeden 
Differenzialqudtienten  ungerader  Ordnung  dadurch  erhält»  dass  man 
seinen  Vorgänger »  der  gerader  Ordnung  ist,  noch  eitimal  differen- 

zirt,  80  ist  ,kiar,  dass  zur  Entwiekelung  von  — -^^i^ —    überhaupt 

die  Entwiekelung  des  Falles  iit=:2n  hinreicht.  Diese  letztere  ist 
aber  vollständig  gegeben ,  wenn  man  in  der  Gleichung  (1)  die  mit 
A  bezeichneten  Coeffizienten  independent  bestimmen  kann.  FiBr 
den  Fall,  dass  fi  eine  ganze  positive  Zahl  ist,  wird  diese  Bestim- 
mung durch  keine  wesentlichen  Hindernisse  erschwert,  wenn  man 
einiee  Kunstgriffe  anwendet;  ich  mache  dieselbe  bekannt,  w^l  sie 
Tielieicht  zu  weiteren  Untersuchungen  über  den,  wie  es  scheint» 
ungleich  schwereren  Fall  eines  ganz  beliebigen  fA  Veranlassung  giebt. 
Bezeichnen  wir  mit  ^^  ^v^,  f^i  etc%  die  Binomialkoeffizienten 
des  Exponenten  ft,  so  ist  bekanntlich 

(2cos  j;)/'=:fioC08fi:r'f- ft  cos(f*— 2)4? -|- f^cos(fA^^)^+—*  > 

wobei  die  Reihe  soweit  fortgesetzt  wird,  bi6  sie  Von  «elbst  ab- 
bricht.   Es  ergiebt  sich  hieraus  sogleich: 

8«"(2eosa:)/> 

=fMo^**cosfUF-ff*i(ft — 2)^cos(fA— 2)a: 
+  f*2  (f*  — 4)**  cos  (ft  -^  4)ar  -|- 

Andererseits  ist  nach  einem  bekannten  Theoreme: 

2cosiiM?=(2cosa?)»— ^(2cosg)^~^+"*^^"]I  '  (2cosap) 

w(m— 4)(m— 5)^  . 
4   .>  o (2cosjr)»»-«+..., 


(1) 


•■-■•--■ 


wobei  aber  m  nur  eine  ganze  positive  Zahl  sein  darf.  Man  kann 
dafür  «nch  sobreib^A:  ':'.,^i-^k'    t'.^-.v^ 

icDÖ ))M?  =  (2 COS i)* -  ^t^ ^%Q\itO% i)«^*»   '  " 

+  2  («^'^-^(SoOSitr)*^*-...; 

und  wenn  man  mittelst  dieser  Formel  jedes  einzelne  GDed  der 
Reihe  rechts  in  (t)  in  eine  nach  Potenzen  von  2cosj?  fortschret 
tende  Reihe  verwandelt,  «e  kann  auA  Hadiheii.die'  gralüvlecbte 
Seite  nach  solchen  I^otenzen  mdfieii^  man  erhfilt  IbmdiiHfli-.iMHM 
S<iliwierigkeit:  ;       i   .   i  ri:..ij    »kuii 


31S 

=  fof*2a(2co«2r)/' 

+  [j»i  (f»-2)«--  PoM**.?  (>*-2)o](2coga-)M-« 


+ 


oder. mit  anderen  Wortes  :.  w^on 

.     V  ■  .-..,... 

. —  +  A2nC0Bf^^a:  (2) 

gesetzt  wird^  so  ist  für  ein  ganzes  positives  p: 

^  f^i  ^p  r^)o  (p^äp+a)^i 


±fff^^'       ig^  .■  ^^rTAylH-l,  (8) 


I  * 

worin  das  Bildungsgesetz  der  CoefBzienten  mit  vÖUiger  Deotiicfc- 
keit  ausgesprochen  liegt.  . , 

Da  aus  der  Gleichung  (2)  hervorgeht^  dass  A^nf^,  ^i'»f4»  ^tc 
nicht  vorkommen  können 5  so  folgte  dass  für  jp>n  immer  JLp:=0 
sein  mus$5  was  einen  rein  algebraischen  Satz  giebt,  dessen  Beweis 
jedoch 5  einer  brieflichen  Mittheilung  des  Herrn  Dr.  Arndt  zufolge» 
den  eewuhnlichen  Mitteln  Trotz  zu  bieten  scheint. 

Setzt  man  txtt  Abkürzung  ■        .     ' 

SO  ist 

wie  man  leicht  mittelst  des  Blac-Laurinscben  Theoremei^  einsidit 
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Xilnfache  Construclion  des  Krüm- 
mungpslialbmessers  der  KegelscI^nltte. 

Von  dem 

Herrn  Fabrikenr-Kommissionsrathe  A.  Brix 

SU  Berlin« 


Es  sei  VA  V  (Taf.  VU.  Jig.  4.)  ein  Kegelschnitt,  F  dessen 
Brennpunkt  und  Q  ein  belielngei*  Curvenpunkt,  för  welchen  AP 
=ir,  PQ=y  die  Coordiuaten,  QiV=z  aie  Normale  und  PN=u 
die  Subnormale  vorstellen*      j    . 

Man  ziehe  durch  Q  und  F  die  Sekante  QM,  errichte  in  N  das 
Perpendikel  NM  auf  QN,  welches  die  Sekante  in  M  schneidet; 
dann  ziehe  man  MO  senkrecht  auf  QM  und  verläogere  die  Nor» 
male  bis  zum  Durchschnitt  O  mit  dieser  Senkrechten,  so  ist  QO 
der  Krümmungshalbmesser  des  Curvenpunktes  Q. 

Einen  einfachen  geometrischen  Beweis  dieser  Construction 
zu  finden,  ist  mir  noch. nicht  gelungen,  wogegen  ihre  Ueberein- 
stimmung  mit  den  analytischen  Formeln  leicht  nachzuweisen  ist. 
Geht  man  nämlich  von  der  Gleichung 


inas/ao  ist      . 

■'•■•  ■-*-    '•■■'  •  ^ •  ♦  '■'•  ^ '-  •  '     - 

likd  •    '  •  •  ■        ■■'  ■'  :  ■■=■   '■•"■;■     •/''  •■'  ''■'•'■'■  '-  ■'■ : 

Nach  obiger  CnD^tcnction  l^det  ^än  aber  leicht,    die  in  der 
Figur  angegebene  Bezeichnung  berü'cksichtigiend: 

X  •  »Nun  ist  •  I  ■>  I  I  1 1  •        p  .  - 

folglich,  da  i<F=g(-l  +  iadLäU. 


V 


J 
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r  I 


Es  ist  aber 
und  wenn  fär  tg9)  und  tg^  die  obigen  W^rthe  eingesetzt  werdeü': 

m 
Femer  hat  man 


r   l 


.  ■» 


also 


f 


r     t 


Oben  War  Q^z.9ecHg>-{-ilf)  angegeben ^  also  ii^t  nun 

42»" 


m 


«> 


ftbereinstimmend  mit  der  analytischen  Formel  fiir  den  Krümmungs- 
lialbmesser. 


C.i 


»  -- 


Bemerknni?  zu  Anfi^alie  23.  in:  „Die 
merkwfirdii^teiiSIif^eiiscbafteii  des  i^e- 
ri|€|lliiigen  Dreiecl&s.    Von  €.  Adamsw 

Winterthnr.  1846." 


Von  dem 

Henm  Doctor  H.  Hoffmann, 

Lehrer  am  Gjmnatinm  za  Dansig« 


:»■-' 


^  '• 


:     I 


■J   H  I  :•:■'.:     •» 


Bei  ^'Ufgabe  23.  a.  a.  O.  ist  die  Bemerkung  nöthig,   das«  die 
AuflOstmg'  keinesweges  allgemein  ist  und  nur  ^t,  ii^nn  Ton  den 
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drei  Hohen  hi,  A^^  A3  die  Sunune  je  zweier  grosser  ist,    als  die 
dritte;    denn  ek  ii»t  diese  VoraUssätzuog  durchaus  nickt  dieBedin- 
«gung  fClr  die  Moigliehkeit  der  Aufgahe. 

Diese  Bedingung  ist  fiSr  den  Fall>  dass  hi^h^'mt: 

Es  wird  allerdings  der  Fall  eintreten  ^  dass  A3  zwischen  die- 
sen Grenzen  und  zugleich  zwischen  den  Grenzen 

A3>Äi  — Ä2,   A3<Äi+A2 

liegt;    doch  wird  es  Werthe  für  A^  und  A^  geben,    wo  die  ersten 
Grenzen  ganz  ausserhalb  der  zweiten  liegen,  wenn  nämlich 

^^<Ai-Äa  oder  Aa<lAj(3- V^). 

Wird  A»  grösser  angenommen  9  so  werden  sich  jene  beiden 
Grenzen,  die  Wahren  und  die  zußilligeti,  A'eflweise  decken,  bis 
sie  endlich  ganz  zusammenfallen.    Dies  geschieht,  wenn 


nud 


^1^     _  IL  A 


oder 

Aa=:4Ai(Vö"— 1). 

Wächst  A2  noch  weiter,  so  werden  die  wahren  Grenzen  zwar  wie- 
der über  jene  zufälligen  hinaustret^ft^  sie  jedoch  nicht  mehr  ganz 
verlassen,  da  der  Bedinguig 


i      i 


kfOimfe^Uer  Wertb  voa  Ag  entspricht    -  ^     ^       ./i  ;;^^:LL  '^  \ 


'    jMati  kann  die  jedesmaligeii  Gr^nzeÜ  fiit  A3  jdUtär^d^  ^i 
ten  Voraussetzung  A^^A^  ailf  eiifachft:  Weist  jdurch  eine  Figor 
darste  llen 

Ist  in  Taf.  \I1I.  Fig.  9*  AB^k^,  so  mache  man  BC=BC 
—h^,  errichte  in  C  und  C  die  Perneodikel  CD:=f^Ciy=zlL,  und 
ziehe  AD  und  AD%  so  sind  die  wahren  Grenzen  Von  A3  BlE  and 
JB£',  die  zufälligen  -^Cirad  AO. 

Es  wird  nun  A3  nicht  zwischen  AC  und  AO  liegen  koi 


wenn 


Bc  so  genommen  ist,  dass  Ac^Be.  Die Constmction  ^ebt 
Car  diesen  FalLi^^JKc,  11^:  4^  in.  ^  $9  getbeiU^  ipiN  4|Mi^ 
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Bt9Ac:3=Jm^zAB. 1) 

Denn  da  Be=Ac  sein  aoll,  Bo  folgt  d&me  Propotlio»  soglelah  au« 

Ac:cdz^  AB:  Be. 

Hiemit  ist  zugleich  der  Werth  von  h^  für  den  IPall  eefiinden» 
dafis  die  wahren  und  zufälligen  Grenzen  ^icb  decken»  dai^s  also 
AC=BE'  und  ACv^BE.  D^ii  mit  Hitfe  dieser  Bedingung' wird 
ans 

AC;CD^ABiBE  und  AC'-Ciy^ABiBE' 
entstehen  s 

AC:BC=rsAB:AB+BC  vinA  AB+BCiB€hs:AB:AC!; 

aus  beiden  aber  folgt: 

AC:BC=tBC:AB,    ......      2) 

Vergleicht  man  1)  und  t)  mit  «inander,  so  folgt : 
/  Be^xs  AC  und  Aesi 


i;in  JPaat  Vetraedergatse. 


I '  » 


'!  '(  ■:       '.•:      ' 

Von  dem 


Herr»  Sohulrath   J.  H.  T.  Müller, 

Director  des  Rcalgymnaslams  in  Wiesbaden. 


'"■■  i.  ^AVeäeik  ift  dfeti  vier  (SeitenflMohen 

A,  B,  C,  D 

eines  Tetraeders,  deraa  GegenschettiA 

«,  b,  c,  0 
sind,  vier  Punkte 

defgaüatt  angmwpmrin,  dass  die  iGeradsa 
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oo',  bb',  cd,  W 
einen  gemeinscliaftlichen  Darcksclmittspiiiikt 

Ol 

haben,  und  bezeichnet  mun  die  in 

A  Hegenden  Dreiecke  a'cb,  a'^b,  a'bc  mit  Aß,  Ac,  Ao% 
B        y,  „        V^y  Vacy  Vch    ,,    Bc,  Bd.  Ba; 

C        „       '      „       dob,  c'bö,  c'öa    „    Cd,  Gf,  Cb; 
D        „  „       O'bc,  t>'ca,  O'ab   „    Da,Db,Dcs    ' 

wo  der  jedesmalige  Zeiger  die  dem  Theildreiecke  anliegende  Te- 
traedernäche  ist,  so  finden  folgende  Beziehungen  statt: 

Ac»  Cb  'Bd  '  Da  =  Ad'Db^Bc»  Ca  =  Ab^Ba»  Cd-Bc, 
Ad'Bc»  Cb'Ba^^  Ab-Bc'  Cd 'Da  =  Ac»  Ca-  Bd^Db, 
Ab'Bd-Dc'  Ca'=^Ac*  Cd-Db'Ba  =  Ap  ,Da»Bc'  Cm- 

Diesft  drei  Gleichheiten  yod  Tierfactorigen  Producten  gehören 
der  Reihe  nach  den  drei  einfachen  gebrochenen  geradlinigen  Yier- 
edcen 

Ad>d=:aöbc,  aöcb=^(|ibcö,  aböc=acöb 

nut  den  Diagonalen 

ob,  c^;    dc,  b^;    02),  bc 


zu,  welche  dorch  die  Tier  gegebenen  .Tetraederecken  bestimmt  suuL 

Für  jedes  solche  Viereck  ist  demnaeb  imter  der  oben  gemach- 
ten Voraussetzang 

das  Prodnct  aus  den  vier  TheUdreieidreW,  welche 
dessen  Diagonalen  anliegen,  gleich  den  Produc- 
ten aus  den  vier  dessen  Seiten  anliegenden  Theil- 
dreiecken,  Vondenen  keine  zwei  derselben  Tetrae- 
derfläch-e  angehören. 

Von  der  Richtigkeit  dieses  Satzes  überzeugt  man  sidi  leicht, 
wenn  man,  die  Tetraeder,  welche  o  zur  gemeinschaftlichen  Spitze 
und  Ay  By  Cy  D  zu  Grundflächen  haben,  mit  C^,  Cii,  Cc*  Cp 
bezeichnend  •  die  sich  augeDblicklich  ergebenden  VorfaSltnissglelch- 
heiten 

fCA:^B'^c=^DA:DB''Dc, 

^Bl^C'V^D  =  AB'Aci  Adj 

(Cc:  ^D :  ^a=Bc''Bd:Ba, 
Zd:^ai^=:Cd''Ca'Cb 

bildet,  und  diese  in  gehöriger  Weise  duch  MnttipKeaiHm  Mihiip^bifc 
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2.    Werden  in  den  vier  Tetraederflächeii 

A,  B,  C,  D 


vier  Transversallinien 


ä\  b'y  c',  d! 


dergestalt  gezogen ,  dass  dieselben  in  der-gemeinschaftlichen  Trans- 
versaiebene 


I  ^  - 


O 


»  « 


lif^n,  nnd  bezeichnet  man  die  hierdurch  auf'denTetraederflachen 
bMtnnmteii  Dreieeice ,  welche  durch  je  swel  Tetraedeifni^bVtuid 
die  ssngehSfige  Transversallidie  begrenst  werden»  nImiKob:« 

^a,  06',  «c';  ^hd.hd,  biT;    tV ,  ci»,  cüf!;  vöc',  Öo',  W 

mit 

Da^  Ba»  Ca;    Ab»  Cb^  Db\    Bc,  Dcy  Ä^\    Cd,  Ad»  Bd; 

so  erh&lt  man  dieselben  Gleichungen,  wie  die  in  1.  gefundenen. 
Sowie  der  Beweis  des  ersten  Satzes  dem  des  ihm  ^naloeen 
vom  Dreiecke   entspricht,    wonach  mit  Anwetidung  dersefDen 


Bezeichnungsweise 


.{ 


Ctft .  6c .  Ca  =^  Cle  •  Cb  •  6a 


ist,  SO  .if|t  diess  auch  mit  dem  des  zweiten  der  Fall,   der  für  dair 
Dreieck' ebenfalls  dieselbe  Gei^ait  hat. 


Diese  beiden  Lehrsätze  mit  ihren} Umkefa rangen,  deren  weitere 
l^erfolgunjg  mit  Rücksicht  auf  ihren  Zusammenhang  mit  andern, 
Yietteitht  noch  nicht  bekannteD  Sätzen  stcb'' der  Einsender  auf  eiaß 
aiideve>  iZelt  verspart ,  schienen  ,^  liesondeFS«  wegen  ihrer  Analoeie 
mit  den  erwähnten  Dreieckssätzen ,  der  Mittheilung  werth  zu  atit: 


f:    'i 


.'      ■.!  -;:  I  I     «il')!'.  .0« 


.\ 


I  ■  ^        s 


*:     ..     ,  •    r    \ 


!    \ 


■  I 


r 

'  1 


■        I 
I 


I 


322< 


;     '\ff 


1  •       M  .1  \ 


Heber  die  Summirimg'  der  nach  den 
Potenzen  einer  HanptgrrSsse  forteetarei- 
tenden  Beilien,  deren  CoeCAcleilteii 
eine  arithmetische  Reihe  einer  heilehi« 

f^en  Ordnuni?  bilden. 

Von 

«tem  H«raiii92eberii  .\ 


n%   i'i  ■  ■  T  »  ■  T't»  t  ■  I 


lob  igf^e  bei  dieser  Cntersacbung  von  dem  fpl^enden  Satzü  aus : 

L  e^h  T  s  a  t  1. 

Wenn  die  Grosse  x,  welcbe  wir  als  positiv  anneb- 
meii  wollen,  kleiner  als  die  ßinbeit  ist^  und;?- und  k 
positiVe  ganze  Zablen  bf^z^ichnen;  so  aab#fi.  sicIit'.' .  '!. 


I ■  •»  ■ 


ii(n+l)(«+2X^..(«+Ä— i)ji^  ' 


jjtiä«ffBeii  bis  EU  jede«  beliebigen  Grade  d#r  K«llt  iv/mA 
it,  indem  k  als  eonstant  betraoblet  wirdr  »9'fl  Uo^ndL«- 
lidie  wächst.      ?  : 

Beweis. 
Es  ist,  wie  leicbt  erbellet: 

(n + 1)  (n + 2)....  (n + k)  oM-^—u  (»4 1)-..  (»+ A— l)a?» 
(n+2)(n+3)....(n  +  A+l)a:«+a=(n+l)(n+2)....(n+Ä)a:»+i 

><(i+jrTT>(*+^2>-^+;r^ 

(n +3)  (n +4)....  (»  +  A+2)ä:"+8=:  (n+2)  (n + 3)....  (n+Ä+l)a:»+« 
(n+4)(n+5)....(n  +  Ä  +  3)a:»-H=:(n+3)(n+4)....(n+A+2)Ä«+a 

><(^+d:5)(^+,rT4)-(*+M^ 

tt.  s.  w. 
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oder,  wenn  mt  der  Kunst  wegen 

ir=a+i)(i+^)(i+jq:5>....(i+S+2:zi). 

n.  8.  w. 
setzen : 

(n+l)  (n+2>...(n+*):r»+i=n  (ii+l)....(w+Ä— iXr« .  äj:  , 
(«+2)(n+3)....(«+*+l)a*^^«==(n+l)(n+2)....(n+Ä)a:H-i.Jfia:, 

(«+3)  (n+4)....(«+H2)  J^+'==:  («+2)(n+3)...  JCn+*+l)«**-**  Ä^r. 
{ni4)(n+6)....(n+ki-3)a:^^==:(n-{9)(^i-i)..4n 

U.   8.   W., 

also 

(«+4)(n+5)....(w+i+3)a:«4^=n<n+l)....(n+ife— l):r».JEJ^^ 

u.  s.  w. 
ÖfeD1^c^^i)t  aber 

Ä:>Äi>Ä;>J8;>jKik>  a,>;w., 

Qod  folglich 


-   1 


U.    6.   W. 


aluK» 


n.  8.  w. 
D^dnr  M  naeh  dem  Obigen: 
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I 

(n+l)(n+2)....(«+Ä)a:«+*  =  w(«+l)...(n+iiT-l)Äf(iÄ».,  üu«  .'  .  i" 
(ni-'2)(n+d)....^+k  f  l)a?«+«  <  n  (n+1) ....  («+A— l)ar».  (Ar)«, 

(n+3)(nf4)_(fi+Ä+i)a?"+K«(^+l)-.T(«+*-^l)^-t*^ 
(n+4)(w+5).4.(ii+;t+3)a:«-H  <  w(n+l)....  (w+*-f-l)a:».  (Ar)*, 

.        U.  8.  Wc 

Soll  nun  JSf'<Jl,  dl. 
•ein.  80  mu88 

1 


j?< 


'ij/, .  i.xi. .  1  v  ,n  T~7 


f  • 


oder,  wddFdisJBelbe.  ist, :;  ''.-'•■■  ;-....•..:•., 


sein.    Wenn  aber  n  in's  ühendKche  wächst,   so  nShehi  liich  die 
Brüche        . 


1  JL  -JL        1 

n'  n+1'   n+2''n+Ä— 1 


1  k  •   • 


•  J       ■        V  -'     4       ■ 

*  '     «  I    *  •        \  >  . 


I        .    ■      t       • 


deren  Anzahl  constant,  nämlich  k  ist,  immer  mehr  und.  mehr  4er 
Null  und  liünnen  derselben  beliebig  nahe  gebracht  itettfeä',  tvihxik 
man  nur  n  gross  genug  nimmt ^  und  es  wird  siah  also,  wenn  n 
in's  Unendliche  wächst'^  offenbar  der  Btuch 


;'.-..;  l. 


welcher  stets  kleiner  als  die  Einheit  ist,  im  Wachsen  der  Einheit 
immer  mehr  und  mehr  nähern,  und  derselben  beliebig  nahe  gebracht 
werden  können,  wenn  man  nur  n  gross  genug  nimmt.  Da  nun 
nach  der  Voraussetzung  o;  <  1  und  als  eine  constante  vullig  be- 
stimmte Grösse  natürlich  von  der  Einheit  um  eine  bestimmte  end- 
liche Grösse  unterschieden  ist,  so  wird,  wenn  man  n  in's  Unend- 
liche wachsen  lässt,  der  stets  wachsende  Bruch 


welcher  der  Einheit  beliebig  nahe  kommen  <ltaan i  H^enn  nam 
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grol«  ^eDog  nimmt j   immer  endUch  ndsser  als  x  werden,  dann 
also  die  obige  Bedhigung  erfäUt,  und  folglick 


I  •  ■      • 


sein.    Dann  nähern  sich  abeir  nach  dem  Obigen  die  GrSssen 

•  '  '        I       •  - 

I  "  •  '     • 

n{n'\- 1)....  (w-f  A— 1)  af^, 
(n+l)  (n+2)....(ii-h*)^+i, 
(«+2)(n+3)....  (n+Ä+l)ar»+«, 
(n+3)(n+4)....(n+Ä+2)a:«+8, 
(w+4)(»+5)....(w+>fe+3)ar«+4, 

U.   8.   W. 

offenbar  immer  mehr  und  mehr  der  Null  und  können  derselben 
beliebig 'nahie  gebracht  werden,  wenn  man  nur  weit  genug  in  der 
vorhergehenden  Reihe  fortschreitet  oder  sich  nur  weit  genug  von 
Ihrem  Anfange  entfernt,  wodurch  unser  Satz  offenbar  vollständig 
bewiesen  ist. 

"  Die' fortwährende  AbnahiAe  der  Werthe  von 

n{n'\'  1)....  (n  +  X:  —  l)ar»* 

mit  wachsenden!  91  beginnt  nur  enst  dann,  wenn 

1 


<i+i)<i+^i>(i+;^)--(^+iH^ 


>.T 


geworden  ist,  was  immer  endlich  einmal  eintreten  muss. 

Z  u  $  a  t  z, 

WeQ<.Pi:^er^'absolute^Werth  der  Grösse  x  kleiner  als 
die  Einheit  iiüt  und  n  und  %  positive  ganze  Zahlen  be- 
zeichnen, so  nähert  sich  der  absolute  Werth  von 

n(w  +  l)(n  +  2)....(n  +  A— i)ar» 

jederzeit  der  Null,  wennn,  indem  iSials  constant  betrach- 
tet wird,  in*s  Unendliche  wächst,  und  kann  der  Null  be- 
liebig nahe  gebracht  werden,  wenniman  "nttr  iir  :gvoii4 
genug  nimmt. 


Es  ist  nun,  wovon  man  sich  auf  der  Stelle  durch  ganz  leichte 
Rechnung  überzeugt,  allgemein! 

n{n  + 1) ....  (w+ A— t)  _  »(n  +  X).  ,..:(n~|r.A— 2)     («-^l)n....(w-t-Jfc— 2) 
l.2.3.;;;J5:         ~  ■■.    1.2*3..:. (Ä~l)    '+        1.^.3....ife        ' 

also,  wenn  man  für  n  nach  und  nach  1,  2,  3,  4, ....  n  setzt :('.;;: 
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2.3.4...>(;fe-H)        2.3.4...Jfc         1,2>3....Ä; 
1.2.3....Ä    "~1,2.3....(Ä— 1)  + 1.2.3.... Ä' 

SA.6,...(k  +  ^)3A.6....(k+l)     2.3.4....(A-f  1) 
1.2.3....U     "^1.2.3.i..(i^-lK      1.2.3.„.it     ' 

4.5.6....(ifc-f3)     4.S:6....(^Hh2)     3.4.S..,.(A'+2)     . 
1.2.3....Jfc      '^l.*2.3....(iP-I)+      1.2.3....;t     ' 

Ü.   8.    W.  ■ 

w(n+l)....(n+A— 1)_  w(n  + 1)....  (w-f  J^— 2)      (n-~l)n...>(n+i^— 2) 
1.2.3....)fe        —      1.2.3...  (Ä-l)      +        1.2.3....Ä        : 

1  «-        . .    '  

iMbltiplicirt  nmn  nun  diese  Gleiefaungeli  nach  dar  Reibls  mt 

9 

und  addirt  sie  dann  zu  einander«   so  erhält  waa,  W9n^riet.  K^iTze 
wegen 

-,     *      1.2.3....X;  .,2.3.4^(jfe  +  l) 
i)    »"-1.2.3...*+     1.2.3....*     * 

^  3.4.S....(*+2)^ 
.  4.5.6....(*+3)    . 


»■    I  :    ■»  .  t  ,  ' 


U.   6.   W. 


^      i.2.3...jf;    tT;^ 


gesetzt  wird,  auf  der  Stelle  die  Gleichung 


k  fc— X         k 

Sn  2=^  Äi  +  iStt— 1  *  iP. 


.Weil  nun  aber  effeebar 


•  I 


*       _  *       n(n-fl)....(«+*-l) 
*^  -  *• 1.2.3....* "^ 


} 


ist   80  wird  die  vorhergehende  Gleichung  ^f      .  :::r,    j.i 

also:':'  ...  ,-■;:!     .*••;•.:     i-    =.    ü    .\  ■  :;i:    ;:.:•,    /     .  OHift 
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o\    n      ^\c_*c*     n(ni-l)....(n+k'^i)^ 
2)    (1^0:)«.=  «., i.2.A..../c    "    *" 

Für  k=l  ist  nach  1): 


t  ; 


d.  i. 


also 


i 


.1.2     .  3    ^.       .n— 1       ^ 


1 


■  # 


^rjgleicht  man  diese  Gleichnng  mit  der  allgemeinen  Gleichung 
2),  s<i  &det  man^  dass»  wenn  diese  letztere  Gleichung  ganz  all- 
gemeiti»  d.  h«  auch  noch  fflr  A:tzl  gclted  soll, 

•J'  4)    Ä»Äl+Jp  +  ;t2-fJc«+*.*4+dr^* 

gesetzt  werden  muss.  Dies  verausgesetzt,  ist  nun  nach  der  allge- 
meinen Gleichung  2),  wenn  för  k  nach  und  nach  1,  2,  3,  i,,...k 
gesetzt  wird: 


U»  8.  W. 


(1-*)  k=  £^_!S6L±l^gr^±*li)^; 


also 
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(l_x)Äi=Ä.'-Jir*. 

(1 -ar)« l.=(l -ar)Äi  -  ?i^±Ö  (1 -ar) a^. 


u.  s.  w. 


und  folglich,  ^enn  man  addirt  und  aufhebt,    was  sich  aolhebeo 
lässt : 

(i-.)*Ä.=«.-iJ+^^(i-.) 


i.(«+l)(w+2)(«-h3) 
+  1.2.3.4  ^^~*^ 


.    u.  s.  w. 
n(M+l)(n+2)...(«+4— i) 


a-^i!) 


k-l 


l.^-o.*..i« 

Weil  nno  aber  nach  4)  und'  der  Lehre  voo  dw  geometrischen 
Reihen 

;.   ".  5).    Sn^lp^ 

ist,  so  ist 


(1-*)*H     '     l'a-a:)*' 

.  «(n+1)  1 

+     1.2       (1— a:)*-» 

.  n(«-|:l)(«+2)  1 

''^'-      OT3  (1— j:)*-*    ; 

.  'n(n+l)(n+2)(n+3)  l' 

+  1.2.3.4  ■  (1— ar)*-» 

.  w^l)(n+2)....(n+Ä— 1)       1 


lo2.3...o£  *1— «/    it'Oi: 
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« 

Wenn  jetzt  das  erste  €riied   einer  arithmetischen   Reihe  der 
Icten  Ordnung  und  die  ersten  Gtteder  ihrer  Differenzenreihen  durch 

A,  JA,  /flA,  ^M, ....  J^A 

und  das  nie  Glied  dieser  Reihe  durch  An^-i ,  die  Binomialcoeffieien  • 
ten  aber  auf  gewohnliche  Weise  bezeichnet  werden;  so  ist  nateb 
der  allgemeinen  Theorie  der  arithmetischen  Reihen  bekanntlich 

A»^i=A  +  (n--i)i  AA  +  (n'-'l)^J^A+(n-l)sA^Ai- 

,...'jr(n—i)n-iA*'^^A, 

also,  wenn  man  (lir  n  naeh  und  nach  die  ganzen  Zahlen  1,  2,  3, 
A,^.  n  in  diese  Gleichung  einfuhrt:. 

A  =-4,  '      .  V       -  '  j 

Ai=A  +  li.AA, 
A^=A  +  2i.AA  +  22.A^A, 
A^—A^Z^.AA^Z^.A^A^^.A^A, 
■  u.  s.  w. 
An^i  =A  +  (n~l)i  .JA  +  («— l)a .  A^A+  (n-l)^  .A^A  + .... 

+  (n— lV-i.z/«i-M; 

und  MgUch,  wenn  mkn  diese  Gleichungen,  nachdem  man  sie  naeh 
der  Reihe  mit 

multipficirt  hat«  zu  einander  addirt^  und  der  Kürze  wegen 
i  7)    £a^i  =  A+AiX+A^Jc^^A^a:^+,,,.'{'An^ai^''^ 
setzt,  wie  leicht  erhellen  wird: 

8)      Sf^T,  =  SnA  +  ^nr^iXAA  +  jL^X^A^^ 

+  in-^a:^A^A 


i-\i 


u.  s.  w. 
-{-'s^a^^A^'^A 


Führt  man  nun  in  diese  Gleichung  für 

ihre  Ausdrücke  aus  5)  und  &)  ein,  so  erhält  man: 
.  Theil  IlL.  22 


;ii. 
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1— ^pn—l  f|— 1         1 

l_a*-»  ^^^      («—2        1       .  (n— !)(«— 2)  1    )^^. 

■  .  (n-1)(n-2)(n-3j       1    l^^'^ 

+      17273  r^j 


1— «» 


+a-*)' 


!»-•■ 


4.3.2  1 

.   .   ■      q.  8.  w. 

(«-l)(w— 2)....2       1 
■^1.2.3....(n-2)'Jl— X; 


^1.2.3....(n-2)  l—xl 

i      )1         1        .2.1         1 

i.^  1 1  •  (l_ar)n-i  +  1 . 2  •  (l-a;)»-»  j 

"•■  1.2.3  *(l—ar>»-»\ 


+ 1.2.3  •(l—a:>»-»\ 

U.  8.   W.  l 

1 


U.  8.   TV.  I 

(w-l)(n— 2)....l       1    I 

1.2.3.;,.(jih-l)T^J 


...  « 

eine  allgem^iBe  Summationsfermel^   deren  Bildungsgesetz  deutlich 
vor  Augen  liegt.  ,  .  , 

Ausgeschlossen  muss  jedoch  offenbar  der  Fall  werden,  wenn 
j?=l  ist.  Ip  diesem  Falle  ist  aber  die.  Summe  2^^  aus  der  Lehre 
▼on  den  arithmetischen  Reihen  bekannt,  und  derselbe  braucht 
daher  hier  nicht  weiter  besonders  berücksichtigt  zu  werden. 

Für  n'^k  yyirji  die  Gleichung  9) ,  weil  nach  der  Voraussetzung 
die  Grossen 

Af   ^l,  $.  ^^$   ^3>    •^*4>  ••••  "«—1»  •••• 

eine  arithmetische  Keihä  der  Arten  Ordnung  bilden,    nach    einer 
•infachen  Transformation^: 


v; 


./-* 


A 
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1— X» 


A 


-1  -  i^a: 

1— a:"-*      .  .     n — 1        ,       1  .  . 

(1 — a:)^  1  1  —  X 

(n-3)(«-2)       .        1  („-3)(»-2)(«-l)  1 

+       1.2      '^  '(1-x)^^         073        '^     T^ 

+  1.2  ^'''^- (1— ar)l 


«VM 


^  1.2,3 


__l__Va^J*J. 
n.  8.  H*. 

:*^        i.2-3....ifc        ^'^  1— ^i 

Nehnieii  wir  nuti  den  absoluten  Werth  von  a  kleiner  als  Aie 
Eltriieit  ad,  ood  lassen  H  iü's  Utt6ndlich6  wachsen,  so  Dähern  titlb 
nach  detü  Ztisat2^  des  oben   bewiesenen  Lehrsatzes  die  GruSiSrft) 

(fi— l)ar»~i; 

(n--3)as^^,  (»— 3)(n~2)^-3,  (n--3)(w— 2)(«-l)a!*-*} 

u.  s.  w. 
(«— Ä:)a:«-*,  («— Ä)(n— Ä:+l)a:»-*,  (n— Ä)(n— Ä+l)(n— Ä+2)a:^*,.... 

(» — ^)(«— Ä+1)  -...(n — l)a: 


••••«« 


sämmtlich  der  Null  und  können  derselben  beliebig  nahe  gebracht 
werden,  wenn  man  nur  n  gross  genug  nimmt,  wobei  man  immer 
zu  beachten  hat,  dass  die  trrösse  k  constant  ist.  Bezeichnen  wir 
also  die  Gränze,  welcher  2n-^  sich  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade 
nähert,  wenn  n  in*s  Unendliche  wächst,  durch  JS,  so  ergiebt  sich, 
natfirlich  immer  unter  der  Voraussetzung,  dass  der  absolute  Werf  h 
von  X  kleiner  als  die  Einheit  ist,  aus  der  obigen  Gleichung  un- 
mittelbar die  folgende  merkwürdige  Gleichung : 

2SS* 
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10)    -S-iz.^+  (i_^)a+  (13^  +  (I=:^4+-+  (1— a:)*+' 
Wenn  also  die  Grussen 

I 

*  .    '    .     * 

eine  arithmetische  Reihe  der  Arten  Ordnung  bilden,    so 
ist  in  einer  bekannten  Bezeichnung  immer: 

ll)    A-i-  AiX+A^^-i' A^x^ -{-.., .-{-An— ia;"~^  + 

A  xAA        a^A^A      x^A^A  m^A^A 

-  \—x  +(1  -ar)2  +  (1— a:)«  +  (1— :r)*  +  •-  +  (1— ar)*+i- 

{-l<a:<+l). 

Wenn  auch  dieser  sehr  allgemeine  und  gewiss  sehr  merkwür- 
dige Satz  in  seinen  wesentlichen  Bestandtheilen  längst  bekannt 
ist  *),  so  ist  derselbe  bis  jetzt  doch,  nur  ohne  alle  Rücksicht  avf 
die  Convergenz  der  Reihe  > 


Ay  AiXy  A^,  A^x^y  Aji^aa^y 


nach  den  bei  solchen  Untersuchungen  gebräuchlichen  altem  Metho- 
den ^  die  hier  als  hinreichend  bekannt  vorausgesetzt  werden  kön- 
nen ,  bewiesen  worden.  Der  Hauptzweck  der  vorliegenden  Abband- 
lung  war«  eine  schärfere  Begründung  des  Satzes  mit  gehöriger 
Berücksichtigung  der  Convergenz  der  obigen  Reihe.  Anwendungen 
dieses  allgemeinen  Satzes  auf  specielle  Reihen  dem  Obigen  noch 
hinzuzufö.:2en,  halte  ich  hier  (ur  überflüssig.  Auch  werden  sich 
verschiedene  Bemerkungen  über  die  Divergenz  der  betreffenden 
Reihe  und  dergl. »  die  sich  dem  Obigen  noch  anschliessen  lies' 
sen,  einem  Jeden  leicht  von  selbst  ergeben,  und  können  4Aber 
hier  der  Kürze  wegen  füglich  gleichfalls  übergangen  werden. 


*)  Ick  finde  ihn  zuerst  in:  The  doctrine  of  chaoces,  or  a 
method  of  calculating  the  probability  of  evonts  in  play« 
By  A.  De  Moivre.  F.  R.  S.  London.  1718.  4.  p.  131.  nnd  M oivre 
mag  dfdier  wohl  der  Erfinder  sein.  Sonst  s.  in.  auch  das  Mathema- 
tische Wörterbuch.    ThI.  IV.     S.  601. 


"  •  '..   ir.  *. 
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ttelattonen  zwischen  den  Faknttftten« 

koefttzienten. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Schlo  milch 

an  der  Unireraitat  su  Jena. 


lu  dem  Ati&atze  Thl.  VIII.  Nr.  XLI.  S.  427.  des  Archivs  habe  ich 

•  1  nun 

sezeigt,    dass,    wenn  Ci,  C«,  C3,....  die  FakultätenkoefBzienten, 
a.  h.  die  Constanten  der  Gleichung 

lieieiebnen,  die  Formel  gilt: 

m  1     m4-i  I  m-f«  t  (1): 

t 

wobei  m  eine  positive  ganze  Zahl  und  l>:ir>  —  ]  sein  muss. 
Diese  letztere.  Beziehung  kann  nun  auf  folgende  Weise  zur  Auf- 
findung von  Eigenschaften  jener  merkwürdigen  Zahlen  benutzt  wer- 
4fni.  J^  sei  9>(^)  eine  Funktion ,  welche  sich  wenigstens  während 
eines  kleinen  ^  bei  ^=0  anfangenden  Intervalles  in  eine  nach  Po-  ' 
tebzen  von  y  fortschreitende  Reihe  verwandeln  lässt,  also  etwa 

In  diese  Gleichung  substituire  man  y  =  l(i-\-x),  so  wird 
g?r/(l+a:)]  eine  gewisse  neue  Funktion  von  x  darstellen,  welche 
init  yijß^w)  bezeichnet  werden  möge  ^  und  man  hat 


*(a:)=4)+^i^a  +  ^)  +  ÄWl+^)?4- 


Verwandelt  malti  hier  jedes  einzelne  Glied  nach  Formel  (1) 
«elbst  wieder  in  eine  Reihe  und  ordnet  dann  Alles  nach  Potenzen 
TOD  j?,  so  kann  man  die  vorige  Gleichung  auf  die  Form 
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brinseu,  worin  Qq,  a^,  a^y  ••••  auf  gewisse,  leicht  in  einer  Formel 
ausdrückbare  Weise  Ton  Aq,  A^y  Jls»'*«*  "^<^  ^»  ^»  Q»—«  ab* 
hängen.  Wählt  man  nun  me  ursprüngliche  Funktion  q>{y)  so,  dass 
sich  (p\l(\.-\-x\\'==:'^{x)  ganz  unabhängig  von  der  vorigen  Betrach- 
tung in  eine  Keibe  von  der  Form 

1/;  (a:)  =  60  +  &1  «2?  +  6.2«^*  ~f  ^3^^  +  •  •  •  • 

verwandeln  lässt,  so  führt  4ie  Vergiei^hung  der  Coeffizienten  bei* 
der  Reihen  leicht  zu  Eigenschaften  der  FakultätenkoefBzienten. 

Dan  ciiafachste  i)ei»piel»   w«^  ai^  hierzu  gel^eu  ]^mA$  bil^ot 

die  Annahme  <p(y)'=zey,  oder 


"  A  ** 

woraus  für  y=/(l+Ä?)  folgt: 

,  +  .=,+«l+M+[«!+^+..., 

und  wenn  man  hier  die  Formel  (1)  flhr  m=l,  2,  3,  ete.  in  An- 
wendung bringt  I  9Q  firgiebt  sich  avs  der  Vergleichung  der  Caj^- 
zienten  von  or": 


n 


wie  man  auch  leicht  aus  der  Definition  di^r  FakuK&tapkoeflAitolbin 
ableitet. 

Nimmt  man  in  der  bekannten  Reihe  für  cot  Iz  tär  z  die  imagi- 

nfira  Grösse  y  V"^^ ,  so  erhält  man  leicht : 


ev 


worin  Bi,  B^  etc.  dieBernQulIiseben  Zahlen  bedeuten.  Für  j^:;=if(l-|-^) 

geht  die  linke  Seite  in  -^ ^  über,   was  sich  unmittelbar  leiöhi 

in  €»06  Reihe  verwandeln  lässt-    Nach  beidqraeitigcir  Coeffi^iimtoor 
vergleichung  kommt  man  auf  die  Relation 

«.r      n  r  ^n  r         _1.2.3....(n-l)  n-1 

MSi  L^-^JS^  C4  +  Zf;^  Cg—  ..M ^ 2 '  w+l ' 

die  wegen   der  einfachen  VerknüpAmg  der .  FateottätenkoetB^wlM 
mit  den  Bernouilischen  Zahlen  von  Interesse  ist. 

Eine  etwas  allgemeinere  Ausführung  dieses  Gedankens  ist 
c)te  folgernde.  Mitteist  des  Theiotemes  von  l^agr^uge  vorwandl«^  man 
4ie  jrte  Poteft»  yo»  der  Wuwel  der  Qleichuvg 

y 


3» 

m  eioe  nach  Potenzen  von  x  for^bende  R^iht.  Da  yn::/rl-f  jr) 
die  fragliche  Wurzel  ist,  so  ergiebt  sich  bieraas  eine  Reibe  fiSr 
[/(l^ar)]P,  und  zwar  ist  dar  Coeffiziehi  töK>r"  in  ihr 

Nach  No.  (1)  dagegen  ist  der  Coeffizient  von  a^  in  der  Entwicke- 
long  von  [/(l+ar)]P: 

typ» 


(p+l)(p+2) n 

Aus  der  Vergleichung  beider  Resultate  ergiebt  sich 

(- 1)-!-.  1.2...  (p-i)Cp = D^nyf-'^^yh 

wenn    nach   geschehener    Differenziation   ^=0  genommen    wird. 
Nach  der  Regel  fär  die  Differenziation  der  Produkte  kann  man 
hierans  leicht  die  folgende  form  ableiten: 

(-l)"-i»4=(n-l)i>-i/>-^(^)",  y=0; 

die  vielleicht  zu  einer  independenten  Bestimmung  der  Fakultäten- 
koefBzienten  Rihrt. 


.»; 


IJiitersaeliiiiiiren  üher  die  Karre^  wel- 
che der  Ort  der  Fnsspankte  derfilenk^ 
reobteli  ist,  die  man  in  einer  SSlllpse 
Tom  MMtelpuiilLte  auf  ihre 
Van^enten,  fftlit» 

Von  dem 

Herrn  Doctor  J.  Dienger, 

Ifdirer  der  Mithmnatüc  wti  Fkjulk  aa  der  höheren  Burgertchale  in 

.     Sittii^eiiii  bei  Hetdifllierg. 


l)    Sei 


^+^=1  (1) 


3S6 

die  Gleichung  der  Ellipse,  so  i«t 

w  •    *     .        '  '  ',      ■ 

(y2+4:^a=r«aj53+Ä^«  .     (2) 

die  Gleichung  der  verlangten  Kurve,  in  Bezug  auf  die  nämlichen 
Koordinatenaxen.  Diese  Kurve  l(e£(teht  aus  vier  kongruenten  Thei- 
len,  wovon  der  eine  reicht 

*•..•■•  .     ■ 

(  x=za  bis  a?  =  0  \ '' 

der  andere  von    |^=^    ,,    ^  =  0     1' 


der  dritte  von 


x=- — a  bis  ar=0     ) 
a:=0  bis  a:=a 


,        .  (ar=ü  bis  a:=a 

der  vierte  von    |y--^Ä  bis  y=0 


■  •  •  .  I      ■  r  • 

Die  Kurve  ist  leicht  zu  verzeichnen.  Bedeutet  ACBDA 
(Taf.  VII.  Fig.  5.)  die  Ellipse  (1),  so  mache  man  Winkel  COE 
=:FOB  und  zeichne  OF  do,  dass 

alsdann  wird  F  ein  Punkt  der  verlangten  Kurve  sein. 

11 
Wäre  ACBD  die  Ellipse,    deren  Halbaxen  — ,   t-  wären,    so 

hätte  man :  "     ^ 

OGxOF==l. 

Die  Kurve  (2)  ist  immer  ausser  der  Ellipse  (1)  und  berührt  sie 
bloss  an  den  vier  Endpunkten  der  Axen. 

\%    Die  Ordinate^  Ifft  im  ersten  YleMel  (von  jS  Ust  O  \ik\B 
gb^oh DIull, Ja  Cgieich  6;    ist  nun.      .      -  ,.   .         .    t 

_*■.■.■»-  ...  -  'J 


*^ 


^2<^.r^o  '^y=^b  eioMaxih^nm  der X)rdinate  ^ und 
">    a*l,  .    sie  wächst  also  beatäiKlig "  von  B  bis  C; 

'      j  •    •     ;    ■         '  ■  •  '*■«'-■ 

^2^   &*)  SO  Ist  für  ^=0,  ^=6  ebenfalls  ein  Maximum 
"  =262f         und"^  tvächst  gleichfills  von  Abis  C; 

ein  Maximum  bnd  es  wächst  y  von  ^  bis 
EU   einem  Punkte  H,    dessen   Abscisse 


^  ==  6  ein  Minimum  und  es  nimmt  iJso  y 
wieder  ab.  von  jfif  bis  C,  wo  es  =&  wiio. 
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Zf    In  den  in  der  vorigen  Nummer  auigez&hlten  Punkten  läuft 
Tangente  an  die  Kurve  parallel  mit  der  Axe  der  ^;   in  den 
PnnkteD  A  und  B  aber  mit  der  Axe  der  y. 

4)  Lässt  man  die  Halbaxe  OB  (die  grossere)  wachseo, 
wSfarend  OC  unverändert  bleibt,  so  erhält  man  eine  Reihe  der 
durch  (2)  ausgedrückten  Kurve  analoger  Kurven.  Die  einhüllenden 
Kurven  dieser  aller  sind  zwei  Kreise,  deren  Durchmesser  nach 
Grosse  und  Lage  die  Linien  OC  und  OD  sind,  welche  Kreise 
beide  durch  den  Mittelpunkt  O  gigfi^n  und  alle  die  Kurven  in  den 
Punkten  C  und  D  berühren. 

5)  Die  von  der  Kurve  (2)  umschlossene  Fläche  ist  gleich  der  ' 
halben  Fläche  eines  Kreises,    dessen  Halbmesser  gleich  BC  ist. 

Der  zwischen  unserer  Kurve  und  der  Ellipse  (1)  liegende  Raum 
ist  gleich  der  halben  Fläche  eines  Kreises,  dessen  Halbmesser 
gleich  OÄ-OC  ist.    \-  - 

Der  Flächenausschnitt,  welcher  dem  Winkel  BOFz=i  ent- 
spricht, wird  ausgedrückt  durch 

— I —    "'" — 8 — ®'^2*' 

6)  Die  Länge  des  zum  Winkel  t  gehCrigen  Kurvenstücks 
wird  ausgedrückt  durch 

welche  Integrale  elliptische  Integrale  sind,  deren  Werth  nikch 
„Gudermann,  Theorie  der  Modularfunktionen  und  Mo- 
dularintegrale.  §.219/'  bestimmt  wird.  An  diesem  Orte  wollen 
wir  auf  die  nähere  Bestimmung  nicht  eingehen. 

7)  :  Dreht  sich  unsere  Kurve  um  die  Achse  der  :v,  so  entsteht 
.    ein.  Rottitionskurpei^,  dessen  Kubikinhalt:    . 

C«ft^  .  ö'  .   _*!__.     /2a  V  a«-^«+2a*— «ni 
T+r+iT^^^'n V- )J 

.  .  :■  ....  .  .   j 

Der  Kubikinhalt  des  Körperstficks,  das  durch  die  zwischen  dit 
Ellipse  und  der  Kurve  liegende  Fläche  erzeugt  wird,  ist: 


n 


■j-"^ + IV^^P^'H p ~J  J. 


8)    Dreht  sich  unsere  Kurve  um  eine  Axe «  die  in  ihrer  Ebene, 
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aber  so  liegte  das«  sie  Terläiiffert  die  Karre  vkht  isdnieidet,  und 
heisst  k  die  S^okreehte  von  O  aus  auf  die  Axe,  so -ist  der  Kubik- 
inhalt des  entstehenden  Korpers: 


Heber  das 
Oraliamsclie  KompensaUoiispencleL 

■ 

Von  dem 

Herrn  Doctor   J.    Dienger, 

Lehrer  an  der  höheren  Bärgerschale  zu  Sinsheim  bei  Heidelberg^. 


Bekanntlich  besteht  das  Grahamsche  Eoiapensationsp^nde!  in 
einer  Pendeistange  AB  (Taf.  VIL  Fig.  6.) ,  die  a6f  dem  Boden  DCFE 
eines  cylliidriscben  Gefässes  befestigt  ist,  in  weichem  sich  Quecksil- 
ber in  solcher  Menge  befindet,  dass  nei  Erhöhung  oder  Erniedri^ng 
der  Temperatur  die  Schwingungsdauer  des  so  zusammengesetzten  Pen- 
dels nickt  (oder  > kaum)  geändert  wird.  Die  Aufgabe  ist>  diese 
Quecksilbermenge  zu  bestinmien. 

Ehe  wir  Jedoch  dieselbe  in  Betrachtung  ziehen»  wollen  wir 
einige  vorläufige  Bemerkungen  machen. 

.■•.■•.:■  ■  •'  ■ 

■■    ■  •  ■     ' 

.     .  §.1. 

Sind'«ne  Reibe  materieller  Punkte  unabänderliebjiiit  einander 
verbunden  und  es  dreht  sich  das  ganze  System  um  eine  Axe  (auf 
deren  einer  Seite  es  sich  befindet),  so  ist  die  Wirkung  irgend 
einer  Kraft«  die  an  einem  Punkte  des  Systems  angebracht  ist»  in 
Bezug  auf  dfe  Winkelgeschwindigkeit  des  Systems  dieselbe»  als 
wenn  dieVMasse  Umf^  (bei  der  m  die  Masse  irgend  eines  Punk- 
tes, r  seine  Entfernung  von  der  Drehaxe,  und  21  die  Summe  aller 
ifir^  bezeichnet),  in  einem  einzigen  Punkte  vereinigt  wäre,  der 
sich  in  der  Entfernung  1  von  der  Drebaxe  befindet.  (EineDL  j^ifff 
mentaren   Beweis    dieses   Satzes  sehe  man  z.  B.  in   Fouilfet^ 


ersetzt,  ausgedehnt  auf  den  ganzen  Kärper.     Wirken  nun  auf  alli 
iHmkie  &im^  JäS^tpe^BgUMk^;  pacnthit  bes<;bleimigMA^  ttSfle, 
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von  denen  jede  durch  fp  auu^gedrückt  werde;  :so  ist  die  Wirkung 
auf  den  Punkt  m  gleicb  mtp,  und  die  Wirkung  aller  Kräfte  auf  den 
Körper  ist  die  nämlicbe,  als  wenn  eine  einzige  Kraft  ümtpr  in  der 
Enttemung  1  tou  der  Drehaxe,  parallel  mit  den  frühern  Kräften, 
angebracht  wäre.  Es  wird  also  der  Körper  schwingen,  wie  ein 
einfaches  Pendel  von  der  Länge  1,  dessen  Masse  (in  einem  ein- 
zigen Punkte  vereinigt  gedacht)  ^zfr^dm  und  dessen   bewegende 

Kraft  ==frq>dm,    dessen   beschleunigende   Kraft  also    ^^  '/^*^ 

=zq)j-^-j-  ist    Nun  ist  die  Dauer  der  Oszillation  eines  (einfachen 

Pendels  von  der  Länge  l,    auf  das  die  beschleunigende  Kraft  t|; 

wirkt,  =  ;i;  Y  — ,  demnach  die  Dauer  der  Oszillation  des  zusammen- 

gesetzten  Pendels  =^^  ^^==7t^fj^^    ^enn  g  die  be- 

kannte  Beschleunigung  der  Schwere  (=^'",8069^  bezeichnet.    Ist 
/  die  jjänee  des  einfachen  Pendels,    das  unter  dem  Einflüsse  der  ' 
Schwere  die  nämliche  Osziilationsdauer  bat,  so  ist 


-yfh'^] 


fr^dm 


gfrdm 
also 

-  ^^fr^dm fr^dm 

'^Jrdin  ""!.  JSfri-  '  - 

wenn  jlf  die  S(a«9e  des  ganzen  Körpers,  r^  die  Entfernuns  des 
Schwerptinktes  desselben  von  der  Drehaxe  bedeutet.  Hieraus 
folgt: 

/r^dm  =  lMrif 

wodurch^  mau  d?i8  Trägheitsmoment  eines  Körpers  ohne  alle  Rech- 
nung bestimmen  kann,  wie  diess  ischon  Euler  in  seinen  Anmer- 
kungen iii  Botbins  Artillerie,  IIL  Aniii.  «um  VIIL  Satze, 
zeigt,  ^an  sehe  auch  Coriolis  Lehrbuch,  der  Mechanik 
fester  Körper.  ^  43.  und  Poissan  Mechanik.,  IL  §.  395.) 
In  denr  obigen  Formeln  kann  man  auch  das  Element  des  Gewich- 
tes •  einfuhren  statt  des  Elements  der  Ma^sa       . 


Sei  nunmehr  bei  0®  Temperatur:  » 

die  Länge  der  Stan^  ABzr^a^  ihr  Radius  =r; 

die  Dicke  des  Crefössbodens  C£h=b,  der  äussere  Radius  desselb.  ^r^; 

die  Höhe  des  Gefässes  I)G=^€,  der  innere  Radius  =r2; 

die  Hohe  des  Quecksilbers  im  Gefiiss^  DH=fi 

das  Gewicht  der  Volumeneinheit  der  Masse  der  Stange  .^lBr=  6 ; 


3^ 

iit  Koeffizient  der  linearen  Ausdehnung '  der  Stange  fSr  l^  Tem» 

peraturerhOhung  ==  k , 

des  Gefässes  für  1^  Tera- 

peraturerhuhung  ==^»   ' 

des  Quecks.  für  V  Ten- 

peraturerhuhung  zi^k^,  ' ' 

Berechnen  wir  nun  zuerst  frdm  bei  0^.     Diese  Grösse  besteht 
aus  folgenden  Theiten: 

«)  rar  die  Stange  ;1B  ist 


M  99  »  §9  W 


**  »f  »>  »>  »9 


a  r^nä^e 


'  frdm=^  I     xr^nedx^=. 

b)  für  den  Boden  des  Gefässes 

c)  fär  den  obern  Theii  des  Crefösses 

frdm  =r^  (»-1*  -  rjj«)  «Ci*dx = ^^'^~^^'^(2ac—c*) ; 
(2)  för  das  Quecksilber 

frilm=f^  {r^—r'^ne^dx—  ^''*'~^''^'(2o/'— /«). 

Heisst  Jetzt  £  die  Summe  dieser  Grossen,  so  ist  för  0^  Temperatur 

frdm  =  Kl 

Erhobt  sich  nun  die  Temperatur  zu  f^,  so  hat  man  in  J? zu  setzen: 

statt  anun  a(y^kf)\    statt  bih{\.^hit)\    statt  c:c(l-|-^x09 
,,    r    „    r(l+*0;      «     ri:rji(l+*iO;     „   .t^iT^{X^kxt)\ 


M  ^       >* 


i+a*r      ''   ^^'rRBM'    '*  ^•r+3i^r 


und  um  den  Werth  f  zu  finden,    den  man  statt  /  zu  setzen  hat> 
bemerke    man»     dass    bei    0^    das    Gewicht    des    Quecksilbers 

=(ra«-r2)«A2  «nd    bei    eO:[ra«(l+2ÄiO— r«(l+2*0]«f  yr^ 
ist,  so  dass 

(ra'-t^/(H-3A»0  : 

V    -  r»»(H-2ÄiÖ-r*(l  +2*«)'  .      •:' 

Setzt  man  diese  neuen  Werthe   in  £,   so   erhält   man  düi 
Werth  fy  der  =i:/f  <2m  bei  f^  Temperatur  ist 
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G9MZ  eben  ao  findet  sieh  bei  0^ : 

"irad  filr  <<>: 

irenn  JT^'  aus  JP|  ebeo  so  gebildet  wird,  wie  K!  aas  Ki 

Die  Länge  des  einfachen  Pendels  von  gleicher  Oszillations- 

K  K ' 

dauer  ist  also  bei  Q^i    -^ ,  bei  t^i   -jp-     Damit  also  KompeDsa- 

tkfjsn  Statt  finde,  muss  ' 

«ein,,  aus  welcher  Gleichung  der  Werth  von  f  bestimmt  wefdeB 
nauss.'  Sic  ist  im  Allgemeinen  in  ßezag  auf  f  vom  6ten  Grade. 
JDa  i  aus  dieser  Gleichung  nicht  verschwindet,    so  ist  elfte  Komh 
pensation  unabhängig  von  dem  Werthe  von  t  nicht  rauglich  ;   man 
'«vi^d  also  t  innerhalb  der  Gränzen  der  Temperaturwechsel  ncfhmen 
ynd  alsdann  /  berechnen.     Auch    kann  man  für   eine  Reihe  voq 
^Werthen  von  i  die  entsprechenden  Werthe  von  f(Kc)  beredhneo; 
vind,  wenn  ihre  Differenzen  gering  sind,  den  Mittelwerth  für  /'nehmen. 
"Wären  aber  die  Differenzen  der  verschiedenen  Werthe  von  /"be- 
deutend, so  wäre  eipe  Kompensation  geradezu  unmöglich. 


N     : 


Uelber  die  Bewecnm?  einer  Kugrel  f m 
Iiaufe  einer  irindlbftcbse. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  J.  Dienger, 

Lehrer  'im*tfer  höheren  Bürgerschule  zu  Sinsheim  bei  Heidelberg. 


Um  diese  Bewegung  su  bestimmen,  soll  vorausgesetzt  werden^ 
dass  die  Kugel  gepflastert  (umwickelt)  sei,  also  fest  aufsitze ;.  fer- 
ner »^  «fie'Keibung  derselben  im  Laufe  =6  (so  dass  ein  Gewicht 
von ^^ KllöäAr.  nöihig  wäre;  sie  ans  dem  Laufe  zu  ziehen);  end- 
lieh möge  diM*  Widerstand  der  Lnft  ausser  Aeht  gelassen  werdet: 
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Es  habe  nun  der  an  den  Lauf  angesehi^attbte  KoIbM  einen 
Inhalt  znk  Kubikmeter,  sei  r  der  Halbmesser  des  Laufes  in  Metern, 
a  seine  Länge  im  nämlichen  Maasse^  femer  fi^erde  das  Ventil, 
welches  den,  die  gepresste  Luft  enthaltenden  Kolben  abschliesst, 
während  t  Sekunden  geöffnet  und  es  sei  die  Elastizität  der  ein- 
eescblosseuen  Luft  gleich  dem  ^fachen  Drucke  der  Atmosphäre 
(bei  mittlerem  Barometerstande,  den  wir  voraussetzen)  ;  endlich 
sei  das  Gewicht  der  Kugel  ==p  Kilogr. 

Während  der  r  ersten  Sekunden  wirken  auf  die  Kugel  einer- 
seits der  Druck  der  im  Kolben  eingeschlossenen  Luft  imd  ander- 
seits die  Reibong  und  der  atmosphärische  Druck; 

A  X  C  TB 

\— 1— : 1 '. 1 ^ -1 

Sei  demnach  in  yorstehender  Figur  AB  die  Länge  des  Liaiife$ 
(a  m^tr.),  ^C  der  Wes,  den  die  Kugel  während  der  r  ersten  Sekunden 
aurchläuft,  X  der  Punkt,  in  dem  sie  sich  am  Ende  der  Zeit  t  «t)  befin- 
det, AX=x  m^tres.  Der  Inhalt  von  AX  ist  =r^7tx»  demnach  die  im 
Kolben  enthaltene  Luft  in  den  Raum  k-t-t^x  ausgedehnt;  ihre  Span* 

otä  ■ 
niing  befragt  also  noch  »i  .  ^j-     Atmosphär^>»alBd  ist  derDmck  aaf  di» 

Kugel  =sji  j-^t*,  wenn  m  gleich  dev  Drn^e  der  atmo^hirisclMB 

Luft  auf  1  Quadratmeter  (m= 10330  Kilogr.  ungefähr).     Man  hat 
also 

/  d^x     t  +  r^Tca       ^"  ^ 

dfi- ^ ^'  (1) 

wenn  g  die  Beschleunigung   der  Schwere  (=9,8088  m^tres)  be — 
zeichnet.    Hieraus  folgt: 

y^^m  V  die  -Gcschwindi^^it  im  Punkte  X  biifeuiet.  •} 

Hieraus 


^  =  V  Ol  log(l  \b^x)— c^, 

2mnka    .       f%      •     2(fr+nir®nf)     .  .  ... 

wenn  ot—     ^    -,  fri  =  T,  A=- — "^5 9  i^t,  woraus  folgf: 

p  K  p 


J  O 


^  m 


V  «i  log(l+6iJ?^(^* 


Da  dieses  Integral  nichlallg^pftein  bestimmt  WJQrdfn  kasnk»  HH: 
b#g«agen  wi« rniffr  mit  einer  üä&rung,  indem  &r  inuntev  kMbi  «li» 
wir4    Treibt  t^m  die  NiAtimg  Wa  ivr  t«9ttttn  F#ieM;  ▼«&  m,  m\ 
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kommt  man  auf  eiliptiisKThe  FunktioDen;    wir    wollen    uns  jedocb 
mit  der  zweiten  Poienz  von  ^  begnügen  uod  setzen 

Iog(l+6iar)  =  Äiar ä^, 

so  das« 

«=  r .     ^    -    c" 

*/04/.  OiÄi*^  t/o 


worin  Oi&^^^^i  und  2(ai6i— Ci)>ai6i'a:  sein  muss,  d.  h. 
mnAt'^b+rhnTt  nod  2(imir%— 6 — nn^)y  — r — x. 


gm 


Die  erste  Bedingung  ist  jedenfalls  erfüllt,  wenn  Bewegung  erfol- 
soU,  und  die  zweite  zeigte  dass  \ 

<2k  (mnr^n — b  —  nir%) 
■     -  ^ 

niiir%* 

srin  VHrd,  was  immer  der  Fall  sein  wird,  wenn 
ist    Setzen  wir  diess  voraus,  so  ist 

1 

wenn  ^  irgend  eine  ganze,  positive  Zahl  ist,  und  man  dann  für 
arc(sin=Y  qrh~r~^  **■  Uciri«fen»  positiven  Werth  nimmt. 

Von  x^O:.  Um  »^^^^^^  »t  #=0;  «d  d.  wir  «  <  ^'^^^^ 
voraussetzen,  so  ist 

DemnacA  ist  die  Länge 

,  Finde  sleli  g*>a,  so. hätte  die  Kugel  den  Lauf  schon  vor  Ende 
d<»'2eit  t  verlassen,  und  es  wäre  die  Zeit  t' ,  während  welcher 
sie  im  Laufe  gewesen  wäre: 
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und  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  sie  denselben  verlassen: 

Ist  aber  o<a>  so  bewegt  sich  die  Kugel  noch  ferner  imLanfe. 
Ist  nun  am  Ende  der  Zeit  i  (vont  Verfifuss  der  2eit  x  an  gerech- 
net) die  Kugel  in  Y  und  heilst  CY=ffy  so  findet  sich,  wie  oben: 

woraus  steh  ergiebt: 

welche  Formel  die  Geschwindigkeit  Im  Punkte  F  bestimmt  Setzt 
man  hierin  y=ia  —  Qy  so  erhäß  man  endlich  die  Geschwindigkeit, 
mit  welcher  die  Kugel  den  Lauf  verläi^st»  ;fiir  die  man  findet: 


worin  q  durch  die  Formel  (6)  bestimmt .  Ist/ 

Diese  Endgeschwindigkeit  zu  bestimmen,   haben  wir  nns  zur 
Aufgabe  gesetzt  '  . 


%    *      % 


Vetoniiirsäufgalbeii  i^  fitchfiUer. 

■  1  _  ■         , 

Von  Herrn  Oskar  Werner, 

Schule^  des  iipljtechabcheA  Iiwtitates  lu'  Dreeden. 


^■-  -     ^    .  -  -1 


•  •     • 


Folgendes  ist\zu  beweisen. 
Für  jedes  beliebige  p  und  positive  ganze  r  jliesteht  dierRelatioD 


-.i         2  2.4      .  ,    .^^-  2.4.6...,(2>^2) 


•         • 


(Fortsetsiing  folgt.)  '    »'  •'■        ♦  *' 


Heber  die  Identftllt  der  Pyramidal- 
und  prtematisclien  Schnitte  mit  den 
'Werwandtschaftender  Collineation  and 

Affinitat. 

Von 

>  Herrn  Simon  Spitzer 

zu  Wien. 


§.1. 

Mdbius  stellt  in  seinem  barycentrischen  Caleui  zuerst  das 
Pnncip  der  Collineation  anf;  er  sagt  darüber  Folgendes :  Das  Wesen 
dieser  neuen  Verwandtschaft  besteht  darin,  dass  bei  zwei  ebenen 
oder  körperlichen  Räumen  jedem  Punkte  des  einen  Raumes  ein 
Punkt  in  dem  andern  Räume  dergestalt  entspricht,  dass,  wenn  man 
in  dem  einen  Räume  eine  beliebige  Gerade  zieht,  von  allen  Punk- 
ten, welche  von  dieser  Geraden  getroffen  werden ,  die  entsprechen- 
den Punkte  in  dem  andern  Räume  gleichfalls  durch  eine  Gerade 
TCrbunden  werden  können. 

Aus  dieser  Erklärung  leitet  er  die  Eigenschaften  dieser  Figu- 
ren durch  Rechnung  ab.  Andere  vervollkommneten  diesen  Gegen- 
stand theils  durch  analytische,  theils  durch  geometrische  Arbeiten, 
aber  es  herrschte  darin  kein  eijorentlicher,  wahrer  geometrischer 
Zusammenhang y  es  fehlte  das  Band,  das  sie  inniger  vereinigen 
^te.  Man  hatte,  um  mich  der  Worte  Steiner's  zu  bedienen, 
nur  eine  Saibmlung  von  aus  einander  liegenden,  wenn  auch  sehr 
ichar&innigen  Kunststücken,  aber  kein  organisch  zusammenhän- 
gendes Ganze  zu  Stande  gebracht. 

§.2. 

Ich  habe  versucht,  den  geometrischen  Zusammenhang  colllnear- 
verwandter  Figuren  zu  erforschen;  ob  es  mir  gelungen,  mögen 
Sachverständige  entscheiden.  —  Wenn  man  eine  Pyramide 
dareh  Ebenen  schneidet,  so  haben  je  zwei  dadurch  ent- 
stehende Schnitte  eine  solche  Relation  gegen  einan- 
der,    das»  jedem' Pnnkte. des  einen  Schnitts  ein  Punkt 

Theil  n.  29 
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des  andern  eiitsprieht,  dergestalt^  dass  wenn  drei  Punkte 
des  einen  Schnitts  in  gerader  Lraie  liegen^  die  drei 
ihnen  entsprechenden  Punkte  des  andernSchnitts  ebeo- 
falis  in  gerader  Linie  enthalten  sind;  daher  entspricht  aach 
jeder  Geraden  des  einen  eine  Gerade  des  andern  Schnitts.  Man 
nennt  solche  Systeme  von  Figuren,  die  diese  Eigenschaft  haben» 
nach  Mubius,  coilinear  -  verwandte  oder  coilineare  Figuren. 

§.  3. 

Wird  die  Pyramide  sammt  ihren  Schnitten  auf  irgend  eine 
Ebene  projicirt,  so  sind  auch  die  Projectionen  der  Schnitte  colli- 
near  verwandt,  denn  nach  den  Gesetzen  der  Projection^lehre  ent- 
spricht jedem  Punkte  Im  Räume  ein- Punkt  der  Projection,  und 
wenn  im  Räume  drei  Punkte  in  einer  Geraden,  liegen» .  so  liegen 
die  Projectionen  dieser  drei  Punkte  auch  in  einer  tieraden.  Ji^ 
sogar  zwei  Projectionen  Eines  Schnittes  sind  cmHASar- verwandt» 
denn  die  beiden  Projectionen  einer  Geraden  sind  im  Allgemeinen 
wieder  Gerade,  unci  jedem  Punkte  der  einen  Geraden  entspricht 
ein  Punkt  der  andern.  Liegt  ein  Schnitt  in  einer  projicirenden 
Ebene»  so  ist  die  Projection  desselben  eine  Gerade»  daher  kann 
auch  eine  Gerade  mit  irgend  einer  Figur   colllnear- verwandt  sein. 

§.4. 

Man  kann  daher  bei  der  Entwickelung  der  Gesetze  der  colli- 
nearen  Figuren  sowohl  von  den  Schnitten  der  Pyramide  als  ihren 
Projectionen  ausgehen»  die  bei  den  erstem  gefundenen»  so  oft  es 
mdgllch  ist»  auf  letztere  ausdehnen»  und  umgekehrt.  Auf  dies 
Art  lernt  man  zugleich  den  Innern  Zusammenhang  der -räumlidie 
Grossen  und  Ihrer  Projectionen  besser  kennen. 

§5. 

Alan  nennt  den  Scheitel  der  Pyramide  das  ColIineationsceKi- 
trum»  die  Durchschnittslinie  der  Ebenen  beider  Systeme  die  Colli- 
neationsachse.    Dieselben  Benennungen  gelten  aucli.  für  ilure  Pro- 
jectionen.    Hier  k^nn  der  spezielle  Fall  eintreten»    dass  die  Colli- 
neationsachse  in  einen  Punkt  übergeht. 

§.  6. 

Nach  diesen  Erklärungen  wird  man  im  Stande  sein»  an  irgend 
einer  Geraden  ab  (Taf.  iX.  Fis.  1.)  des  Systems  L  Ihre  'ent- 
sprechende AB  des  Systems  U.  zu  finden.  Man  lege  nimlleh 
durch  O  und  ab  eine  Ebene;  der  Schnitt  dieser  mit  der  Ebene II. 

fibt  die  verlangte  Gerade.  Eben  Sio  kann  man  zu  ii^end  einem 
^unkte  c  des  Systems  1.  seinen  entsprechenden  Punkt  C  des 
Systems  IL  finden;  man  verbinde  nur  O  mit  c,  und  verifingere 
diesen  Strahl  so  lange»  bis  er  die  Ebene  II.  im  verlangten  Punkte 
C  schneidet. 

§.  7. 

.  •     • 

Je  zwei    entsprechende  Gerade  zweier    collinear*if!erwnadlei 

Figuren  schneiden  sich  In  der  Collineationsaohse;  denn  betradrtm 

wir  irgend  zwei  entsprechende  Gerade»  so  liegen  sie.  nach  dsA 
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Vorikergehenden  in  einer  Ebene ,  sie  mflsseh  sicli  daher  schneiden. 

Ihr  Durchschnittspniikt  liegt  aber,  weil  er  der  Geraden  des  ersten 

Syatens  angeh5rt,  in  der  Ebene  des  ersten  Systems,  und  weil  er 

anch  der  Geraden  des  zweiten  Systems  anffehürt,  in  der  Ebene  des 

■Bweiten  Systems;    er  gehurt  also  beiden  Ebeaen  an,   daher  liegt 

er  im  Durchschnitt  beider,    d.  i.  in  der  ColKneationsachse.      & 

'^sdhneiden  sich  daher  auch  je  zwei  entsprechende  Projectionen  der 

Geraden  in  einer  Geraden;    was  besonders  ffir  die  Geometrie  de- 

.Bcriptive  bemerkenswerth  ist. 

$.  8.   . 

Daraus  folgt:  Ist  in  Taf.  IX.  Fi^.  2.  von  zwei  Figuren  die 
eine  derselben  ABCD,  die  Colli neationsachse  MJV,  und  ein  der 
erstem  entsprechender  Punkt  o  gegeben ,  so  iSsst  sich  mit  Leidi- 
ti^keit  die  mit  der  ersten  collinear- verwandte  bloss  mit  Hülfe  des 
Lineals  construiren.  Man  verlän&^ere  nämlich  AD,  bis  die  Colli- 
neationsachse  in  1  geschnitten  wird,  so  ist  1  auch  ein  Punkt  der 
Linie  ad  der  entsprechenden  collinear-verwandten  Figur.  Verbin- 
det man  1  mit  a,  so  ist  ad  die  der  AD  entsprechende  Gerade 
Verlängert  man  dann  AB  bis  zom  Durchschnitt  2  mit  der  Colli- 
jiealiÖDgSachse»  so  ist  2  wieder  ein  Punkt  der  ab;  verbindet  man 
daher  2  mit  a,  so  ist  ab  die  der  AB  entsprechende  Gerade;  ver- 
längert man  BC  bis  3,  verbindet  man  3  mit  bt  »o  erhält  man  bc. 

Unmittelbar,  daraus  folgen  wieder  eine  Jleibe  merkniUrdig^r 
Sätze,  von  denen  ich  nur  folgenden  anführe:  Drehen  sich  die 
Seiten  eines  necks  um  n  feste  Punkte,  die  in  einer  Geraden  liegen, 
und  bewegen  sich  n — 1  Ecken  desselben  auf  eben  so  vielen  festen 
Gemden,  welche  sieb  in  einem  und  demselben  Punkte  0  durch- 
scjineiden,  so  bewegen  sich  auch  die  übrige  Ecke  und  alle  andern 
entsprechenden,  Punkte  in  andern  festen  Geraden,  wekl^e  mit 
jeiHBD  den  Durchschnitt  O  gemein  haben. 

f  10. 

Unter  allen  P^ren  entsprechender  Geraden  zeichnen  sich  zwei 
lM0onders  avsr  man  nennt  sie  die  Gegenacfasen.  Denkt  m^m 
Hieb  Bämlich  durch  die  Spitze  O  eine  Ebeile  parallel  an  einer 
iler  ^beiden  Ebenen  gelegt,  so  kann  sie  diese  Ebene  nicht  schnei- 
den, wohl  aber  die  andere,  zu  der  sie  nicht  parallel  ist;  nnd  zwar 
m  einer  Geraden  parallel  zur  Collineationsachse.  Die  dem  jedes- 
maligen Schnitte  (Gegenachse)  entsprechende  Gerade  liegt  unend- 
lich entfernt. 

§.  II. 

Zieht  man  in  einem  Systeme  mehrere  parallele  Gerade  ab,  olV, 
cr'^,....  (Taf.  IX.  Fig.  3.),  legt  dann  durch  jede  derselben  und 
durch  das  Collineationscentrum  Ebenen,  die  sich  in  einer  Get'aden 
^'^J?^  schneiden;  die  zu  den  parallelen  Geraden  parallel  ist,   und 

23* 
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sucht  man  den  Durchschnitt  Bf'  dieser  Geraden  mit  der  andern 
Eb«ne,  so  ist  B>'  (in  d^r  Perspektiviehre  unter  dem  Namen  Begeg- 
nutigspunkt  bekannt)  p  da  er  nicht  nur  im  Durchschnitte  der  Ebe- 
nen Ä'abf  A"a'b'  9  A"a"b"  f..^  sondern  auch  in  der  Ebene  II. 
liegt«  der  Durchschnitt  jener  Geraden»  die  den  paraUelen  Geraden 
ab,  a'b'  i  ab",...»  entsprechen.  Aendem  diese  parallelen  Geraden 
ihre  Richtung,  so  ändert  auch  A"B"  ihre  Richtung,  sie  bleibt  aber 
immer  in  der  Ebene  A"B"B',  Man  sieht  daraus,  dass  der  Ort 
der  Durchschnittspunkte  derjenigen  Geraden  imSystem 
IL,  welche  parallelen  Geraden  im  System  I.  entsprechen, 
die  Gegenachse  MN  des  Systems  IL  ist,  oder  auch,  dass 
jeder  Reihe  paralleler  Geraden  in  dem  einen  Systeme  ein  Punkt 
m  der  Gegenachse  entspricht.  Eben  so  ist  der  Ort  der  Dnrch- 
schnittspunkte  der  Geraden  im  Systeme  I. ,  die  parallelen  Geraden 
im  Systeme  U.  entsprechen,  die  Ge^enachse  des  Systems  I.  Die- 
ser Satz  iässt  sich  auch  sehr  vortheilhaft  ffir  die  Projectionen  der 
Pyramidalschnitte  übertragen. 

§.  12. 

Wir  können  die  collinearen  Figuren  auch  noch  auf  eine  zweite 
Art  betrachten.  Es  sei  ^lfiC(Taf.X.Fig.4.)  die  Grundfläche  und  O  der 
Scheitel  einer  Pyramide;  denkt  map  sich  diese  Grundfläche  ABC 
als  fest,  und  die  Spitze  O  der  Pyramide  als  veränderlich,  so  wer- 
den dadurch  nur  immer  andere  und  andere  Pyramiden  beschrieben. 
Schneidet  man  sie  alle  durch  eine  Ebene,  so  sind  die  dadurch 
entstehenden  Figuren  collinear-verwandt,  denn  es  entspricht  Jedem 
Punkte  m  des  einen  Systems  ein  Punkt  m'  des  andern ;  und  diese 
waren  eigentlich  allgemeine  Betrachtung  der  G^eometer. 

§.13. 

Wir  wollen  hier  zuerst  die  allgemeinen  Benennunff^i  festset- 
zen, Httd  dann  einige  Gesetze  dieser  Floren  entwickein. 

Der  Durchschnitt  der  Schnittebene  mit  der  Ebene  ABC  (Taf.  X. 
Fig.  4.)  ist  die  Gollineationsachse,  auf  ihr  schneiden  sich  alle  ent- 
sprechenden Geraden,  es  möge  der  Punkt  O'  sich  nach  was  immer 
f3r  einem  Gesetze  bewegt  haben,  die  Figuren  sind  einander  wenig- 
stens zu  je  zweien  collinear-liegend ,  und  haben  daher  einen  Punkt 
(Collineationscentrum) ,  wo  sich;  die  Verbindungslinien  der  ent- 
sprechenden Punkte  schneiden.  Die  Beweise  dieser  Sätze  -sind 
so  einfach ,  dass  ich  sie  ganz  übergehe.  Legt  man  durch  O  und 
O'  Ebenen  parallel  zur  Schnittebene,  so  Erhält  man  Im  Dorchscluiitt 
dieser  Ebenen  mit  der  Ebene  ABC  die  Ge^nachse. 

§.  14. 

Bewegt  sich  der  Punkt  O'  in  einer  Geraden,  so  haben  alle 
Figuren  nur  Ein  Collineationscentrum,  die  Punkte  aa!a"a^,...  lie- 
gen in  einer  Geraden^  eben  so  bb'bV...,  u.  s.  w.,  denn  «owohl 
AO,  A(y,  AO"....  liegen  in  einer  Ebene, .  als 'auch  a,  a' ,  a^..«., 
daher  der  Durchschnitf  beider  in  einer  Geraden«  die  durch  die 
gemeinschaftlichen  Punkte  äa'a", ..  bej4er  Ebi^nen  geht 
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§.  15.   . 

Hinsichtlich  der  besbnderb  Lage  des  CollioeatioDscentniiiM 
und  der  CoilineatioRBachse  kODoen  folgende  Fälle  eintreten : 

1)  Es  kann  das  CoUineationsceDtrum  unendlich  entfernt  seip; 
dann  geht  die  Pyramide  in  ein  Prisma  Qher,  die  Durchschnitts- 
figoren  stehed  in  einfacheren  Relationen,  man  sagt,  sie  seien 
affin,  oder  stehen  Id  der  Verwandtschaft  der  Affinität. 

2)  Es  kann  die  CoUineationsachse  unendlich  weit  entfernt 
sein;  dann  sind  die  schneidenden  Ebenen  parallel,  die  Schnitte 
sind  ähnlich,  können  aber  auch  congruent  sein.  Die  Spitze  der 
Pyramide  oder  ihre  Projection  nennt  man  hier  Aehnlichkeitspunkt. 

3)  Es  kunnen  die  CoUineationsachse  und  das  Coüineations- 
eentrum  unendlich  entfernt  sein,  d.  h.  «es  wird  ein  Prisma  von 
parallelen  Ebenen  gesdinitten;  die  Durchschnittsfiguren  sind  dann 
nur  Gon^uent. 

Adinliche  Fälle  lassen  sich  auch  bei  der  zweiten  Betrach- 
tungpsweise  anfuhren. 

§•16- 

Wir  kuben  bisher  die  collinearen  Figuren  in  der  Lage  betrach* 
tet»  wie  sie  unmittelbar  aus  dem  Pyiämidalschnitt  entstanden  sind, 
oder  in^  der  Lage  der  Projectionen  dieser  ihrer  Schnitte.  Mas 
nennt  sie  so  eigentlich  collinear-liegend.  'Denken  wir  uns  nun  die 
Figuren  in  einer  solchen  Lage,  dass  nicht  mehr,  wenn  man  je  zwei 
entsprechende  Punkte  mit  einander  y  er  bindet,  sich  alle  Verbin- 
dungslinien, in' einem  Punkte  schneiden ,  so  ist  die  Frage,  wie 
findet  man  da  zu  jedem  Punkte  oder  zu  jeder  Geraden  des  einen 
Systems  den  entsprechenden  Punkt  oder  die  entsprechende  Gerade 
im  andern  ,'•  wie  kann  man  die  Figuren  wieder  in  ihre  ursprfing- 
llche  Lage' bringen,  # oder  hauptsächlich:  welche  Gesetze  finden 
zwischen  den  Elementen  beider  Systeme  statt?  Ich  will  hier  ein 
fiir  allemal  bemerken,  dass  die  tiesetze,  die  ich  hier  aus  einer 
Betracbtongsweise  ableite ,  sich  auch  auf  die  andern  anwenden 
lassen. 


§.  17. 

Es  seien  in  Taf.  IX.  Fig.  5.  ABCD  und  ahcd  vier  einander 
entsprechende  Punkte  in  entsprechenden  Geraden  beider  Systeme 
liegend,  so  ist  wegen  des  Strahlbfischels  OA,  OB,  OC,  OD, 
dc^  von  den  zwei  Geraden  ad  und  AD  geschnitten  wird: 

fli    ad  _  AB  AD 

cb'cd"  CB'CD' 

i  ■   ■ 

und  dieSs  ist  das  Gesetz,  das  zwischen  je  vier  in  einer  Geraden 
liegenden,  einander  entsprechenden  Punkten  herrscht,  und  das, 
wie  ttian  sieht,  auch  dann  noch  stattfinden  muss,  wenn  die  Kreiden 
Systeme  Irgend  eine  andere  Lage  haben,  denn  es  hängt  bloss  von 
den  Abschnitten  der  Punkte  aMl  und  ABCD  ab. 
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§•18. 

Sind  daher  vier  in  gerader  Lioie  liegi^nde  PnnkCe  ABCD 
(Taf.  IX.  Fig.  6.)  dto  einen  Systems  und  drei  ihnen  entsprechende 
abc  des  andern  Systems  gegeben^  so  kann  man  den  vierten  d  finden ; 
denn  in  obiger  Proportion  sind  die  drei  ersten  Glieder  gegeben, 

und  es  sei  das  vierte  unbekannte  Glied  -^rz^m,  so  istdvoilkora- 
men  bestimmt.    Durch  Construction  findet  man  ihn  auf  folgende  Art. 

Man  ziehe  zwei  Gerade  unter  einem  beliebigen  Winkel,  trage 
auf  der  einen  die  Punkte  AB' CD'  und  auf  der  andern  die  Punicte 
a'Vd  auf,  soda8s^'JB'=JÄ,  B'Cz=zBC,  CD'=CD,  a'6'=a6, 
b'c'=öc  ist,  verbinde  b'  mit  B',  c'  mit  C,  den  Durchschnitt  O 
mit  ly  verbunden,  schneidet  die  a'c^  in  <Z' ,  den  man  dann  auf  der 

gegebenen  Geraden  aufträgt,  so  dass  cd'=.tfi!  ist.  Behufs  des 
eweises  ziehe  man  noch  OÄ ,  so  hat  man  einen  Strahlbüsebel, 
der  von  den  zwei  Geraden  AD'  und  a'd'  geschnitten  vrird ;  daher 
findet  die  oben  aufgestellte  Proportion  statt.  Für  affine  Figoren, 
wo  die  Strahlen  aÄ,  bB,,,,,  parallel  sind,   muss  sich  noch  nebst- 

dem  verhalten  :-ra=:^^=  7=^=....    Man  kann  daher  bei  affinen 

Figuren  aus  drei  in  gerader  Linie  liegenden  Punkten  ABC  des 
einen  Systems  und  aus  zwei  ilinen  entspreehenden  ab  des  andern, 
dsn  dritten  Punkt  c  finden,  und  zwar  durch  Cooötmction  auf  foip* 
grade  Arten. 

1)  Man  ziehe  in  Taf.  IX.  Fig.  7.  a,  wieder  zwei  Gerade  nnter 
einem  beliebigen  Winkel,  trase  auf  dieselbe  Art  wie  vorher  die 
Punkte  A'BCa'b'  auf,  verbmoeÄ'  mitÄ'  und  ziehe  durch  C  eine 
Parallele  zu  Ä'ö',  so  ist  c'  der  verlangte  Punkt,   oder: 

2)  Man  ziehe  in  Taf.  iX.  Fig.  7.  ß,  zwei  parallele  Gerade» 
tn^  wieder  die  Punkte  A'BCa'b'  auf,  verbinde  A'  mit  a'  ^  B' 
mit  V  und  C  mit  dem  Durchschnitte  O,  so  ist  </  der  verlangte 
Punkt. 

Die  Beweise  beidet  Gonstructionen  ergebefi  i^^  aus  den  Gre* 
setzen  der  projectivischen  Beziehungen  ebener  Strahlbflsdiei- 

§.  19. 

Schon  aus  diesen  Gonstructionen  ergeben  sich  die  folgenden 
Sätze: 

r 

1 )  Sind  zwei  Gerade  und  in  jeder  ders^en  drei  beliebige 
Punkte  gegeben,  so  können  diese  Geraden  immer  als  collineare 
Gerade  und  die  drei  Paare  von  Punkten  als  entsprechende  colli- 
neare Punkte  angesehen  werden. 

2)  Sind  zwei  Gerade  und  in  jeder  derselben  zwei  beliebiee 
Punkte  gegeben,  so  können  diese  Geraden  immer  als  affine  Ge- 
rade und  die  zwei  Paate  von  PunUen  als  entsprechende  affine 
Punkte  angesehen  werden. 

Denn  nimmt  mam  in  der  einen  Geraden  noch  eiilen  bellehiffen 
Punkt  an ,  so  kann  man  den  entsprechenden  Punkt  In  der  anton 
Geraden  nach  dem  Vorhergehenden  finden. 
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§.20. 

Es  sind  tünt  Punkte  AB CDE  (Taf.  X.  Fig.  8.)  und  vier  ihnen 
tntsprechende  Punkte  abcd  einer  collinearen  Fisiir  gegeben ,  man 
coli  den  Punkt  e,  welcher  dem  Punkte  E  coüincar  mt,  finden.. 
Man  bilde  durch  Verbindung  der  Punkte  ABCD  und  aöcd  dia 
b^den  voUatändigen  Vierecke «  ziehe  die  AE,  die  die  FB  in  M 
schneidet,  suche  den  dem  Punkte  JMT  entsprechenden  Punkt  im  andern 
Systeme  (m) ,  verbinde  a  mit  m,  so  ist  diese  Verbindunffsfinie  der  Ort 
des  Punktes  e.    Verbindet  man  nun  z.  B.  auch  Gmit  £,  v^odurch 


man  N  erhält,    und  sucht  den  entsprechenden  n^^  so  ist  auch  gn 
der  Ort  des  Punktes  e,  daher  ist  e  im  Durchschnitt  bei(' 


beider  Oerter. 


§.  21. 

Es  sind  vier  Punkte  ABCD  (Taf.  X.  Fig.  9.)  und  drei  ihnen 
entsprechende  Punkte  aJbc  einer  aflinen  Figur  gegeben^  man  soll 
den  Punkt  d»  welcher  dem  Punkte  D  afBn  ist,  finden.  Man  bilde 
durch  Verbindung  der  vier  Punkte.  ^IBCl)  das  vollständige  Viereck» 
mo  erhält  man  die  ;|wei  neuen  Punkte  M  und  N^  suche  die  ent- 
sprechenden affinen  Punkte  m  und  n  In  den  Geraden  ab  und  bc^ 
verbinde  m  mit  c  und  n  mit  a,  so  ist  im  Durchschnitt  beider  der 
verlangte  Punkt  d. 

Es  können  daher  im  Allgemeinen  zwei  beliebige  Vierecke  als 
colfinear  und  zwei  beliebige  Dreiecke  als  affin  angesehen  werden. 


§.  22. 

Durch  diese  einfache  Betrachtung  der  Coilineation  und  Affi- 
nität der  Figuren  als  Pyramidalschnitte  und  durch  diese  wenigen 
Sätze  is^man  im  Stande  5  eine  zahlreiche  Anzahl  von  Aufgaben 
zu  Idsen,  und  überall  den  ^istigen»  geometrischen  Zusammenhang 
mit  der  grtissten  Allgemeinheit  zu  vereinen.  Sätze ,  die  sonst 
lange  Beweise  bedortten,  werden  dadurch  von  selbst  klar»  das 
schönste,  die  Kegel-  und  Cylinderschnitte  erscheinen  nur  als  ein- 
zelne»  spezielle  .lalle.  Wir  wollen  nun  gleich  versuchen«  mehrere 
Au%aben  mit  Hülfe  unserer  gewonnenen  Sätze  zu  lösen. 

1)    Es  sind  zwei  Systeme  coüinear-liegcnder  Punkte  gegejben, 
man  soll-  die  Gegenachsen  beider  Systeme  construiren. 

■  Um  diese  Aufgabe  zu  lösen ,  suche  man  zuerst  die  Colli« 
neationsachse;  sie  geht  nach  §.  7.  durch  die  Durchschnittspunkte 
entsprechender  Geraden;  verlängert  man  daher  in  Taf.  X.  Fig.  10. 
ab  und  AB 9  ac  und  ACy  so  sind  M  sowohl  als  N  Punkte  der- 
selben, daher  MN  die  CoUineationsachse.  Die  Gegenachsen  *  lie- 
§en  nun  mit  ihr  parallel  9  und  zwar  in  den  Durchschnitten  der, 
urch  O,  zu  jeder  der  beiden  Ebenen  parallel  gelegten  Ebene; 
zieht  man  nun  durch  O  z.  B.  zur  ab  und  ac  Paralielen,  und  verlän- 
gert sie  so  lange,  bis  sie  die  AB  und  AC  schneiden,  so  erhält 
man  die  Gegenachse  des  Systems  ABC  Eben  so  erhält  man  die 
Gegenachse  des  Systems  abc. 
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2)  Es  ist  eine  Figur  des  einen  Systems  ^  die  ColIiDeations- 
achse^  das  Coliineationscentnim  und  die  Gegenachse  des  andern 
Systems  gestehen.  Man  soll  die  mit  der  gegebenen  Figur  colli- 
near-iiesende  Figur  durch  Construction  finden.  — •  Es  sei  abed 
(Taf.  Ia.  Fig.  3.)  die  gegebene  Figur ^  Pq>  dieCollineationsachse 
und  MN  die  Gegenachse  der  zn  bestimmenden  coUinearen  Fig^. 
Wir  entwickelten  in  §.  11.  den  Satz:  Wenn  man  durch  A'^  eine 
Parallele  zn  irgend  einer  Greraden^  z.  B.  ab  zieht,  bis  sie  die 
Gegenachse  in  B"  schneidet,  so  ist  dieser  Punkt  B"  der  geome- 
trische Ott  der  Durchschnittspunkte  jener  Geraden  im  andern 
Systeme,  die  zu  ab  parallelen  Geraden  entsprechen.  Wollen  wir 
daher  die  der  ab  entsprechende  Gerade  im  andern  Systeme  erhal- 
ten, so  ziehen  wir  durch  das  Collineationscentrum  eme  zu  ab  na- 
raJlele  Gerade,  verlängern  dieselbe  bis  sie  die  Gegenachse  in  B" 
schneidet,  so  ist  B"  ein  Punkt  der  zu  suchenden  Geraden.  Die 
ab  schneidet  aber  auch  die  Collineationsachse  in  einem  Punkte»  der 
ebenfalls  der  zu  suchenden  Geraden  gehört,  weil  je  zwei  ent- 
sprechende Gerade  sich  in  der  Coliineatiionsachse  schneiden,  es 
sind  daher  von  der  zu  suchenden  Geraden  zwei  Punkte  bekannt, 
daher  auch  die  Gerade.  Fährt  man  so  fort,  so  erhält  man  all^ 
den  Geraden  ab,  bd,  de  u.  s.  w.  collinear  liegenden  Geraden» 
daher  auch  zugleich  die  collineare  Figur. 

3)  Es  sind  zwei  t^ollineare  Figuren  gegeben,  die  nicht  colli- 
near liegen,  man  soll  das  CoUineationscentrum  und  die  Collinea- 
tionsachse durch  Construction  bestimmen.  Nehmen  wir  an»  wir 
hätten  bereits  die  Gegenachsen  gefunden,  ziehen  wir 'dann  aus 
einem  Punkte  B"  (Taf.  IX.  Fig.  3.)  der  einen  Gregenachse  zwei 
Strahlen  B"a,  B"ß,  so  werden  die  entsprechenden  Geraden  a'b', 
a"b"  im  andern  Systeme  einander  parallel  sein  und  von  der  Colli- 
neationsachse ein  eben  so  grosses  Stück  aß  abschneiden»  als  die 
zwei  Strahlen  abschnitten.  Um  daher  unsere  Aufgabe  zu  lusen, 
müssen  wir  zuerst  die  Gegenachsen  construiren,  das  geschieht 
auf  folgende  Art:  Es  seien  in  Taf.  X.  Fig.  11.  ABCB  und  abcd 
collinear -verwandt;  ich  ziehe  in  dem  einen  Systeme  ABCD  zwei 
Paar  zu  einander  parallele  Gerade  MN,  Iffly  und  MP,  M'P', 
und  bestimme  in  der  collinearen  Figur  die  entsprechenden  Geraden 
(indem  ich  zuerst  zu  den  fünf  Punkten  ABCDM  nxxA  abcd  Aen 
dem  M  entsprechenden  m  suche,  dann  eben  so  n »  p, .....) ;  in  den 
Durch  Schnittspunkten  R,  S  sind  zwei  Punkte  der  Gegenachse 
enthalten.  Hat  man  a\if  diese  Art  die  Gegenachsen  der  Fignr 
ABCD  (Taf.  IX.  Fig.  3.)  bestimmt,  so  kann  man  das  Stack  aß 
leicht  finden;  man  braucht  nur  die  parallelen  Geraden  ab,  a'o' 
über  die  Gegenachse  dieses  Systems  zu  verlängern.  Um  noch 
B"ci  zu  finden ,  denken  wir  uns  die  Ebene  I.  parallel  zu  sich  selbst 
fortbewegt,  oder  bloss  eine  Gerade  P'tp'  parallel  zur  G«genaclise 
gezogen,  so  sieht  man,  dass  ccßicc'ß* :=i  aB^iafB" ,  vrotdiVLB  man 
ciB"  finden  kann.  Trägt  man  ctB"  nun  von  B"  aus  auf  und  zieht 
die  Parallele  zur  Gegenachse,  so  erhält  man  die  Collineationsachae. 
Sucht  man  im  andern  Systeme  auch  die  Collineationsachse»  legt 
dann  beide  Systeme  über  einander,  dass  sich  beide  Collineatioos- 
achsen  decken»  und  zwar  so,  dass  sich  die  gleichliegenden  Greraden 
in  einem  Punkte  derselben  schneiden  ;  so  sind  die  Figoren  cdili- 
near  -  liegend.  Das  Collineationscentrum  findet  man  durch  Verbin- 
dung entsprechender  Punkte. 


3S3 


leb  will  Dur  noch   erwähnen»   iwss  fast  alle  Sätze  ans  Stei- 
ner's   systematischer  Entwickeluns   der  Abhängigkeit 

äeometrischer  Gestalten  von  einander  sich  unmittelbar  auf 
ie  colltnear- verwandten  Figuren  anwenden  lassen. 


ITelber  einen  allfremeinen  Iielirsaliz  der 
Statik  und  Ober  einifpe  {^eometrisclie 
und  statisclie  Sätze  Ton  der  Pyramide 
und  den  eckifren  K9rpem  ülberliaupt. 


Von 

dem  Herausgeber. 


j 


Ich  will  zuerst  den  folgenden  Satz  beweisen: 

Lehrsatz, 

Wenn  beliebige  Kräfte  im  Räume  unter  einander 
in&  Gleichgewichte  sind^  so  sind  immer  auch  deren  Pro- 
jectionen  auf  einer  jeden  beliebigen  Ebene  unterein- 
ander im  Gleichgewichte. 

_  ■ 

Beweis. 

Die  gegebenen  Kräfte  seien 

\         ... 

"f    "l,     "29    'S»    «4»""> 

die  Coordinaten  ihrer  Angriffspunkte  in  Beziehung  auf  ein  beliebi- 
ges rechtwinkliges  Coordinatensystem  seien 

M?,y5«;   «i»yi»*i;   ^2»  ya»  ^t;   ^s^  ya»  «s;'.^ 

und  ...         -  ,i-.;.v  ». 

«5  ßy  y-   «i»  ßi^  n;   ofa/  /^«»y«:   «3>  fe»  'ys;.-» 
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seien  dte  auf  bekannte    Weise   gedonimeDeii  Bestimniangsivinkel 
ihrer  Richtungen. 
Ist  nun 

1)    AX+BV+CZ  +  n^O 

die  Gleichung  einer  beliebigen  Ebene »  und  werden  durch 

^9  v>  ii  ^1»  Vv9  &;  ^'  %'  £2''  ^9  V39  ib;—- 

die  Coordinaten  der  Projectionen  der  Punkte 

(a:yz),  (ari^iZi),  (orayaZa) ,  (0:3^323),.... 
auf  dieser  Ebene  bezeichnet;    so  ist,   wenn  wir  der  Kürze  wegen 

U.  Sk  W.  ■.-.-.'-.. 


ti  . 


^Maeo^  nach  MKanntm  FonneiD  der  analyt&dien  Gen|iidtrie^' 

J^  _  BJ  C^ 

§1—^1     ^2^^+C^  %~y;-^2+^^c»'fii-«i— ^24-ijaL|_ca' 

u.  s.  w. 

Bezeichnen  wir  nnn  die  Projectionen  der  Kräfte 

-■■,,.  .... 

■«  >  -«i*  -«a»  -"s*  '■4i»'»*  ' 

auf  der  durch  die  Gleichung  1)  charakterisirten  Ebene  respective 
durch 

Ji,  JJi,  Jia,  ii3,  ii4,.... 

und  die  90®  nicht  übersteigenden  Neigungswinkel  ihrer  Richtungen 
gegen  die  in  Rede  stehende  Ebene  respective  durch 

*»    h»    H9    *8>    Hi  —'9 

so  ist 

4)  JT=Pcosi,  iIi  =  PiCosfi,  Il2:rzP^co8i2,n^:=zP^.CMig,.... 

Bezeichnen  wir  aber  die  auf  gewöhnliche  Weise  genommeiM 
Bestimmungswinkel  der  Richtungen  der  Kräfte 


■ «  I 
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n,  ii,,  n^,  n^,  i^ 

durch 

so  ist,  wie  kh  in  der  Abhandlung  Archiv.  ThI.  VI.  Nr.  XXXVIII. 
23)  und  24)  gezeigt  habe>  wenn  wie  dort,  der  Kürze  wegen 

5)  K=\f  A^  +  B^+  C*  -  (^cosa  +iBcosi3+  Ccosy)« 
gesetzt  wird: 

(^«+J5*+C^cos«— (^4co8a+J5co8/J+  Cco8y)A 

(A^^B^+C^co8ß^(Aeosa±Bcosß+  CcoBy)B 
(^HÄ^+ ^  cosy  —  Mco»  «+ J5cos/3  +  Ccosy)  C 

cos  IT  2^ .  * 


und 


7)  C08l=     /-  > 


und  ebenso  fOr  die  andern  Kräfte. 
Also  ist 

A 

cos  «cos  q> = cos  ft  —  ■pTjT'MTirrä  (-^  ^^®  "  +  -^c^s  j5  +  Ccos  y), 

cos tcosif;=cos j3  —  ^21024.  /^(-^  ^®®  ^  -|-  Äcbs j5+  Ccosy), 

C 

costcos}f=cosy — •jjnTßäiXT^^^^^^^'  +  '^^^^i^  +  ^^^^y) 

•   ■  •  "      •   • '. . 

und,  wie  man  mittelst  leichter  Rechnung  findet: 

^    cost(§costp— i|cea9^)i 

C 

=  ^2  ,  ^  ,  ^^M(ycosy— xcosfi  +-ß(zcosa— .rcosy) 

•f  COrcos /3  — •  ^  cos  a), 

'  ^3rjrg2:(re2(^cos^--^cosa), 

■  * 

co6i(^cosx — fcos«»;;) 

A  \ 

=  ^2  ,  ^  ■  ^M(^cosy— gcos<3)  +  ^(zco8ft~jccosy)   ( 

+  C(a:cos/3 — ^cosa)  ; 
•     .  D 


i ' 
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COS  l(i COS  9>  —  I C08  jj) 

+6Xarcosj3—iyrcoÄ«) 

~"  lHrg2qri^(^cösa— ilcosy). 

Also  ist  offenbar  in  einer  bekannten  Bezeichnung ; : , 

8) 

■     A 

2:iTcos9=:2:Pcosa-- jäX^XgäC-^  2:Pcos  a+ JffZPcos  /3+  CZP^oh  y), 

B 

2IIcosit=2Pcosßr'j^^rQ2(^  2Pco8a+Bi:Pcosß+  CüPcosy), 


t.      s  , 


'  C  • 
2:JTcos;t=2;/^os>— -^a  Xgaj-  f^(A2Pcos  cc+B2Pcos  ß+  CZPtos  y) 

I 

und 

9) 

Xi7(^cos  tlf  —  rj  cos  g>) 

C  "' 

=  2äq7gäT^UJ-2:P(ycosy---2Cosj3)  +  ^2?P(2Cosa*-\rcö«y)( 

+  CZP{x  cos  j3  — y  co»a) 

—  j^^_^^_^Q^{AEPcoBß-BIlPcosa), 

2n(fj  cos  X  —  £  cois  1/;) 

.^  .  •  ^  ■         .  "^       '       • 

+  C21^(«  CQS/J — y  CO«  a) 

2717  ({:cos  9>  —  I  cos  ^ 
== -pjnpj7^{-42^P(ycosy — 2COS/3)  -f -^^l^C^cosa  —  xcosy) 

+  C£P(xcosß  — ycos«) 
/> 

—  22 ^ B^i  (^(^^^^^^^"^^^P^^^Y)' 

Weil  nun  nach  der  Voraussetzung  die  Kräfte 

unter  einander  im  Gieicheewichte  sind>   so  ist  nach  den  Gnind» 
lehren  der  Statik  bekannflich 


f 
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JSPco8a=0,  2?Pco8/3  =  0,  £Pcosy=0; 
2^i^  (o:  cos  j3  — jf  cos  «)  ssrO, 
JlPiycoBy  —  2cosj5)=0, 
JSP  (z  cos  a  —  X  cos  y)  =0. 

AJso  ist  Aach  dem  Obigen  auch 

Znco8(p=0y  2'J7cosi/;=0,  2:nco8%=0; 

JJir(§  cos '^  — 12  cos  jgi>)  .=:=:  0» 

2?JT(iy  cos%  —  tcosT/;)  =  0, 
^J7(Jco8  9  —  |cosx)  =  0; 

lind  nach  den  Grundlehren  der  Statik  sind  folglich  auch  die  Kräfte 

II,  IIi,  J7af  Ha,  iZ^y..». 

unter  eini^ider  im  Gleichgewichte ,  wie  bewiesen  werden  sollte. 

Wenn  man  die  Projectionsebene  als  Ebene  der  xy  annimmt, 
«o  erfordert  der  Beweis  des  obigen  Satzes  weniger  Aufwand  von 
Caiculiwie  vorher;  derselbe  ist  jedocb  hier  absichtlich,  naAient- 
lich  anch  des  Folgeoden  wegen,  in  mugliehst  grosser : AUgemei»- 
halt  geführt  worden.  .  ...  * 

§.  2. 

Für  an  einem  und  demselben  Punkte  wirkende  Kräfte  läset 
sich  nun  aber  auch  der  folgende  Satz  beweisen: 

Lehrsatz, 

"^  Wenn  an  einem  und  demselben  Punkte  beliebig  viele 
Kräfte  wirken,  und  deren  Projectionen  auf  zwei  belie- 
bigen/aleh ;s'<qhneldeiiden  Ebenen-^  j«desdies>er  beiden 
Systeme  für  sich,  unter  einander' im 'Gleichgewichte 
'sind;  sp.  sind  je^derzeit  die  gegebenen  Kräfte  i^elbsi 
UBter^inaiidet  im  Glieichgewichte. 

.Beweis. 

Wir  wollen  alle  im  vorhergehenden  Paragraphen  gebrauchten 
Bezeichnungen  auch  jetzt  beibehalten,  und  nur  annemnen,  daas 
die  Kräfte 


■«    *    /l»    -«2*   *9-9  .*^9  •••• 


sammtlich  an  einem  und  demselben  Punkte  wirken  sollen.    Sind 
diinn  '\'  :l.      ' . 

.     ^  A'a:  +  B'y+Cz+iy=zO 

die  Gleichungen  der  beiden  sich  schneidenden  Ebenen,  von  denen 
oben  im  Satze  die  Rede  gewesen  ist;   8o:ist:04Gh.  §•  L  8):  ..     tt 
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^     A 
i:ncoaq>=  2Pco&  «— 2P+BäXg2(-^  IlPcosa+BüPtos  ß+  C2Pcos  y), 

i:nco8'ip=2Pcos  /?—  Ä2,ß^^^  (A2P  C08  a+B^Pcos  ß+  CJSPcos  y), 

und  auf  ganz  ähnliche  Art  filr  die  zweite  Projeetionsebene  in  einer 
leicht  durch  sich  selbst  verständlichen  Bezeichnung : 

A' 
2lTco8<p=2Pco8a-'j,^,^^^{A'^Pcoscii^B'^Pcosß^Cj^Ptosy)y 

2n'co8'^'=^2PG08ß-j,^^^^^{A2PG08a^ff2Pco8§^^C2Pco8y), 

O 

2n'coB^^=JPco8Y'-h^j^^^j^A2PcoBa^'B:2Pc68ß^V2PtwiYy 

Weil  nun  nach  der  Voraussetzung  die  Projectionen  der  gege 
benen  Kräfte  auf  einer  jeden  der  beiden  Projeciionsebenen  unter 
einander  im  Gleichgewichte  sind:    so   ist  nach   den  Gfusdleliren 
der  Statik 

2;j7cQS9=0,  2:JTco8a/;=0,  2:J7cosx=0 
und 


h       •  •• 


2;j7'cos9)'=0,  2:JT'costf;'==0,  2:n'cosx'=0; 

also  nach  dem  Obigen  ' 

'•  '       ■  A      • 
O^JEPcoaa-^  ^p-rgq:^(i4-5Pcos«  +  BHPooBß  +  CSPcoBy) , 

0=2Pco8ß^-^^:jg^^(ASPcoaa  +  )Si:Pco8ß  +  CüPcQuy), 

C  ' 

0=^Pcosy  -  ^Tß2Trc^i^^JP^o8a  +  Bi:Pco8ß  +  CSPcosy) 


•  ' ■ . » .   I •» 


A' 
0=  2:Pcosa  -  ji2TjgF^T^zi^'2Pco8wc+B^£Pco8ß+C:SPtosy), 

0=2:Pcos/?^2^q:^^^:^ 

0=2Pco8y^^,.^,^^    ^(A^SPco8a+&2Pco8ßi'C£Pto9y); 


woraus  sich  leioht  die  Gleichungen 


.1. 


-.  I> 


und 
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A£PcoBß  =  B£Pewa, 
'^        B£PcoH  y  =  C2P  co»  /J, 
CSPcoH  a  =1  AUPcos  y 

A'ZPcosß  =  B^Pcosa, 
'  B'2PcosY=CSPcoßß, 

CüPcosa  =  A'HPcoßy 

ergeben.  Nimmt  man  nun  die  erste  der  beiden  durch  die  Glei- 
chungen 

Ax+Bif+Cz  +  D  =  0, 
A'a:  +  B'y+az  +  I>'=0 

charakterisirten  Ebenen  als  Ebene  der  xy  an  5  wa«  offenbar  ver- 
stattet ist;   so  ist 

■     ■  *     •  * 

and  foIgRch  nach  dem  Obigen  offenbar 

-S/>cosa=0,  2Pco8ß=zQ; 

also  ferner  nach  dem  Obigen 

A'2:P<iO9y=0,  B*JBPcosy=0. 

Weil  ntttt'^^r  irmch' der  Voraussetznng  die  betdeii  Pröjectl^n«-»' 
ebenen  sich  schneiden  sollen  ^  so  kann  offenbar  nicht  isuglelbh 
^'  =  0,    B'  =  0  seiti>   und  es  ist  also  naeh  dem  Vorhergehenden 

2;Pcosy==0.  . 
Daher  ist  jetzt  !,.;:; 

2;Pcos«=0.  üP^osß^O,  .;SPcoiy=0; 

und  nach  den  Gnindlehren  der  Statik  sind  folglich  die  an  einem 
und  demselben  Punkte  wirkenden  Kräfte 

P»  P\9  P^9   *8*   P^ty" 

unter  einander  Im  Gleichgewichte,  wie  bewiesen  werden  sollte. 

•  r 

•■    1  •ii   ■  ■  1 

Ffir  auf  eine  ganz  beliebige  Weise  im  Räume  wirkende  Kräfte 
lässt  sich  femer  Sex  folgende  Satz  beweisen: 

Lehrsutz. 

Wenn  Kräfte  auf  eine  beliebige  Weise  im  Räume 
wirken   und  deren  Projectiönep  auf  drei  sich  in  einem 
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Punkte  schneidenden  Ebenen»  jödes  dieser  drei  Sy- 
steme für  sich,  unter  einander  im  Gleichgewichte  sind; 
80  sind  jederzeit  Sie  gegebenen  Kräfte  selbst  unter 
einander  im  Gieichgevrrchte. 

Beweis. 

Wenn  die  Gleichungen  der  drei  sich  in  einem  Punkte  sehnei- 
denden Ebenen 

Ax  +  %+  Cz  +  />=0, 

A^x  +  B"y  +  a'z  +  D"=0 

sind ;  so  gelangt  man  zuvörderst  ganz  auf  dieselbe  Art  wie  im  For- 
hergehenden  Paragraphen  zu  den  drei  folgenden  Gleichungen: 

2:Pcosa=0,  2Pco8ß=0i  2Pco9yr^0. 

Weil  nun  aber  nach  der  Voraussetzung  die  Projectionen  der 
gegebenen  Kräfte  auf  jeder  der  drei  Projectionsebenen  für  sich 
unter  einander  im  Gleichgewichte  sind ,  so  is^  nach  den  Grund- 
lehren der  Statik  bekannüich 

£n(^  cos  t/; — ri  cos  (p)  =  0, 
2?  JI(i/ cos  % -— f  cos  t^)  =  0, 
JS  JI(J:cos  g? — I  cos  3j) =0 ; 

sowie,  ferner  in  .eixifr  leicht  durch  sich  selbst  Ferst&odlidieD '  Be- 
zeichnung:     .,    ,:    . 

.iir'(|'cosV— Vcos90  =  0* 

JSJI' (V  cos  x' -£' cos  i/;')=0, 

2;jI'(J;'cosg)'— |'cosx')  =  0    ' 
und 

JSn"  d"  coö  tlf"  -  V'  cos  gj'O  =  0, 

Sn"  {rf  cos  /— J^  cos  '^")  =  0, 

•     2;iF(J»cos9)^  — I^cos/Ozr:©. 

Mittelst  dieser  Gleichungen  und  der  vorher  schon  gefundenen 
Gleichungen  •  ^ 

^>PcO8a=:0,     2:i>COS/J=0,     ^iPcO8Jfq=0      . 

ergeben  sich  aber  aus  §•  1.  9)  leicht  die  drei  folgenden  Gleichungen : 

ASPiycoay—zcoaß)  +B£P(zcosa — x cosy)  ) 

<•  +C^P(are6s/5---yco^«)4  «^*      •:' 

^'2?P(y  cos  y — 2 cos ^  +  Ä'iP(f cos  ä— o: cosy)  J  ^ 

[+  C2J!jP(a;^cos  ß  — y  cos  «)* 

,    4".^P(yca8y'^zcosß)  +  B"^P(zco8a—xco9y)}  . 

.     l   t'       i'  +  C'£P(xeoBß^y coBäi         ' 
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'  Alis  der  ersten  dieser  drei  Gleiehungen  folgt ,   wenn  man  wie 
Im  verbergehenden  Pähtgraphen 

setzte  auf  der  Stelle 

I!P(xcoBß — y  cosa)=:0, 

und  die  beiden  letzten  der  drei  vorhergehenden  deichangen  wer- 
den dadurch: 

A' £P(yco8y  —  zcosß) -i- B* SP^cosa  -- a:.co»y)  :^0'9 
A''£P(yco8y^zco8ß)+B^I!P(zco8a-^ä:cosY)=0; 

wQrans  sich  femer  leicht 

{A'B"—B'A")  £P(yco8y^zco8ß)=0, 
{A'B" ^B' A") ZPizcoBa-^-xcoBy)  :=^Q 

ereiebt.    Wäre  nun 

A'B"-B'Ä'z:z(i, 

so  wurden  die  Durcbschnittslinien  der  2weiten.üDd  dritten  Projec- 
tionsebene  mit  der  ersten >  deren  Gleichungen 

A'x'\^By^'iy  =  {i  und  A"x^B"y^D"={i 

sind>  sieh  offenbar  nicht  schneiden,  wie  es  doch  unter  der  gemach- 
ten Voraussetzung  nothwendig  erforderlich  ist.  Also  ist  nidit 
A'V  —  BA"=^(iy  und  nach  dem  Vorhergehenden  ist  folgfich 

£P(ycosy — 2CosjS)=0, 

I1P(ZC08  €t  —  X COS  y)  =  0. 

0 

Daher  haben  wir  jetzt  die  «eciis  folgenden  Gleichungen: 

-SPcosa=0,  i:Pco8ß—0y  i:Pco8y=0; 

£P(xcoBß  —  ycosa)  =  0, 
I!P(y  cos  y — zco8ß)  =  0, 
£P(z  cos  a  —  a:cosy)  =  0; 

aus  denen  sich  mittelst  der  bekannten  Grundlehren  der  Statik  auf 
der  Stelle  ergiebt,  dass  die  gegebenen  Kräfte 

P>     Pl9    Pi»     Pz>     P^9—' 

unter  einander  im  Gleichgewichte  sind,  wie  bewiesen  werden  sollte. 

Aus  §.  1.  und  §.  2.  ergiebt  sich  nun  unmittelbar  der  folgende 
Satz:  '- 

Theil  IX.  24. 
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HfiLS  Gleichgewicht  beliebiger  auf  einen  und  densel- 
ben Punkt  wirkender  Kräfte  wird  dadurch  voll«t&ndi^ 
bedingt^  dass  die  Projectionen  dieser  Kräfte  anizwei 
beliebigen  sich  schaeidenden  Ebenen,  jedes  dieser  beiden 
Systeme  für  sicb^  untereinander  im  Gleichgewichte  sind. 

Eben  so  ergiebt  sich  aus  §.  1.  dnd  §.  3.  der  folgende  Satz: 

Das  Gleichgewicht  zwischen  auf  ganz  beliebige 
Weise  im  Räume  wirkenden  Kräften  wird  daduiTch  voH- 
ständig  bedingt,  dass  die  Projectionen  dieiler  Kräfte 
auf  drei  beliebigen  sich  in  einem  Punkte  schneidenden 
Ebenen,  jedes  dieser  drei  Systeme  für  sieh,  unter  ein- 
ander im  Gleichgewichte  sind. 

Von  diesen  Sätzen  kann  man  öfters  bei  dem  Beweise  anderer 
Sätze  mit  Vortheil  Gebrauch  machen ,  wie  im  Folgenden  an  einem 
Beispiele  gezeigt  werden  soll.  .     ' 

§.  5. 

Wir  wollen  uns  jetzt  ein  Dreieck  ^12^2^3  ^^  Räume  denken 
und  die  Coordinaten  seiner  Ecken  Ai,  A^,  A^  respective  durch 
ar^,  y],.zi;  0:29  y^»  Hl  ^3*  ^33  %  bezeichnen;  so  sind  bekannt- 
lich die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  der  Seite  AA^t 

Purch  diesen  Punkt  lege  man  ein  dem  primitiven  Systeme  paral- 
leles neues  Coordinatensystem,  so  sind  die  Coordinaten  der  Ecke 
A^  in  Bezug  auf  dieses  System  nach  der  Lehre  von  der  Verwand- 
lung der  Coordinaten: 

^3  —  4(^1+^2)5  ^3  — Kyi  +  y2)>  ^3  — U^i  +  ^a); 

und  nach  einer  bekannten  Eigenschaft  des  Schwerpunkts  des  Drei- 
ecks sind  folglich  die  Coordinaten  des  Schwerpunkts  des  Dreiecks 
AiA^A^  in  Bezug  auf  das  in  Rede  stehende  neue  Coordinaten- 
system offenbar 

4{^3— 5(^i+^a)}>  5(y3-i(yi+y2)U  l\h'-'i(h+^}' 

Also  sind  die  Coordinaten  ^  des  Schwerpunkts  des  Dreiecks 
A1A2A2  in  Bezug  auf  das  primitive  Coordmatensystem  nach  der 
Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordinaten: 

i(yi+^)  +  4{3^— 4(yi+y2)K 
4(2;i+2a)  +  i{^  — K^a+ÄsO); 

d.  i. 

i(^i+^2+^)»  l(yi+y2+!/9)»  Hh+H+H)i 

was  auch  sonst  schon  bekannt  ist.  >  : 
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§.  6. 

Mao  habe  jetzt  eine  beliebige  iiseitige  Pyramide^  deren  GraDd- 

flfiche  und  Spitze  respective  AtA^^A^ An  und  O  sein  mögen. 

Die  Grundfläche  nehme  man  als  Ebene  der  xy  an ,  und  bezeichne, 
dies  Forausgesetzt ,  die  Coordinateo  der  Ecken 

Ai  9  A^f.  A^f  A^ff»An 
respectire  durch 

J?li,  yi»  0;  a-2,  y^,  0;  ^3,  y^,  0;....^«,  jf«,  0; 

die  Coordinaten  der  Spitze  O  aber  durch  ^9  fj,  i* 

Wenn  wir  nun  die  Gleichung  der  Seitenfläche  AiA^O  durch 

Ax+By+Cz  +  D:=:0 

bezeichnen»   so  i^t 

Aa:^  +  Byj+D=^09 

Aa:^  +  By2  +  D=0, 

Ai  +  Bfji;Ci'{'D=0. 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt  durch  Subtraction 

oder 

B    ^ 
ar,  —  ita + (&iS%>  2  ="» 

B        C 

folglich,  wie  man  hieraus  leicht  findet: 

Weil  nun 

oder 

x-|+|(y-i?)  +  j  (1-0  =  0 

ist,   so  ist 

— {(^i-^2)(yi— '^)— (yi-^a)(^i— ÖK^-O  1 

•  I  ■  ■  1 

oder  auch,  wie  man  leicht  findet, 

24* 
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!=. 


oder  eodlich  auch 

die  Gleichung  der. Ebene  AiA^O, 

Die.Coordinaten  des  Schwerpunkts  des  Dreiecks  A1A2O  sind 
nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen 

» 

Die  Gleichungen  einer  beliebigen ,  durch  diesen  Punkt  gehenden 
Linie  seien 

Soli  nun  aber  diese  Linie  auf  der  Ebene  A^A^Oy  deren  Gleichung 
Torher  entwickelt  worden  ist  y  senkrecht  stehen ,  so  muss  nach  den 
Principien  der  analytischen  Geometrie 


{xi^x^)  (yi— 1?) — {yv-y^  (^1— ö 


sein,  und  die  Gleichungen  der  iu  dem  Schwerpunkte  des  Dreiecks 
AiA^O  auf  dessen  Ebene  senkrecht  stehenden  geraden  Linie  sind 
folglich  nach  dem  Obigen: 

^—1(^1+^2+0 

y—l(yi+y2+v) 

Folglich  ist  die  Gleichung  der  Projection  dieser  Linie  auf  der 
Ebene  der  a:y ,  d.  i.  auf  der  Grundfläche  unserer  Pyramide : 

y—  l(yi+y2+v)  _  __  ^1—^2 
a?—j  (^1+^2+1)         yi-y2 

oder 

yi    y2 


Hiemach  sind  also  überhaupt  die  Gleichungen  der 
der  in  den  Sdiwerpunkten  der  Seitenfläche^ 


Projectiion^i 


SOS 

AiAi^iJ,  A^A^O f  A^A^ Q y .. An  \ An O »  AnAiU 

unserer  P3rramide  auf  den  Ebenen  dieser  Seitenflächen  senkrecht 
stehenden  geraden  Linien  anf  der  Grandfläche  der  Pyramide  re- 
spective : 

yi — 9t 

u    s.  w. 
™" — 1      y** 

Bestimmen  wir  nun  die  Coordinaten  der  Durchschnittspnnkte  der 

Isten  und  2ten,  StenundSten,....,  (n— l)sten  nnd  nten^ 

itten  und  Isten 

Projection;   so  erhalten  wir^  wenn  der  Kürze  wegen 

^1=   (yi— ya)(»2-y3)(y3-:yi) 

+  yi(^2-^3)(^a  +  ^3+ö 

+ ya  (^3— -a^i)  (^3 + ^1  +  5) 
+ 3^3(^1  —«^2)  (^1  +  ^2  +  i)p 

^2=  (y2— y«)(y3-y4)(y4— »2) 

+  ^2(^8— ^4)(-^3+^4+l) 
+  »3  (^4—^2)  (^4+^2+  Ö 
+  y4  (^-^3)  (^2+^3+1)  » 

^3=  (2(3— ^4)  (y4-yö)  (y5— ^3) 

+  ^3(^4-^5)  (^4+^5+1) 

+  »4(^5—^3)  (^ö+^3+S) 

+  yö  (^3— '^4)  (^3  +^4+1)  » 
U«   S.   W. 

^n-1  =   (y»-i  — y»)  (yn— yi)  (yi  — yn-i) 

+  yn-1  (^»  -  ^1)  (OTn +.ri  +  Ö 
+  y«  (^1  —  ^ü-l)  (^1  +^n-i  +  ö 


I 


ferner 


und 
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^n=    (yii-yi)(yi--«fc)(y2-jrn)       * 

+  3^2  (^n— ^1 )  (arji+^i  +Ö ; 

Gl  =       (Xi  —X2)  (^2~^3)  (^3 — ^1 ) 
+  ^1  (y2— ys)  (»2+^8+^) 

+  ^2  CVs— 9i)  (^3 +3^1  +'»;) 

+  «3  (yi  —2^2)  (3^1  +?M+n>» 

+ ^2  (y3-^4)(y3+3^4+^) 
+ ^3  (2f^-y%)  (y4+y2+^) 

+  ^4(y^— ^3)  (^2+^8  +  ^)» 

I 

6^3  =     (ars  —0:4)  (a?4— arg)  (^Tß  -OTa) 

+ «» (y4-y5)  (y4+sri>+^) 
+  ^ö  (ys-'j^fk)  (|^3+y4+^)  5 

u.  s.  w. 

+  ^n  (yi  — yn-i)  (yi+y»-! +^) 

+  ^1  (yn-1  — yn)  (yn-i  +  yii+ 1?)  , 
Cn  =      (Xn  —  ^1)  (^1  — ^2)  (^2  ""  ^«) 

+  ^n  (yi— ^2)  (yi  +y2+^) 
+  ^1 0/2-yn)(y2+yn+t?) 

+  ^2  Cyii-yi)  (yn+yi +^) ; 

^1  =  ^1  (ya'-ys) + i2^2  (ya— yi) + ^  Cyi— y2) 
=— yi  (^-"~^)-^y2(^s^-*»^i)'^y3(^i^-^)* 

^2  =  ^2  (y3--y4) + ^8  ry4r-yte) +^4(y2-:ys) 
=  —  y2  (^3-^^4)  •-•ys  (^4-^^ — y4  (^2—^3)  ? 

^3  =  ^3  (yi-ys)  +-^4(y8r-y3)  +-«^5  (y3-y4) 
= -T  ya  (^^-fx:^) — y*  (•iPft— ^3)  ~  y6  (^3  -<^4) » 

U.  fiU  w. 

/^„«i  =     AT/,-!  (yn-yi)  +aj«(yi--yft-i) +071  (yn^i— yn) 
= ^^yn— 1  (*«— <i?i)  -^  y»  (^1  -•'-aPfi-,! ) ""  yi  (^»—1  — ^^ti)  > 
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=  — y»»(^  —^)  -  Wi  i^r-^n)  -  ya  (a:„--a:i ) 
gesetzt  wird ,  för  dieäe  Coordinaten  die  folgenden  Ausdrucke : 


«1' 

^1' 

F» 
-A3' 

u    s. 

w. 

-I^n— 1 

1 

Gn—i 

G„ 

Für  die  dreiseitige  Pyramide^  d.  i.  fiir  n=3,  ist: 

^1=    (yi--y2)(y2-.%)(ys-yi) 

+  .Vi  (^a— ^3)  (^2+^3 +Ö 
+ ya  (^1—^)  (^1  +^a + Ö  ^ 

^2  =    (»2-^3)  (ys-^i)  Cvi  --^2) 
+y?(f8— ^1)  (^3+Ä?i+l) 

+ y3  (^1— ^2)  (^1 +^2+Ö 

^3  =    (y3~yi)  (yi  -y2)  (y2— ys) 
+y3  (^i --^2)  (^1 +^2+5) 

+  yi  (^2-^^3)(^2+^3+5) 

+ y2  (^—^1)  (^3  +^1  +1) ' 


ferner 


+ ^1  (ya'-y3)  (y2+y8 + ^) 
+ ^2  (y8— yi)  (ya+yi + ^) 
+ ^3  (yi-ya)  (yi +ya+»?) » 

+ ^2  (ys  -yi)  (y3+yi+^) 
+  ^3  (yi— y2)  (yi+y2+^) 
+ ^1  iy^^-yz)  iy^+y^+n)  > 


und 
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+  ^»  (yi— y«)  (yi  +^2+^) 

+  ^2  (^3— ^i)  (^3+^1+^) ; 

^1  =  ^1  (^2—^3) +^2  (^-^i) + ^3  (yi—ya) 
=-yi  (^2— ^3)— 2^2  (^3—^1)  -3^3(^i^^)> 

^2=  ^2(^3-^1)  +^3  (yi'-y^  +^1  iyr-yz) 
=-^2(^3-^1)— ^3  (^1-^2)  -yi  (^!r-^3)> 

Ä,=:  ara  (y^  -^2) +^1  (^2-^3)  +-2i8  (^37^1) 
=— ^3  (^iT-.Ta)  — yi  (ara— 5:3)  —ya  (^3—^1)- 

Also  ist  in  diesem  Falle  offenbar 

Fi  =  Fa  =  F3, 
Gi  =  G2=G3, 

ä^=jK8=^3; 

I 

und  es  ersiebt  sick  daher  jetzt  der  folgende  merkwürdige  Satz  von 
der  dreiseitigen  Pyramide  oder  dem  Tetraeder: 

Die  Projectionen  der  auf  drei  Seitenflächen  einer 
dreiseitigen  Pyramide  oder  eines  Tetraeders  in  deren 
Schwerpunkten  senkrecht  stehenden  geraden  Linien 
auf  deir  vierten  Seitenfläche  schneiden  sich  jederzeit 
in  einem  und  demselben  Punkte. 

Dass  sich  die  vier  auf  die  Seitenflächen  einer  dreiseitigen 
Pyramide  oder  eines  Tetraeders  in  deren  Schwerpunkten  errichte- 
ten Perpendikel >  —  im  Allgemeinen  wenigstens^  — •  nicht  selbst 
in  einem  und  demselben  Pnimte  schneiden  ^  lässt  sich  aus  den  im 
Obigen  entwickelten  Formeln  und  Gleichungen  leicht  ableiten« 

Wenn  man  die  obige,  hier  absichtlich  in  etwas  grosserer  AU- 
gemeinheit  geführte  Rechnung  gleich  vom  Anfange  an  bloss  auf 
den  besondem  Fall  der  dreiseitigen  Pyrami4e  einschränkt,  so  wird 
dieselbe  kürzer  und  einfacher. 


§.  7. 

Wir  wollen  uns  jetzt  vier  auf  den  Seitenflächen  einer  dreisei- 
tigen  Pyramide  A^A^A^^  in  deren  Schwerpunkten  senkrecht 
stehende  Kräfte  denken,  und  annehmen,  dass  aiese  Kräfte  sämmt- 
lich  nach  dem  äussern  —  (oder  auch  nach  dem  innem)  —  Räume 
der  Pyramide  hin  wirken.    Die  auf  den,  Seitenflächen 

A^A^A^^  AiA^A^f  AiA^A^,  AiA^A^ 

senkrecht  stehenden  Kräfte  seien  respective 
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Bezeichnen  wir  die  «pitzen  Neigungswinkel 

^fjj/lsil^y   Jli/%^A^f   ^1""%^% 

gegen  die  Seitenfläche  AiA^A^  respective  dorch 

h»  4»  ^5 
80  sind  die  auf  den  Seiten 

A^A^,  AiA^9  A1A2 

des  Dreiecks  2112^2^3  senkrecht  stehenden  Projectionen  derKftfU; 
Pi9  P29  ^8  A^^  ^'  Seitenfläche  AiA^^  offenbar  respective 

PiSiüii,  P^Bini^,  P^Bini^ 

und  die  Projection  der  vierten  Kraft  P±  auf  derselben  Seitenfläck# 
verschwindet.  Bezeichnen  wir  ferner  die  Hube  der  Ecke  A^  fiber 
der  Seitenfläche  AiA^A^  durch  H^,  so  ist  offenbar 

z/^a^8^4— 4^a^8-ßinii—    2sinH    ' 
^AiA^A^^tAiA^.^.^^^^    2sinii    \ 

^jA\  JiqA±  —  %  -«1  -«a  •  ""^ — ^  —  — ci — '•     •      5 
1    z   4      »    1    z   gmj^         2sin^    ' 

und  wenn  wir  daher  jetzt  annehmen,  dass  die  vier  auf  den  Seiten- 
flächen der  Pyramide  senkrecht  stehenden  Kräfte  sich  unter  ein- 
ander wie  die  Seitenflächen,  auf  denen  sie  senkrecht  stehen,  tier- 
balten ;    so  ist 


sin  i| '  sin  ^2 '  fsin  ^ 
also 

P^Bini^iP^^^ni^iP^siui^  =^  A^A^iAiA^xAxA^,  . 

d.  h.  die  drei  Projectionen 

/\sinE\,  P^&mi^,  P3sin^ 

auf  der  Seitenfläche  AiA^A^ ,  deren  Richtungen  auf  den  Seiten 

A^A^y  A^A^f  A^A^ 

des  Dreiecks  A^A^A^  senkrecht  stehen  und  nach  dem  vorhergehen- 
den Paragraphen  sicn  in  einem  und  demselben  Punkte  schneiden, 
verbalten  sich  unter  einander  wie  die  Seiten  des  Dreiecks ^12^2^3, 
auf  denen  sie  senkrecht  stehen. 

Wenn  aber  drei  Kräfte  in  der  Ebene  eines  Dreiecks,  deren 
Richtungen  auf  den  Seiten  des  Dreiecks  senkrecht  stehen  und 
sich  in  einem  und  demselben  Punkte  schneiden ,  sich  wie  die  Sei- 
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ten  des  Dreiecks,  auf  denen  sie  senkrecht  stehen«  unter  eitaander 
verhalten  und  sämmtlich  nach  dem  äussern  —  (oder  nach  dem  in- 
nem)  —  Räume  des  Dreiecks  hin  gerichtet  sind^  so  sind  diese 
drei  Kräfte  jederzeit  unter  einander  im  Gleichgewichte.  Ißt  näm- 
lich in  Taf.  X.  Fig.  12.  ABC  das  gegebene  Drieieck,  auf  ddsisen 
Seiten  BC,  AC^  AB  die  sich  in  dem  Punkte  O  schneidenden 
Richtungen  der  Kräfte  Pa,  Pb*  Pe  senkrecht  stehen,  so  ist  nach 
der  Voraussetzung  r  .  ■     '       ' 

PaiPb''Pt=  BCiACiAB  ^  aib'.c, 

also»  weil  bekanntlich 

a:A:e  =  sin^:sin£:SlnC 
ist: 

-  •  •  •    I 

Pa :  ft : /*c  =  sin^ :  sinÄ :  sin  C 

Bezeichnet  man  nun  aber  die  von  den  Richtungen  der  KrÜfa» 
Phy  Pc;  Pa,  iP«;  Pas  Pb  eingeschlossenen' .  Winkel  respecttve 
durch  «,  jS,  y;    so  ist 

und  folglich 

sin^=sina,  sin£=sin/3,  sinC=siny; 

also  nach  dem  Obigen 

P#:P6:ft=sina:sin/5:siny,      ; 

Bezeichnet  man  aber  die  von  der  über  den  Punkt  Öbinaus  ver- 
längerten Richtung  der  Kraft  Pa  mit  den  Richtungen  der  Kräfte 
Pb  und  Pc  eingeschlossenen  Winkel  durch  'i^  und  (p,  so  ist 

also  sinj3=sin9)^  siny=:sintf;;  und  folglich  nach  dem  VorhW«^* 
gehenden       ,        = 

Pa :  Pft :  Po  =  sin  a :  sin  9 :  sin  if|. 

Macht  man  nun  Pb^^OB^,  Pc^=^OCi  und  zieht  durch  B^  eine 
Parallele  mit  OCi,  welche  die  gerade  Linie,  in  der  die  Richtung 
der  Kraft  Pa  Hegt,  in  A'  schneiden  mag,  durch  Ct  eine  Parallele 
mit  OBi,  welche  die  gerade  Linie,  in  der  die  Ricntung  der  Kraft 
Pa  liegt,  in  A''  schneiden  mag;  so  ist  nach  den  Principien  der 
Trigonometrie 

O2I' :  OiBj  =z  sin  g;:  sin  9 , 
0^":OCi=sina:sint.  !  J 

Nach  dem  Obigen  ist  aber 
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also 

X^A'  i'  ,'  Pfl  3=  sin  a:8in  975 

sin«  ^' 

folglich 

OA'  =  OA"  =  P«. 

Daher  fallen  die  Punkte  A'  und  ^^  in  einen  Punkt,  den  wir 
durch  Ai  bezeichnen  wollen,  zusammen,  und  es  ist  OAi=Pa» 
Weil  nun  OAi=Pa  die  durch  den  Punkt  O  gehende  Diagonale 
des  mit  OBi=^Pb  und  OCiz=Pc  als  Seiten  beschriebenen  Paral- 
lelogramms ist,  so  folgt  aus  dem  Satze  von  dem  Parallelogramme 
der  Kräfte  unmittelbar,  dass  die  drei  Kräfte  Pa,  Pb»  Pe  unter 
einander  im  Gleichgewichte  sind,   wie  behauptet  wurde. 

Nimmt  man  jetzt  alles  Vorhergehende  zusammen,  so  ergiebt 
sich  auf  YüUig  unzweideutige  Weise,  dass  die  Proiectionen  der 
Tier  auf  den  Seitenflächen  einer  dreiseitigen  Pyramiae  oder  eines 
.Tetraeders  in  deren  Schwerpunkten  senkrecht  stehenden,  sämmt- 
lich  nach  dem  äussern  —  (öder  auch  nach  dem  innem)  -—  Räume 
der^Pj(;riaaide  bin  s^riehteten,  und  sich  wie  die  Seitenflächen,  auf 
denen  sie  senkrecnt  stehen,  unter  einander  verhaltenden  tiLrSfte 
auf  ^eder. der;  vier  Seüenflädhen  der  Pyramide^  unter  einondtr  inf 
Gleichgewichte  sind,  woraus  sich  mittelst  des  in  §.  3.  bewiesenen 
Satzes  unmittelbar  ergiebt,  dass  die  vier  in  Rede  stehenden  Kräfte 
jederzeit  selbst  unter  einander  im  Gleichgewichte  sind.  Also  hat 
man  den  folgenden 

LthtMatt. 

Die  vier  auf  den  Seitenflächen  einer  dreiseitigen 
Pyramide  oder  eines  Tetraeders  in  deren  Schwerpunk- 
.ten  senkre.cbt  stehenden,  sämmtüch  nach  dem  äussern 
oder  ifämmtlich  nach  dem  innern^Rauiae  der  Pyramide 
hin  gerichteten,  und  sich  wie  die  Seitenflächen  ^er 
Pyramide,  auf  denen  sie  senkrecht  stehen,  unter  ein- 
ander verhaltenden  Kräfte  sind  jederzeit  unter  einan- 
der im  Gleichgewichte.  *)  •        , 

§.  8. 

Da  sich  eine  jede  Pyramide  in  lauter  dreiseitige  Pyramiden 
zerl^en  lässt,  S9  ergieSt  sich  zuvorderst  mittelst  ganz  lefichtev 
Schlüsse  und  der  bekannten  Grundeigenschaften  des  Schwerpunkts 
auf  der  Stelle  >  dass  der  im  vorhergehenden  Paragraphen  bewier 
sene  Satz  von  der  dreiseitigen  Pyramide  überhaupt  für  jede  Pyrft!' 


'  i 


*)  Dieser  Sats  rührt  von  Gerg^onne  her  und  ist  von  demsethen  in 
den  Annales  de  roath^niatiqaes  pnres  et  appliqu^es.  T.  X.  mitgcHheltt 
worien. 
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mide  yoD  ganz  beliebiger  Seitenzahl  gilt  Weil  mao  aber  feraer 
sieh  jedes  Polyeder  aas  lanter  in  einer  gemeinscbaftlidien  Spitze 
zasammenstossenden  Pyramiden  bestehend  denken  kann,  so  ergiebt 
sich  anch  auf  der  Stefle,  dass  der  in  Rede  stehende  Satz  ganz 
allgemein  fOr  jedes  beliebige  Polyeder  gilt.  Man  hat  hierbei  nur 
zn  beachten»  dass  Je  zwei  auf  derselben,  zwei  Pyrainiden  aoseho- 
renden  Seitenfläche  senkrecht  stehende  einander  gleiche  und  direct 
entgegengesetzte  Kräfte  sich  gegenseitig  aufheben,  ^woraus  dann 
alles  XJebrige  ferner  ganz  von  selbst  uod  durch  die  leichtesten 
Schlosse  folgt,  was  weiter  auszufilhren  füglich  dem  Leser  über- 
lassen werden  kann. 


lieber  eine  In  der  IBTahrscheUiIlcli- 
feeltsrecbnnngr  Torfeommende  analyti- 
sche Aufgrabe/ 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Seh  15 milch 

an  der  UniTertltät  sa  Jena. 


Bei  der  Untersachung  über  die  Wahrscheinlichkeit  a  pöisteriori 
wird  man  bekanntlich  zu  4er  Aufgabe  gefiihrt,  den  Grtazwertb  m 
finden^  welchem  der  Ausdruck 

j  lÄ«(l-d)»  +  (2d)'»(l— 2^»  +  (3^«(l-3J)«+...^. 


+(Ä— ia)«(i-2=D)« 

worin  ^=t  ist,  so  nahe  kommen  kann  als  man  es  verlangt^  sobald 

nmn  die  ganze  positive  Zahl  k  unausgesetzt  wachsen,  also  i  ud- 
begränzt  abnehmen  iässt.  Sind  nämlich  v  und  w  die  einfadien 
Wahrscheinlichkeiten  zweier  entsegengeseteten  .Ereignisse  ^'  und. 
B,  von  denen  bei  m  +  n  Versuchen  A  mmsl  und  ß  nmal  einge- 
treten ist,  so  haben  wir  Cv^'Hd^  als  Wahrscheinlichkeit  fär  da6  zu-  ^ 
sammengesetzte  Ereigniss  des  mmali^en  Vorkommens  von  A  und 
des  nmaligen  von  B,  wobei  C  den  fiinomialkoeffizienten  (mr|-fiVK 
=:(m-|-n)n  bezeichnet.  Ist  nun  v  a  priori  nicht  bekannt,  so  stcdit 
ihm  noch   der  Spielraum   von  0  bis  1  offen,  und  man  kann  alsoy 
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wenn  man  sich,  die  Einheit  hi  k  gleiche  Theil«  getheilt  .denkt  .utid 
r=:d  setzt»  für  v  der  Reihe  Dach 

Dehmeo»  woraus  wegen  t7-fio=:l,  also  to:=i\-^v,  folgt,  «-dass  fär 
das  fragliche  zusammengesetzte  Ereigniss  die  verschiedenen  Wahr- 
scheinlichkeiten 

«»»(1— 6)«,  C(2d)«(l-2«)»,  C(36)«(l— 35)«,.... 


statt  finden  können.      Diess  giebt  als  mittlere  Wahrscheinlichkeit 
j^  j«'»(l-^»+(2a)«(l~2«)«+(38)«(l-3d)«+  .•.. 


...• + (ife— W)«  (1-FT^« 

Soli  aber  v  jeden  zwischen  0  und  1  liegenden  Werth  annehmen 
können,  so  dOrfen  wir  es  nicht  blos  sprungweis  =5,  2d,  35  etc.  set- 
zen, ^sondern  wir  müssen  es  stetig  von  0  bis  1  gehen  lassen, 
d.  h.  wir  müssen  die  Intervalle  jener  Sprünge  unter  lede  noch  so 
kleine  Grdsse  hinab  vermindern.     Da  in  diesem  Falle  k  ins  Un- 

C  C 

endliche  wächst,  so  können  wir  statt  t~t  auch  -r  schreiben,  und 

da  C  von  k  nicht  abhängt,  so  rednzirt  sich  jetzt  die  Aufsuchung 
der  mittleren  Wahrscheinlichkeit  auf  die  anfangs  genannte  Äu^ 
gäbe.    Dieselbe  ist  sehr  leicht  zu  lusep,   wenn  man  das  Theorem 

Lim5t/(o)+Aa+^)+/(a+25)  +  ....+/'(a+>E=ia)| 

voraussetzen  will,  weil  sich  dann  die  gesuchte  GrSnze  auf  den 
Werth  des  Integrales  .     \  : 


/ 


1 

0 


reduzirt,  der  ohne  Schwierigkeit  entwickelt  werden  kann;  ist  man 
aber  beim  Vortrage  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  genuthigt,  auf 
den  Gebrauch  der  Integralrechnung  zu  verzichten ,  so  entsteht  die 
Frage,  wie  man  auf  elementarem  Wege  den  numerischen  Betrag 
jener  Gränze  auffinden  könne.  Hier  scheint  nun  Condorcet  der 
einzige  zu,  sein  y,  der  die  Frage  beantwortet  hat,  aber  leider  auf  eibe 
im  höchsten  Grade  unbefriedigende  Weise  *)y  und  diess  veranlasste 


*)  Ist  {h9y^(l^^h9)^  irgend  ein««  der  Glieder  der  eingeklamnierten 
Reihe 'und  cur  Abkürzung  M=s,  gd,  aetat  Condorcet  vorau«,  dass  die 
Summe  der  A  —  l  vorhörgehenden  Glieder  auf  die  Form 


A%m^r\  (l--a;)«+5»"»+2  (1— fl;)»-i  +  (7»»H-8  (1— «)»-»+„„ 
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mich  vrspiÜDgiich  fOr  memt  Vorträge  die  folgenden  BetrachtiiDgeii 
aaszuführen  9  die  auch  sonst  vielleicht  einiges  Interesse  haben. 

I. 

Versuchen  wir  zunächst  die  GrSnze  asu  bestimmen,  welcher 
sich  der  Quotient 

lm^2"'+3^  +  »„  +  A"' 

nähert  9  wenn  wir  die  ganze  positive  Zahl  h  ins  Unendliche  hin- 
aus wachsen  >  das  eben&Us  positive  und  ganze  m  aber  constaot 
lassen. 

Da  1«=1,  2»=(1  +  1)«,  3'»  =  (l+2)«,....  ist,  so  haben  wir, 
unter  Anwendung  des  Binomialtheoremes  fär  ganze  positive  Expo- 
nenten 

1«  =  1, 

2»*=:l  +  mi.l  +  »ia.l*+wi3.18  +  .... +  iii«.l» 
3«=l+wii.2+ifia.22  +  iii3.28+--+wi».2» 
4«=l+%.3+?%.32  +  m3.3»+....+wi«.3«, 


(A+l)"»=l  +  wi^ .  A  +  ffia.  A*  +  m3 .  A»  + ....  +  mm .  A». 

Addirt  man  Alles  mit  der  Bemerkung,  dass  tiim=:l  ist,  so  hebt 
sich  beiderseits  die  Summe  1"»  +  2» +  ....+ A** ;  bezeichnet  man 
noch  l«+2»+....  +  A»  mit  Ä«,  so  bleibt 

(A  + 1)"»  =  A  +  1  +  wii  «i +wia^ +....+ Wim«!  Ä»_i , 

» 

oder  m  +  l  für  m  gesetzt : 

/IL  MW4.i_:r  I  I  ,  ^+1 4>      im+l)m         (m+l)m(in— 1)  ^ 
(A+l)'»+» = Ä  + 1  +  — j—  Äi  +  — ^2     '^a  + 073 ^  Äi+.... 

+  (»  +  !)««, 
woraus  folgt 

__  (A>f  iyM-i-(A+l)       jc.,^c.i     c_L 


worin  il,  ^,  Ceto.  nnbettimnite  KoeffliioBten  bedeuten,  gebracki  worden 
ki^nne  ^Lacroiz  trait^  ^l^ment.  da  oaical  des  probabilit^,  Iroisi^me  Mkina 
page  153.).  Solche  ganz  unmotivirte  und  aus  der  Luft  ge|ffriffeBe  Hjpe* 
thesen  dürfen  «ich  aber  heut  zu  Tage  nicht  mehr  im  Gebiete  einer  y^vxr 
akten'*  Wi^teaschafC  blicken  laiten. 
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Da  die  io  jd^r  PArepthe^  stehendeu  Grossen  simmtUch  positiv 
siody  80  folgt  hieraus  unmitteibar 

Ferner  ist  offenbar 

<A*+A»  +  A«+.,..  +  ^",         ) 
d.  i. 

.S„<A.A»  oder  iS;<Ä»+M 
folglich 

<A«+  JiiiiA'+  i?iiaA*+,...+-— rmm-^A«. 

"     "  -^   '■  ■     1 

Unter  den  Koei&ueattea  1,  gmi »   ijn%, i^^^n»-«  ■«t  ab^r 

gewiss  einer  der  ^ussie;  setzen  wir  den  Werth  desselben/  der 
a  hei$seu  inOge^  statt  aller  anderen,  ß6  ist  nach  dem  Voritifeo 
um  so  mOTT.    ' 

Si  +  iwii  S^  +  ^m^S^  + +  ^ inim-^  Sm-i 

<l^(A2  +  A«  +  A*+..:.+A"»), 

<  ftÄ«(l  +  A + A*+....  +  h^ 


d.  i. 


oder 


Setzen  wir  diess  statt  der  eingeklammerten  Reihe  in  Ne.  (1),  so 
subtrahiren  wir  zuviel,  es  bleibt  demnach  zu  wenig  übrig  und 
also  ist 

Ans  den  Ungititctiangen  ß)  und  (3)  ergiebt  'sich  nun  diücli  Divi- 
sioD  mit  (A  +  l)'H-i 

(A+l)»+>  '^  m+i  [^'■(A+l)"'!'  '    ^^^ 

(A+l)«+if  «+.14  ;    (A+lH  ~A— 1 IU+1/       ~(A+l)'»+ij  ^^' 
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t 

Die  Differenz  der  Grössen ,   2wigchen  denen   Sm}  {h^Vf*^  liegt, 
nämlich 


:^  1 1  \hTlJ       "^  (A  +  !)"•+* 


iässt  sich  aber  für  beständig  wachsende  h  unter  jeden  beliebigen 
Grad  der  Kleinheit  herabbringen;    denn  es  ist 

=  1  für  »1  =  1; 

und  also  9  da  wir  m  nicht  kieinet  als  die  Einheit  nehmen  ^  der 
Gränzwerth  der  fraglichen  Differenz 

=:Limj^{I— 0}  oder  =Lim^^|  1—1), 

d.  i.  tn  jedem  Falle  =0,  weil  (i  seinen  Werth  nicht  ändert,  wenn 
auch  h  wächst.  Die  Grossen  rechts  in  .(4)  und  (5)  rücken  also 
einander  immer  näher  und  nähern  sich  einßr  und  der  nämlichen 
Gränze.  Ihr  gemeinschaftlicher  Gränzwerth  ist  dann  aodb  d^r  von 
Äm:(Ä+l)'"+^,  weil  diese  Grösse  nicht  ausserhalb  jener  Werthe 
fallen  kann.    So  finden  wir  nun 

1 '  1 

*^'™(A +!)"•+» -*mHFl 
oder 

Da 

ist,  so  folgt  hierauis  noch 

Das  auf  diese  Weise  gewonnene  Lemma  können  Wir  nun  sogleich 
zur.  Losung  unserer  ursprünglichen  Aufgabe  benutzen. 

IL 

'   Verwandelt  man  jedes  Glied  des  Ausdruekfl 

d»»(I— d)»+(2«)«»(l— 23)»+(3a)"(l-33)"+.... 
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nach  dem  Binomialtheoreme  fiir  eanze  positive  Exponenten  in  eine 
Reihe 9  so  nimmt  derselbe  die  Form  an: 


•    • 


d.  i«  bei  Addition  in  vertikaler  Richtung 

Wo*"*!  l"  +  2«  +  3»»  + ....  +  (>&— I)«) 
— Tii  J«+Ml'"+^+2"«+» +  3'»+i+....+(Ä:-l)«+i} 


• 


Setzt  man  noch  i^=T  und  dlvidtrt  mit  A;»  so  wird 

i^  I  *»  (1-^  +  (2Ä)«  (1— 2J)».+  (3^)»»  (1— 3Ä)«  + ., .. 

.... +  (7=l5)"'(l--T=ld)» 


(8) 


=Wo 


;fcm+l 


Im+a  ^.  2'»+2  + ....  +  (ifc-l)»"+2 

+«« ;^^+i 


■  1 


•  ■■•'■      . 


Lassen  nir  nunx  k  ins  Unendliche  wachsen,  so  ergiebt  sich  der 
Gränzwerth  jedes  auf  4er  .rechten  Seite  stehenden  Gliedes  nach 
Formel  (6)5  indem  man  A:=A — ]  setzt,  wo  nun  h  ebenfalls  unausge- 
setzt zunehmen  muss ;  die  Reihe  rechts  geht  dabei  in  die  folgende 
über: 

^  m  +  1      m  +  2"*"wi+3     *   '^m+w  +  l'  ^^^ 

* 

welche  nun  den  gesuchten  Gränzwerth  darstellt 

Es  lässt  sich  aber  nojch  mehr  thun;  man  kann  nämlich  diese 
Reihe  und  sogar  die  allgemeinere 

worin  'a  eine 'beliebige  Grosse  ist,    auf  fönende  Weise  summiren. 
Es  heisse  7V,  di^se  Summe,  so  ist  durch  Multiplikation  mit  l  +  ~~ 

Theil  IX.  25 


* 
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w..    a  +  l    w    ■  a  +  2    «       a+o     « 
Hier  lässt  sich  die  zweite  Horlzoirtalreihe  rechts  auch  so  8chreihen : 

^0 — «1  +%•— ^3  +•••• 

»  "  •    .' 

.       1      ni         1       2%         1      3^3 
a+l*w      a  +  2'   w       «+3'   n 

_  (^-~l)p      (y<— l)i   ,  (^— l)t   ' 
~   a  +  1  ^  a  +  2   "*■   a  +  3  ~""' 

weil  Wo — tii + «2  ""  ••••  =ö  und  immer  ^--^ = (n — l)p  ist  So  wi W  nun 


nach  No.  (11) 

(l  +  J)^» 

^ 

Wo           Wi       1        «2              '*3       , 

«       a  +  1  ■  a+2     a  +  S"^ 

(w-l)o      («~l)i        (w-l)2 

■^  a+1        a+2     '     a+3 

Nimmt  man  die  unter  einander  stehenden  Grossen  zusammen 
und  berücksichtigt 9  das^s  immer 

wip— i+m|i=(m+l)p,  also  (m+l)p-«-mp~i=:?fi]i, 
oder 

np  -  (w—  l)j,_i  =  («-  l)p 
ist>  so  wird  * 

(«^l)o     (n-l\      («-2)3      (n-1),  , 
~       a  a  +  1    ^    a  +  2         a  +  3  '^""' 

«1.  i.  nach  No.  (10) 

(1  +  J) r«« IW-i  od«r  Tn=^Tmm'         .  ., 

m 

Mittelst  dieser  Reduktionsformel  findet  man  teic^ht 
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_    yi(n^l)(w-2)....2.1 
^"""(/i+7i)(a+w-l)....(a+l>l  ^' 


und  weil  nach  (10)  2^o==~  »«t,  vermSg^  der  Bedeutung  von  T«: 

a^~ä+T"'"a+2"" -  a  +  /«""  a  (a+ 1)  (a+2),...(a  +  n)' 

Nimmt  man  a=m-f  1,  so  erhält  man  die  Summe  der  Reihe  in 
(9),  und  da  diese  den  Gränzwerth  dei  rechten  Seite  von  (8)  darstellt, 

so  wird  jetzt  fiir  ^=r- 

Lini^{^(l-^5)«+{2Ä)'»(l— 2^)»+(Wr(l— 3J)»-.... 

....  +  (UlAd)fn(l^fZTS)n  j^  ^        (12) 

1.2.3...«n 


.  -  (m+I)  (w+2),...(w+«+l) 
womit  unsere  Aufgabe  vollständig  gelost  ist. 


AlUremeine  Reductionsformel  für 
grewisse  Ibestimmte  Integrale. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Schlo  milch 

an  der  Universität  va  Jena. 


Das  bestimmte  Integral 


/ 


*F[(a;r-|)«]8^,  Q) 


worin  a  und  6  ein  paar  wesentlich  positive  von  Null  verschiedene 
Grössen  bedeuten  mögen ^  lässt  sich  auf  folgende  Weise  umwan- 
deln.   ZueKtt  bat  man  identisch 


25* 
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b 


wovon  man  sich  leicht  durch  die*  Bemcrrkung  überzeugt ,  dass 

iab  -{-{ax-  ~)a=:(öar+^a 

ist  \  setzt  man  daher  unter  dem  Integralzeichen  jenen  der  Einheit 
gleichgeltenden  Faktor  zu^  so  nimmt  das  Integral  folgende  Form  an : 


b 
I     /»*  &        (  X  ■        )  b 


(2) 


Führt  man  eine  neue  Veränderliche  y  der  Art  ein,  dass  ax — —'=y 
ist,  so  folgt  ^ 

und  wenn  x  die  Werthe  ar=QO  und  j?=0  angenommen  hat,  so  ist 
entsprechend  y=:  +  QO  und  y=3.— «»  geworden.*  Demnach  geht  das 
Integral  unter *No.  (2)  in  das  folgende  über: 

« 

Denkt  man  sich  jedes  dieser  Integrale  in  zwei  andere  von  y^=i—  oo 
bis  ^=0  und  von  y=0  bis  9=00  zerlegt,  so  bemerktman  gleich, 
<lass 

J^^^F(y^)dy==J^J' F(y^)dy 

sein  muss,  weil  die  Funktion  F(y^)  für  negative  y  die  nämliche 
ist,  wie  für  positive  y.    Hieraus  folgt  noch 

Da  femer  die  Funktion 

)Ke  Eigenscbaft  hat:    tp{—y):=z—ip{-\-y),  so  fo^  leidit 
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imd  hieraus  wieder 

Durch  Substitution  der  in  (4)  und  (5)  gefimdenen  Resultate  redu- 
;sirt  sich  unser  Integral  in  (o)  auf 

Vergleichen   wir  jetzt   die  erste  Form  des  Integrales  in  (1)  mit 
dieser  9  so  haben  wir  die  Gleichung 

Setzen  wir  noch 

so  folgt  ^ 

und  mitl^  erhalten  wir  zuletzt 

y]*/(a»*«  +  ^8^=iy^V<2«6+»»)8y.  (6). 


Da  das  Integral  auf  der  rechten  Seite  offenbar  viel  einfacher  als 

, _-_  ^ jff 

duktionsformel  dienen  und  lässt  in  dieser  Beziehung  mancne  inter- 


t 


das  auf  der  linken  ist,  so  kann  die  vorstehende  Gleichune  als  Be- 


essante  Anwendungen  zu,  von  denen  ich  hier  besonders  eine  näher 
betrachten  will. 

Sei  f(z)=^€r-*,  so  wird 

1  /** 

a  J  0  ^ 

Der  Werth  des  Integrales  rechts  ist  aber  bekanntlich  ==JLil*)und 

z 

folglich  haben  wir  jetzt 


*)  Archiv.  ThI.  V.  S.  90. 
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'    Dieses  tntegral  lasst  sich  wieder  benutzen  y  um  fi^hr  xdAch  den 
Werth  von 

**  cos  |5t«3tt  ,Q. 


/ 


zu  finden.    Man  hat  nfimiich  Immer 

also,  wenn  man  k=^a^-\-vP  und  z=ar®  setzt: 

«Hm*       t/o 
Durch  Substitutioh  diese«  Ausdrucks  in  No.  (8)  ergiebt  sich 

/      cosj3M8tt.jj2X-ä=2  /       cosßudul      a:e-<*' +»*)**  3a: 

•»CD     •»OD 

==2/      /      cos/?M.a:.6-«'**.c-«''*3t«8ar. 

t/  0  t/  o 

•  * 

»         I         •  ■ 

Kehren  wir  die  Relh^folge  der  Integratiötieii  üoi,  indem  wir  erst 
nach  u  und  dann  nach  a:  integriren,  so  ist 


■••  \ 


Hier  lässt  sich  der  W^rth  des  nach  u  geiiomilie)i?n  Integrales  mit 
Hülfe  der  bekannten  Formel 


/. 


dD.  4/ —      r  ß'\^  •  ■ 

cos  plt€-)f  «*  Bm  =r  315  «- V.«y/ 


•  •  » 


I  ,  I  1  '      I 


leicht  angeben,  indem  man  or  für  y  setzt.    Es  wird  so 
t/o      a*+w»        ^/o  2a: 

-     /»OD  ßr 

=  Vlil      e-(«''*+iiF)Sa:,' 
d.  i.  nach  Formel  (7)  fiir  a=a,  6  =  ^: 


•  / 


•/.i:       ••"..       ):,{ 


Durch  partielle  Differenziation  dieser  Gleichung  nach  ß  eigieM 
sich  noch  .    . 


»i 


/. 
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*ttBinßuSu     n 


und  diess  sind  die  beiden  Formeln,  welche  so  oft  in  der  Theorie 
der  bestimmten  Integrale  gebraucht  werden. 


dnicl  In  Jknalysi  IHathematica  Taleaiii 

sifpiä  illa  a?^9  liOgr^op),   Sliidr,  Cosdr, 

ArCsina?9  Arccosa?,  disqulsilio. 

Auetore  Dr.  E.    G.'  Bjorling, 

ad  Acad.  Uptal.  Docens  Math.,  ad  Gymn.Aros.  Leetor  Math,  deiigi. 


(Ex  Actis  Acad.  Sdent.  Stockholm,  anno  i845.) 


lUostr.  Cauchy  signonim^  de  quibus  heic  quaeritur,  plernqne 
certis  dumtaxat  ipsarum  o:  et  ^  et  ,,  Baseos '^  b  valoribus  ex  Ana* 
lysi  esse  tollenda  statuit,  oempe 

sigDum  a^y  quoties  pars  realisipsiuso;  negativa  sit,  nisi  eodem 
tempore  y  realis  et  quidem  valore  numerico  integro 
'fuent  auf  =0; 

sign.  Logft(ar)»  non  solum  P)  quoties  pars  realis  ipsius  x  ne- 
gativa sit,  sed  etiam  2^)  quantitate  x  quäfibet,  dum 
pars  realis  Baseos  b  negativa  est;/ 
atque  signa 

A  *    \  9  quoties  x  realis  numerice  >  1  fuerit. 

Signi  iliius  a^  damnandi  caussa  duplex  haec  edita  est  *).   Om* 


•)  Gaucky,  Anal.  Alg^br,  nee  non  Exerc.  de  Ma  ih^m.  T.  I.  (1826) 
pag»  2.  Quo    licet   in    luco  utroqne   realis    tantummodo    considerata,  sit  p^ 

per  »e  tarnen  plane  apparet  sijKno  X^ ,  dum  y  realis  est,  dasuiato  abrogatum 
hoc  qooque  esse  siguum  pro  y  imaginarilL:  —  id  quod  praetcrea  ex  co  con- 
stat,  qnod  Cauchy,  ubi  in    „Le^.  du  Calc.  Diff^r,  (Le^.  XI.)"    signum 

hoc  J^  pro  ^  imaginariä  definituni  sistit,  solas  eas  J?,  qoibus  positlva 
cedat  pars  realis,  commemorat. 
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iiium  seilicet«  quas  complectitur  uoivcrsalß  illud  Signum  ((or))?,  quaii- 
titatum  nulla  —  dum  pars  realis  ipsius  x  negativa  est^  nee  simul  y 

auantitas  realis  numerice  integra  aut  0  —  digna  quae  peculiari  quo- 
am  si»no  distinguatur  visa  est.  Nee  id  /solum;  sed  si  forte  ad- 
roissum  foret  hoc  signum#  etiamsi  pars  .realis  ipsiu»  x  negativa 
esset,  et  quidem  ita  ut  significationem  illius  pro  hoc  casu  ex  de- 
finitione  ipsius  ((o:))!'  aequali  modo  ac  significationem  ejusdem  pro 
parte  real!  x  positiv^  deduci  placuisset;  non  posset  fieri  quin  an- 
cipitis  huie  signo  x^  in  casu,  cujus  heic  mentio  est>  adsignati  sensüs 
rei  merito  judicarentur  Geometrae.  , 

Tum  signi  l(pc)  ideoque  ipsius  etiamLog6(^)  — •  dum  pars  realis 
Ipsius  X  negativa  est,  etiamsi  Basis  h  realis  ac  positiva  fuerit  —  dam- 
nandi  caussa  duplex  fuit  ead^^m,  qiiani  modo  citavimus  *),  Quibus 
autem  adductus  rationibus  prineeps  iüe  6eometer  Signum  hoc 
Logft(ar)  —  quaequae  sit  x  quantitas,  dum  pars  realis  Baseos 
A  PfgfttiT^  est  -^  interdixerit  Aiifilysi,  id  quidem  in  operettpjrae- 
cläfo  „Legons  du  Ca(c.  Difförentle'l"  (Leg. XI.)  fuit  expliöa- 
tiim.  In  eo  i^cilicf t» '  at  phne  app^ret,  posilke  sunt  hae  rawlM^ 
quod  jam  aotej»  signiun  W  pro  negativa  ipsius  h  parte  re^i  laerat 
abrogatum-   *'  '    'i'^^i    .' 

I 

Quae  tandem :  fuerit  Cauchy  peril|>  caussa  signorum  Aresina: 
et  Arccoso:  {x  r^aÜ  numerice  >  1)  exciudendomm ,  bis  fere  verbis 
obiier  explioari  licet.  Post(|uam  in  „Leg«  düCalc.  Diffär.'' 
(Leg.  XL)  anibo,  quae  in  signis  Aresin  ((^))  et  Arccos((a7))  com- 
prehenduntur,  quantitatum  agmina  exhibuerat  Auetor,  deinde  osten- 

dit  agminibus  bisce  —  dum  imaginaria  est  a?=a+/3V^— 1  (a  et  j3 
realibus,  |5  haud  =0)  —  suam  utrique  inesse  quantitatem  praeci- 
pue  notandam  et  quidem  ita  coniparatam,    ut,    si  ponatur  x  realis 

i^ti)  et  numerice  ^1,  in  |  Arccosal  *^^*^    ®®  demum  i|iianti- 

tatibus  praecipue  notaiidiiä  signa  Aresin  :r  et  Arccosj;  addicenda 
esse  censet.     Quo  pacto  comparatis  äequationibus 


Aresipa7=?:$±JD.V  — I    ) 

. [  prout  j3  positiva  est  aut  negativa  quantitas, 

Arccoso:  =  ?5i  ±  ^i  V  — 1 ) 

[^»Vi^Cl^&i  certas  denot.  quantitates  reales], 

Cauchy  admonet,  si  in  eis  ponatur  |?=0  (ideoque  x  realis  =1»), 
fieri  ut  £1  et  &i  in  0  abeant  atque  $  et  ^^    in  Aresin  er  et  Arc- 

coscf,  quoties  a  numer.  ^1  sit,   at  vero    dum   ck  niimerice 

>1  ponitur,  fieri  ut  expressionum  £1  et  &x  suus  cuiqne  cedat 
valor  quidam  haud=0:  —  quo  ex  eventu  fatali  sufficientetn  sibi 
datam  esse  censet  rationem  excludendorum  in  hoc  casu  ex  Ana- 
lysi  signorum  Aresina:  et  Arccosa:.  Scüicet  in  hoc  casu  (/9=0,  « 
numer.  >  1)  „l'expression  +D,''  ait.  „admettant  non  plus 
nne  seule  valeur,  mais  deux  valeurs  Egales  et  de  si* 
gnes  contraires,  lesecondmembre'^  (aequationum,  deqidbni 


*)  Yid.  locnm  modo  cit»  operis  Exerc.  de  math^m. 


«  .t 


m 

heic  quaeritof •  utriusque)  «»cesae  4'^tre  compliätement  d^ter- 
mind.  On  aoit  do.nc  alors  s*abstqnir  d  employerja.no* 
tAtlon  Arcsin  j;''  (pag.l^G.  L^^.  8ur  le  Calc.  diffiir.)  et 
»la  notatioo.Arccosx''  (pag.  1319.  }bii.).  *) 


Veramenimvero  qiifs  est  qiii  non  videat,  auanti  sit  dlscrimi- 
niB'ex  Analysi  vel  anicum,  nisi  aliter  fieri  nequit,  tollere  signnin!' 
Gerte  nöbis  quidem  hac  ips^  circumspecticme  comni<rtls  io  nlent^il' 
▼enit,  vi  rem'  datA  occasione  diligentiori  cuidam  exämini  Publice- 
remus.  Quo  facto  ut  primum  nobis  fuerat  exploratum  interdic- 
tis,  quorum  supra  mentionem  fecimus«  haudquaqnam 
opus  esse  Analysi,  id  nobis  curae  habuimus,  ut  rem  omnibus 
liberatam  dubiis  exposituri  essemus.  Quem  tarnen  in  finem,  non 
omnino  potuimus ,  quin  ad  ipsa  principia  doctrinae  quantitatum  Ima- 

finariarum  regressuri  essemus,  lacunas  expleturi  noonuUas  et  quae 
isce  principHs  hucusque  indefinita  quodammodo  relicta  erant,  eadem- 
que  profecio  haud  minimi  moinenti  *^),  perfecte  determinaturi. 
Ünde  factum  est,  ut,  quae  in  manibus  est,  disquisitioni  proposi* 
tum  fiierit  principia  doctrinae  Quantitatum  Matfieseos 
Analyticae  i(realium  aeque  ac  imaginariarum)  apto  re* 
ram  ordiine  et  quid  em  ageo  certe  ut,  quid  in  genere  va- 
leant  Signa,  illa  in  titulo  conscripta,  perfecte  constat^ 
breviter  expönere. 

Quae  cum  ita  sint,  ante  omnia  juvat  referre  neutiquam  nobis 
in  mentem  yenisse,  ut  postquam  ea,  quae  a  Cauchy  inde  tanto 
cum  studio  artificloque  singulari  exstructa  fuerint,  demoliti  fuisse- 
rous,  nos  quidem  fuhdamento  cuipiam  novo  novum  superstruere 
aedificium  conaturi  essemus.  E  contrario  id  nobis  habemus  pro- 
positum,  ut  incolumi  quod  disposuit  Cauchy  aedificio  adponamus 
pro  virium  modulo  novi  aliquantulum  fundamenti,  cui  postea  super-* 
stniatur  (si  fors  ita  ferat)  aiia  quaedam  domus  priori  ab  latere  ad*- 
jungenda,  —  vel  potius  omissis  amba&^ibus:  Salvis  usque  definitio- 
nibus  Cauchy  an  IS  signorum,  de  quibus  agitur,  ubicumque  iis  uti 
per  illustr.  Cauchy  hucusque  licitum  fuerit,  nos  postquam  ratio* 
nibus  rite  subductis  invenimus  nihil  omnino  impedire,  quominns 
caeteris  etiam  in  casibus  conservata  haec  signa  ad  usum  Analy- 
seos insignem  vertantur,  id  nobi^  hoc  tempore  injunximus  nego- 
tium ut,  quibus  haec  signa  bis  ipsis  in  casibus  jure  vindicentur 
quantitatibus,  breviter  (quoad  fieri  poterit)  ac  perspicue  exponatur. 


*)  Admonere  heic  javat,  Illustr.  GaucKy,  quamquam  hoc  loco  signa 
illa  Arcsin^  et  Arccos^  abrogauda  esse  censet,  antea  tarnen  alio  qaodam  loco 
(Anal.  Alg^br.  pag.  326.  et  327.)  eadem  haec  signa  et  qaidem  eo  ipso  in 
casa,  cujos  snpra  mentionem  fecimus ,  Analysi  concessisse  adhibenda.  Yemm- 
tamen  significatiunem ,  quA  praedita  tnnc  stiterat  haec  signa,  male  sibi  con- 
stalre  hand  latet.  Forsitan  haec  ipsa  est  incnria ,  cui  debeatur  quod  postea 
promulgavit  magnus  ille  Geomelra  interdictnm:  —  cujus  praelerea  (ut  infra 
patebit)  in  lacun&  quadam  argumentationis  residet  culpa. 

**)  Etenim  fieri  non  potest,  quin  his  ipsis  lacunis  rationibusque  sibi 
hand  perfecte  constantibns  tribuenda  sit  culpa  eornm,  quae  supra  commemo- 
ravimns,  Interdictorum« 
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Cul  licet  expositioni  band  onmibas  opus  fberit  sigiHatim  per- 
dac^ndis^  quae  rem  spectent,  ratiocioiis  atque  argumentis;  tarnen« 
n^  ne  abrmnperetar  ipepte.  filum  orationis ,  non  potuimus  ^uin  cun- 
ctas  plerisaue  in  loeis  gib!  proprias  majoris  carte  m6inenti  forma- 
las,  eanimaemque  licet  permultas  ex  scriptis  illustr.  Cauch^  jam 
perbene  notas ,  adpooendas  curaremus.  Fraeterea  vel  maximi  inter- 
fuit^  ut  cuique  Sectioni,  quaenam  definitiones  Analyseos 
legBS((\ie  aptepositae  ilii  postuiarentur«  nominatim  foret 
praescnptum,  «um  yidelicet  in  nnem  ut  saivis«  quae  in  prae- 
qed^ntibus  A.^aiyseos  partibus  statutae  fiiissentj  leei- 
bus  novas  heic  omoi  absque  controversiä  et  amblgnitate  aadi 
liQer^t  *) 


Quid  in  Analyst  valeant  signa  iila 

Tangor«  Cot^r,  Secx,  Coaetx         i 
Arctg.r,  Arccota:,  Arcseco:,  Arccosecx  y 

definire»  id  onidem  iis^  quae  dissertationi  huic  nroposita.smlit«  in- 
ttma  sane  cohaeret  nexu:  nee  possumus  quin  noe  loeo  fateamur 
iisy  ouae  de  ,,functionibus  hisce  compositis'' .  tradidit 
Ctiucny,  baud  panca  (eademque  majoris  ad  rem  mönienti)  habere 
nos  adjicienda ;  sed  baec  tarnen  et  alia^  ne  jnsto  profixior  evadat 
dissertatio,  in  aliud  tempus  differenda  censeraus. 


*)^i£r.eo  tarnen  (ut  facile  patet)  minime  conseqnitnr ,  opüuiri  aoa  in 
»ystemaki  Analyseos  oportore  notionea,  quae  heic  inferuntur,  iis,  qaae  anle- 
P9sltae  esse  postulantur ,  immediate  snccedere.     Sic  ex,  gr,  nil  impedit,  quo- 

mians  per^ecte  definiatur  signum  illud  3^,  y  reali  {x  reali  «eqtto  ao  imagi- 
nariÄ).,  etian^si  nulla  prorsus  knie  Sectioni  praemissa  foret  dootrinae  serieruai 

idfinilanuA '  particnla ,  —  id  qnod  rejerä  sie  fieri  possc  commonstrant  $(^.  !• 
ei  3.  Gbp«  I.  sabeequentis  •**;     ex  eo  tarnen  minime  conseqnitur  negare  aos 

-eä,.  qnae  in  Jiisce  S$^^.  occnrnint,  doctrinae  illi  serierum  (realibiu  certe  ter- 
miitU),  GancKy  ipso  auctoce  (AnaL  Algebr«  Chap.  Vlllt),'  jure  esaa  post- 
P^enda. 
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■I 


CAPUT  I"""'. 


Quid  in  Analysi'' valeat  Signum 

a)  ..........  *». 

Quid  valeat  hoc  Signum  x  reali  quälibet  eodemque  tempore  y 
quantitate  reali  tali,  cui  cedat  vaior  numericus  integer  aut  U,  nee 
noD  X  Numerum  (quantitatem  positivam)  denotante  atque  y  rea- 
lem quamlibet^  id  cognitum  heic  jure  postulatur.  De  caetero  ut 
Sraecise  definiatur  locus,  quo  nos  heic  positos  esse  fingamus^  in- 
icare  juvat  in  §i».  1.  et  2.  subsequentibus  postulari: 

V^  quätuor  illas  operationes  Arithmeti^a^,  r^alibus  applicatas 
quantitatibus,  uiia  cum  iis^  quae  ad  radices  Numerorum  positivas 
eorumque  PotentFas  (Exponente  xeaii  quäiibet)  pertineant; 

2)  elementa  Trigonometriae  planae  (vid.  Cauchy,  Anal.  Al- 
göbr.  Not  I.  pag.  425  — 435^  un4  cum  ^^Pr^liminaires"  ibid. 
pag.  11-13.). 

$.1. 

De^  QuanUtatibus  in  genere  prohgomena. 

l.  5,Quantitas  realis'^  nobis  erit  ^»Numerus  (quant. 
positiva)  auti  negativa  qtta,Qt<  «.utzero.^"  •— :  ^Quantitas 
m  geoc^ire^'  'Tel  ^«Quantitas  Anaiytica^^  vel .  etiaip  ^  vß^rbo 
„Quantitas"    expressionem    complectitur    quamcumque    jformae 

a+pV^^l'  (a  et'j?  realibus);    ipsi  a  nomen  cedit  „pars  realis 
quaatitatiß"  >i/J  CoCfficien«  ipsius  V-*!.*^' 

Imaginaria  vocatur  quantitas',    cui  Coöfficiens  ipsios  . V«-*l 

haud  0  sit;    e  contrario,  formula  unaquaeque  a-\-ßV^ — 1,  cui  /3=0 
sit^  soii  a  aequivalere  ideöque  realis  esse  quantitas  censetur. 

r^otio  illa  f^Moduius  quantitatls^'  saiis  cognita  est  ,  Ex 
deiinitione  ipsa  ,, quantitatum  ae(]|^üalium^^  rectä  consequittir 
P)  fieri  non  posse,  quin  modnli  quantitatum  aequalium 
aequaies  ipsi  sint«  et  2^)  eam  solam  =0  esse  quantita- 
tem, cüi  modulus  =0  cedät  Tum  tx  ipiSa  definitione  notio- 
num  „Summae",  „Differential",  „Prodücti  (Dignitatis)^ 
et  „Quoti"  patet,  quid  valeat  Signum 

(1)    .     .     .    .'    .     .    a!»8eu(a  +  j3V^)ff, 

dum,    X  quantitate  quä^libet,  y  realis  ^Bi  quantitas  va* 
lare  numerico  integre  (=J:m),   sdlicet 
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x^:=za;a;x.,„(m  factoribus),  ar-^  =  — , 
nee  noii  dum  ^=0  est  (certe  nisi  simui  ori^^O  fuerit)*),  flcüicet 

2.    QuoDiam  (ut  satis  constat)  quantitatem  a-t-ßV^ — 1  quam- 
libet  (modulo  =^  posito)  formulä  illa 

(2) giCose+V^Sind)    - 

exprimi  licet,    6   realem  denotante  quantitatem ^    quamviscumque 
eligi  placuerit 'ex  lis,  quarum  Sinus  et  Cosinus  formulis  il)is 

^  '  L  ^Sinö=/5 


i.  . ;  tu' 


■     .        *  I  ■  ■  ■■  • '  ■ 

•        satisfaciant ;    p^tet 

P)  dum  ix:,posttiva  est»  licere  »»Argumentum^*  e  eoop- 
tariT=Aretg~,  ideoque  tune  loco  Ipsius  a'-f-'^  V'^1  substifui 
istam  ■  ^ 

« 

(2f)     .    ...    ;'    ^(CosT+V^SinT);       ''     • 

2®)  dum  a  negativa  est,  licere  6  cooptari  t+tt,  ideoque 
tune  loco  ipsius  a+]SV^— 1  substitui 


t  ■  • 


-^(Ciosr+V^SinT); 

.  I   ■  »  ■  ■  .  .  .         .       .       ■ 

sitqiie  9^  dum  a=0  est  (ideoque  quantitas  ipsa  formaö '/5V^— 1) 
licere  loco  iUius  ex  arbitrio  substitui  vel  (2')  vel  (2^,    eo  quid^m 

pacto  ut  litterä  illd  r  intelligatur  ±  «ö  pfiori  in  casu,  posteriori  autem 

l=a»  pfout  positiva  est  ß  aut  negativa.    Licebit  igitur  coaten* 

dere  ambas  illas  aequationes 


^tt+/5\dI=+e(Cosr+\C3[SiliT), 
(quarum    illa   positivis  a  quibuscumque»   negativis  haec»   valet)» 


*)  Quod  attlnet  ad  signuni  illnd  0^  (p  datA  quantitate  generis  cnjatenm- 
que),  hoc  loco  (ne  gutta  supersit  dnbitatioiüs)  scmel  omnino  indicare  jnrii- 
bit,    qaoniam    hoc  Signum  in  Analysi  nusquam  occurrit,  nisi  ubi  limc»»'  ia 

quem  convergat  X^  quantitate  X  ipsä  (tune  temporit  propositA)  in  0  commr- 

gente,  signiücetur  ,  nos  in  sequentibus  -—  ubicomque  de  signo  wE^  erit  qiiaoslio 
(certe  excepto  casn  illo  unico^  =  l)  —  -verba  illa  „certe  nisi  «P=0  lue* 
rit*'  snblutellecta  velie :  cujus  praeterea  resecvatioiiis  memoriam  qafbpl 
decet  locia  revocandam  curabimus.  :      '  i 
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etiamsi  orr^O  fuerit,  permanere  legitimas  eo  quidem  pacto 

ß 
ut  litterä  illä  t  tunc  limes  ipse,  in  qaem  Arctg—  ralore 

ipsius   a   namerico    iudefinite   decrescente  convergit^ 
intelligatur,  quippe  quoniam^  tendente  a  m  zero  ex  plaga  posi- 

,  JC  ß 

tivä^  ±2  ^P^'^  ^^°^  limites  hujus  Arctg-  (prout  positiTa  estß  avt 

negativa)  et  quidem  vice'versft  ^^  tendeote  o  in  0  ex  plaga  ne- 
gativ*. 

Ex  his  porro  consequitnr  — •  auaeqnae  sint  a  et  ß  qaantitates 
reales  (certe  nisi  aipbae  =0)  ^-^  tore.ut,/?  realem  denotantequan- 
titatem  valdte  numerico  integro  aut  0,  semper  valeät 

(4)  ...  aP=(a  +  ßV^)P  =  QP(Co9pe  +  V^Siap6),  . 

6  realem  denotante,  quamviscnmoue  eiigi  placuerit  ex  iis,  qnanmi 
Sinus  et -Cosinus  aequationibus  (o)  seu  eonditioni  knie 


•'       I '.  * » 


(5)     .    .    .     a  +  /JV^=^(Cos6  +  V^Sin6) 

satisfaciant;  eamque  ipsam  ob  rem  contendi  licere»  proutapo- 
sitiva  est  aut  negativa,  valere 

(40 .... a* = (ä  +  /J  V^)P  =  (+  q)p  (Cospz  +  V^  Sin  pr), . 

ambasque  simul  aequationes  hasce,  dum  a=0  est^  eo  quidi^th 
pactout  Htterft  ill&  r  tunc  iimes  ipse,  in  quem  Arctg^-  valoi'e  4p- 
sius  o  numerico  indefinite  decrescente  convergit,  inteliigatur»  ideo- 
que  dko  ^D  superiori^  at  in  inferiori  To^  prout  positiva  est  aut 
negativa  ß.  - 

§.  2. 
De  Radidlnu  et  Potentiis  (Exponente  reaH)  quaniUaUS'  f 

cujuscumque. 
Obs.    Quantitas  ipsa  haad  =0  esse  sapponitnr.    (Vid.  Not.  pag.  388.) 

l«.   Si  convenit  (ut  reverÄ  fert  consuetudo)  signo  ((a+/JV  — 1))", 

brevitev  ((o?))"  aevL^^x,  eam  intelligi  fonnulam  generalem,  qiiae  in 
SB  conctas. simul  continet  ipsius  j:  Kadioes  nU  otdinis  (n  numero 
integro)  9 

m 

tum  signo  ((o?))"  eam^  quae  in  se  mtam  Dignitatem  (m  numer. 
int.)  uniuscujusque  harum  Uadicum  continet, 

«1 
et  signo  ((ar))-»  intelligi -l 
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probari  Uc^,  (t  bieyitM*!  devotante  qaantUateiai:ea)Qin£»riiUM)+:tBt 


t     I 


.  r  '      '  i 


r-T^  —  (m  et  »QUID.  i^tOj  semper  haben  < 

ti 

:'  (6j   .  •  \\  .m)l'—^^^^^ 
^  denotante  (ut  supra)  atque 

(I)    ,  .  .  ...  .((l)y*=;Co82A:ft«±V"I^Sin2AfMif, 

valore  ipsius  k,  praeterquam  quod  Dumenis  erit  integer  autl),  in- 
determiixato  relicto^  sea  tarnen  pro  certo  statu!  liciet  tributis  ipsi 
%k  ex  prdi^e  omnibu««  qui  inter  0  et  n  (indlu$iveJ,Tersaiitiir^  nu- 
merorum  parium  valoribus  (0  inclus.)  reverä.  .exinde  cÄinctos^ 
quonim   capax  sit  membrum  illud  (7)  posterius,    comparätos  esse 

valores.    Et  qnidem  si  fuerit  —y  \,   e.   i^aior   ipsiiis  ft   niunericus, 

fractio  ureduottbilis  (m  et  n  Inter  se  primi,  n>l);  «unc^ti  hi  va- 
lores  sunt  Bimiero  at»  eoderoque  in  easu  ,  . 

(8)     ....    .    ((!))-« =  ((1))»=((1-))'^. 


Ne  ipsä  quidem '  positione  singuiari  y^orisr  j^sli^' fi  numerici 
integri  aequationes  istae  (6)  et  (f)  irritae  evadunt;  jpraeterea  in 
hoc  casuy^  ^t  ex  aequat.  (4)  patet«  ((^)}'*  ««  ipsam  a^  abit.  Tan- 
demque  si  cohvenif  signo  {{x))^  —  (Cüi  equioem'signo  in  Analysi 
nullu^.  Ifiicusqu)^  fuit.jsensu$  tributus)  —7  eam  inteUigi  formulam^  in 
qiiam  meinjürum  (6)  posterius  posTtö  ft=0  afeit,  ideöque'((ir))*^=^l 
tta2^;l<iexiiide/jani  nobis  venia  con^equitur  statuendi  lY^rafk.perma- 
nere  aequationes  i|las  (6)  et  (7),  qti^equae  sit  fi  quantitas 
rdalis'ae  Ta'tionalis.  " 

Qüod  ad,  sittgularem  illampositioneniarzs^—^l'attlneiy  ficitum 
est  unä  cum  e^,  quam  dat  aequatio  (6), 

(9).  .  .  .((— l))/'  =  (Cos|it7r+V^^Sin|itn;)((l))i", 
hatuct^ttaitara  a^ue^tionem  ^ 

(90 ....  ((-I))A*  =  Cos  {n-\-l)ii%±Sn^Sm{U  +  l)^n 

ex  eäque  cunctos  (numero  n,  ubi  pluriraum)  elicere  valore»  tribuendo 
-  spccessive  ipsi(^^-f  1)  Qiunes,  qi^iiQter.O  et  n  j^inclusive)  vprsan- 

.  tur,  nuijaerorum  imparium.  vakwresr   Et  quidem  jsi  fiierit  —  (valor 

i  ipsias'f^nuiti^ricus)  fmotio  }rredifctibi)is,  ouicti  hi  it  talefie»drrer«i 
sunt  eodemque  in  casu  (n    .''   ' 


m 


(10)    .    .    .    .    ((_!))*  «=:((:[^l]«;j)i?. 


±  1     • 


Dato  jam  unicuique  earum,  quae  in  signo  ((o?))/'  — ^^^Expo- 
nente^'  ft  reali  ac  rationali  -^  comprelietiduiitut'^  miatltfiBatiaii  bo- 
mine    „fi-Potentiae   ipsiu«  or^S   ex  aequat.   (o)  lex  habetur 
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oetabiliekißttis  Ctincta«  si  via  coxaparare  qnafttitatis  eujud- 
dam  fi-poteutiaB^  sufficiet  ut  earutal  uni-tra  jq^aelibet  in 
l»*pQleiatiaifr  uDitatis  ex  ordine  oran/ö^  ^muJCipHcatttr, 
8eu  (ut  eam  al^ter  pronuntiari  licet):  Uoica  ft - potentiarum  quan- 
titatls  X  fiasfclilret  per  {{X)Y  multiplicatd,  quid  Taleiät  generale  lUad 
Signum  ((a:))A*  habebis.  *) 


»ii 


2.    In  aequatione  generali  (6) «  uti  supra  est  monitum ,  6  quam-    ^ 
übet  ^^mi  licet  qaantttatum  realium^v^arum  Sin.  et  Cpf^  legi  (5) 
satisfaciunt«    Eorum  tarnen  ^    quae  sequuntiir^    Tel  maxirai  interest 

nt  jaitij ad  formam^  quae aequationihuic  (CD IHato  ibi  t  (i.*b.  Arctg-) 
contingat,  probe  attendatur.  j*!« 

Dum  a  positiva  est,  quonia^  tone  e  cqoptari  licet r  ipsum 
(§.  1.)^  aequationi  (6)  inde  forma  <iontingit  ista 


.  ■;  ;:;•  > 


•    ■  ■• 


(60  .  Ji.  .    ((i;;>*=p/*(Co»f*r+V^SInfftT)((l))fff    :■ 

=  ((9))^(Cosf4T+V^Sinfir);  ''   *   • 

dnm  verÄ  «Negativa  est,  qaoUlafai 'tunc  9  cotipfäri-Iicet  «-t-»> 

=.ßM  (Cos  (»1:+ V^l  iSin  |»r)((-T- !)>» 
=((-?))"  (Cos  ^r+y:::isin,tr);     ;. 


I 

»  t"' 


■  ■'     I , 


I 

■  I 


I  •   t 


i     ,• 1  •  ■  I  ■ 


*^'Binae  quaelibet  ^potisiidarnin  ipsius  X  ex  memltro-  {ß)  pbiffekiori'^ieti 
ex  formuU  •'-  ^i" 

compar^u^fir ,  ctptam  si  tribnerit  iy0i,i^  valor^m:  nn^larem; . .  SU  iS;'.^lali«(qaem 
placuerit  poti»simam).     Gontentlo  jam  fore  nt  una  Tel.  altera  ^orinnl^riugoL. 


per  ((1))^  mnltiplicata ,  productura  t\l  ((.a?))^^«     Id  ^uod  reverd  patet  ex  eo, 
quod  loGO  ntriusque  ambarum  harum 


|WU(Co8^  + V— 1  Sin^)  iCos2ÄV7i^±V^Sin2;k  VI((l)y* 
seu  (quod  idem  ralet)  härum  i    . 

(»/*  [Co8^(6+2*jr)+ V^  i5in^(ä±2/tjr)]  ((!», 
seil.  ip»A  ^n  eodem  signo  utrobique  afPectä,   substitai  licet 

^  (Cos  i»B  +  V^  Sin  fie)iOy)f* , 

qnippe  quoniam  littera  ^  (nti  supra  est  monitum)  designatum  Toiumus  arcum 
qmtm  p^itiasittnia  plaemtrit  eligi.exü«,  qnorwn  6i^^.et  Co»»  ip««  (&) 
»atisfaciiuit. 


I  .  • 
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atque  dum  a=±=0  est,  quQniam  tunc  6  eooptarl  Koet  ex  ärbitrio 
<rei  r  vel  z  +  n  (eo  quidem  pacto,  quod  in  §•  1.  erat  cemmemorä- 
tvoBo),  una  harum  (6')  et  (6'^)  valet  aeque  ae  altera,  eo  quidem  ptacto 

ut  litterä  7  tuDc  limes  ipse,,  in  quem  Arctg  —  valore.  ipsius  «  dq- 


merico  indefinite  decrescente  convergit,  intelligatur,  —  h.  e.  dko 
in  aequat.  (60,  at  T?"™  (^'O*  pröut  pösitita  sit  aut  ncfgatlva  ß. 

Cunctos  si  quis  voiuerit  elicere  valores  diyersos.  quommcapax 
Sit  membrum  aequat.  (6')  et  (6'0  unumquodqüe,  sumeiet  (uti  supra 
est  monitum)  ut  ipsi  2k  in 

(7)    .    .    .  ';   ((l))A*=Cos2*ftnri:VHfSin2ÄfiÄ' 

successive  omnium,  qui  iater  0  et  denominatorem  valoris  fc  numerici 
(incius.)  versaiitur,  numeiioruni  |parium  vaioces  ttibuantur,  atque 
ipsi  2k  +  lva 

(9')  ... .,((— l))i»=Cos(2A  +  l)/t«±V'^Sin(2A+l)(t»^ 

soccess.  pmnimn,  qui  eosdem  iptra  limites  rersantnr,  Dumeromm 
imparhim  valores  "tnbuaniur.  "    i  '    '' 

3.  De  Potentiis  Principaiibus;  Ex  jfi-potentiis  quanti- 
tatis  X  unam  prae .  caeteris  et  j^iüdem  notä  ill4  (j?)/^seu^i»^  insigntri 
juvabit.  Cuinam  potissimum  tribuatur  hoc  Signum,  decreturos  nos 
omnium  primo  meminisse  oportet,  quisnam  illi  sensus  in  singula- 
ribus  partium  Analyseos  praecedentium  casibus  jani  fuerit  tributus, 
scilicet 

1^)  X  Njumerum  denotante,  Signum  a:^'  illj  ipsi  Numero,  qui 
fi-potentiam  hujus  x  conficit,    fuit  reserVatunl; 

2^'d7  quantitate  quAlibet,  dum  ipsi  ft  valor  contigit  mimericus 
integer  aut  0,  signo  xf* 

si  fueirit  a  positiva,  reseryata  erat  aequatio 

(11)    ....    a:A«=:^A*(Cosfttr+V"^Sinf*r), 

^sin  vero  a  negütiva»  aequatio 

(110  •  •  •  Ä/*=^A^[Cosfi(r+n;)  +  V^=lSinfi(r+;p)] 

=  ^Ai(Cosj*r+V^Sin(ir)(-I^/*      , 
=  ("-^)''(CosftT  +  V^Sinfit) , 


scilicet 


:c       ^i 


<  \ 


(—  ly  =  Cos  ftJT + V^  Sin  p,n , 


atque»  si  ix=:0  fuerit,    una  barum  aeque  ae  altera  aequatio  (•o» 
quod  supra  dicebatur,  pacto),  seu  breviter 
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provt  positiva  erat  ß  aut  negativa. 

Quorum  cum  ea,  quae  ad  quantitatem  a:  parte  reali 
haud  negativa  instructam  atnnent^  in  lege  isthac 

(12)  ....    ari"  =  ^-« (Cos  fiT+V"^ Sin  fit), 

sciiicet  t  —  dum  a=0  est  — '  denotante  dbo?  prout  j3  positiva  est 

aut  negativa,  continentur;  jam  patet  omnino,  quo  concilietur  defi- 
nitio  signi  xf^  (dum  pars  realis  ipsius  a:  haud  negativa 
est),  pro  (i  reali  qüdlibet  eädemque  ratioaali,  in  ipsä  (12)  adqut- 
escere  jure  optimo  licere. 

Qu^d  ad  an  parte  reali  negativa  instructam  attinet, 
quoniam  in  hoc  casu  praeter  (11')  nullä  adstricti  sumus  lege  prae- 
cedente,  patet,  quo  concilietur  nuic  casui  definitio  signi  xf*  gene- 
ralis, licere  in  ipsc^i  bac  (11')  adquiescere. 

Quae  jam  definitae  sunt  arobae  xf^,  ut  exmembro  aequationum 
(6')  et  (6'^)  secundo  jconstat,  eae  sunt  fi-potentiae  ipsius  x,  quae 
positioni  ^=0  in  expressione  (7)  ipsius  ((1))^  generali  debentur. 
Hae  i^sae  sunt,  quarum  ntrique  nomen  „ft-potentia  ipsius  x 
principalis'*^  seu  „valor  ipsius  ((x))f*  principalis*^  —  (al- 
tera nerape,  dum  a  haud  negativa  est,  altera  dum  a  positiva)  — • 
usque  erit  reservatum.    Itaque,  fi  qu&libet  reali  ac  rationali,  habentur 

(1"=!, 

(13)  •    •    •      j  (_l)/4=Co8(»«+V^Sin^»; 

atque  in  genere,  prout  a  haud  negativa  est  aut  negativa, 

(14)  .    .    .    xf'=(±Q)f'(Co8(ir  +  V^S\n(jLr), 
sciiicet 

(15)  ....  (— 9)/^=e"(— l)^  =  ^^(Cos|[i7t  +  V^Sinfi5c), 

eo  quidem  pacto  ut,  dum  a=P  est,  litter^  illä  r  tunc  limes  ipi$e, 
in  quem  Arctg  —  valore  ipsius  cc  numerico  indefinite  decr  escente  con- 

vergit,  intelligatur  (i.  e.  +  ^5  prout  ß  positiva  est  aut  negativa), 
verbo  igitur 

(16)  ....  (/3V^)M=(v/32)''(Cos^±V^Sin^), 

prout  positiva  est  aut  negativa  ß. 

Observ.  Dolendum  sane  esse  videtur  quod  de  xf*  heic,  ubi 
de  ft  reali  ac  rationali  quäcumque  ageretor,  non  idem  plane,  ac 

Theil  IX.  26 
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ubi  antea  de  ft  numerice  integr&  (0  inclusive)  illata  erat  mentio, 
licuerit  conteDdi :  valere  (ioquam)  ambas  illas  (14),  prout  a  posi- 
tiva  fuerit  aut  negativa,  atque  pro  a  =  0  unam  aeque  ac  al- 
te ram  eo,  quod  supra   dicebatur,    pacto  ut  iitter4  r  in  hoc  casu 

ß 
limes  intelligeretur  ipse,  in  quem  Arctg  —  vaiore  ipsius  oc  numerico 

indefiuite  decrescente  convergat,  h.  e.  ±0'  ^^  superiori  (14)  at  vice 

vers^  "t-Q  >i^  inferiori,  prout  positiva  fuerit  aut  negativa  ß.    Quam 

scilicet  si  temere  pronuntiavissemus  assertionem,  id  jure  (dum  ß 
negativa  est)  nobis  vitio  esset  vertendum,  quod  uno  signo  eodem- 

ue  (ß\^ — 1)^  duabus  —  certe  nisi  fi  forte  integra  numerice  aut  0 
urssct  —  disparibus  hisce 


l 


(V  ß^  (Co8^  -  V-1  Sin^) 


et 


i-Vß^f  (Cos  ^  +  V^^Sin  ^) 

i.  e.  (v^M(Co82|^  +^Z5Sin^) 

tributö  confusionem  nos  sane  grayiorem  Analysi  induxissemus. 
Quid  autem?    Quandoquidem,    ut  ex  verbis  novissirais  plane 

apparet,  quantitatum  illarum  a;M  seu  (a  +  j3V  —  1)/*  suum  utraque  in 
limitem  converglt,  decrescente  vaiore  ipsius  a  numerico  indefinite, 
certe  dum  ß  negativa  est  nee  f»  vaiore  numerico  integro  aut  0; 
nonne  rei  melius  fuisset  consultum,    si,    quemadmodum  de  signo 

09  in  nota  pag.  388.,  sie  quoaue  de  signo  ipso  (j3V  — IV*  statulsse- 
mus  fore  (inquani)  ut  in  Analysi  nusquam  adhiberetur  hoc  signum, 
nisi  quo  limes  umquam  slgnMicaretur  ipse,  in  quem  imaginaria  ea, 
cujus  tunc  mentio  sit,  quantitas  a;f^  parte  suä  reali  in  0  decres- 
cente indefinite  convergat?  (quo  ex  statuto  id  nobis  praeterea 
commodi  esset  profectum,  ut  in  sequentibus  nullä  opus  foret  signi 

(ß  V — l)^  mentione  speciali).  Vermnenimvero  tali  quodam  decreto 
Analysi  vei  pessime  ibre  consultuni,   ex   eo  solo  patet,    quod  in 

Analysi  saepenumero  üt  ut  baec  formula  ßV—l  separatam  deno- 
tat  suique  quasi  juris  quantitatem  (ideoque  non  tunc  temporis  limi- 
tem modo,  in  quemunum  vel  alterum  genus  quantitatum  a-i-ß^^^-T, 
vaiore  numerico  ipsius  a  indefinite  decrescente,  convergat)  i  ex  quo 
consequitur  Analyseos  non  minoris  interesse,    ut  notio  ilia  „po- 

tentia_ipsius  ßST—i  principalis"  [seu  quid*  valeat  signnm 
O^V^—l)^]  definiatur,  quam  ut  certa  ^it  stabilisque  vis  signi  ipsins 
(a+ß  V — 1)^,   sive  positiva  sit  sive  negativa  quantftas  «. 

Quum  jam  in  eo  eramus  heic  supra,  ut  defini^etur  hoc  slgnoi 
(/5V— 1)A«  —  [vid.  aequationem  (16)]  — ;  nuII4  ex  antecedendlmi' 
praeter  aeouationem  (11^)^  eandemque  non  nisi  de  (i  numerice  te: 
tegra  aut  0  constltutaai,  ^addtricti  eramun  lege  praecedenle.    BÄ 
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igitur  ip8&  id  solura  oobis  fiiiss^  relictum  ^  negotium  videbatur,  ut 
legem  naoc  (iV)  fi  quälibet  reali  ac  rational!  ratam  esse  defer- 
remiis,  prae^ettim  quum  tall  ^t  edito  id  iosupet  commodi  redtitt- 
davit^  ut  aeqnationum  illarum  (14)  altera  certe^  scilicet  ' 

(a  +  iSV-^)^=j^(Co»/At+V— ISinfit),  ' 

legitima  exinde  non  solom  pro  a  positiv^  sed  pro  er  band  nega- 
tiva reddita  sit. 

(De  hac  re  plura  in  Not.  I.  sub  finem  Disdertationis.) 

Ex  aequationibus  (6')  et  (6'^)  cum  (14)  collatis  perspicitur  omni 
in  casu  haberi 

(17) i(a:)r^a^f*(a)y, 

id  quod  praeterea  ]am  cognitum  erat  ex  ea^  quae  in  fine  art.  1. 
praeced.  exposita  foerat^  lege. 

Et  quidemex(14)patet  baberi^  dum  a  negativa  est,  semper 

(18) xf^=(—a:)f'('^i)M, 

nee  tarnen  semper,  dum  tt  haud  Negativa  est. 

Nota. 
Eo  in  casu,  quo  sit ,,  Exponens '^  illa  fi  ftactio,  cui  cedatNume- 
rator  unitas  (fi=— ,  n  num.  int),  potentiae  illi  prindpali  a»  hoc  qao- 


n 


^  n 


que  Signum  Vor  nomenque   „Radix  et  quantitate  x  nii  gta- 
düs  principalis''.re£(^Tata  erunt. 

Nosmet  hoc  modp  definitft  significatione  notulae  V^y  scilicet 

•  ■  / 
ea,  quae  de  bac  notüid  in  partib'us  Analyseos  praecedentibus  (seil, 
dum  X  Ntitijieri|9) ei»i  nttc  noprt iL). statuta  sunt,  peutiquani; iaedere 
patet  ex  aequat.  (14)  et  (15).  Radix  ex  Numero  quodaih  prin- 
cipalis  (ut  apparet)  ijns^  ed|  ea^  cql  noraen  in  Elementis  ceiNsit 
5,Kadix  numeri  pösitiva.'^ 

4.    Quibus  peractis  jatn  constat ,  quid  in  Analysi  valeat  Signum 

certe  dum,  ä:  quantitate  (juälibet,  ft  reaiis  est  atque  rationalis. 
IrrationaliV  nullus  omnmo  in  praecedentibus,  excepto  casu  illo 
sinsiiiari'|?=rO  ef  a  positTvä^  triibufu3  fuit  sensus.  Liti^t  tgitür 
abmhc,  omni  absque  praecedentium  noxä,  signum  illud  ;t^  in  höC 
etiam.caMt  (»  ntatioik^li-)  mc^mbto  secundo  ae(][«atioDiidi  ^11)  el(ll^)-*- 
seu  ipsius  (14)  —  aequivafens  statuere,  quippe  quoniam  hoc  ad- 
ms9Q  äeqfaatj  ipsa  (ll)  identica,  dum  ß^=0  ponitor,  evadit*    Qup 


ms9Q  aeqpatj  ipsa  (II)  identica,  dui 
facto  jam,  quid  valeat  Signum 
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(1)   •   .    .   \ ^J',  .      . 

quaeqnae  sit  y  quantitas  realis,  perfecte  est  determi- 
natum. 

Monere  juvat  hoc  loco  nihil  sane  impedire^  quominus  aequatio 
iUa  (6)  ideoque  etiam  aequ.  (6')  et  (6^0  boc  etiam  in  casu  (fi  irra- 
tionaü)  ratae  sistantur^  quippe  quooiam  tali  fi  quantitate  signo  ilü 
((x)Y  io  Analysi  nondum  tributus  fuit  sensus. 

Omnibus  jam^  eis,  quae  de  Potentfis  quantitatum  hucusque 
statuta  fuerunt,  priucipiis  in  unum  coUatis  memorabile  hoc  compa- 
ratur 

Theorem  a. 

Siquidem^  a:=a+j3 V^—l  quantitate  quälibet  (certe 
haud  =0),  a  ei  ß  realibus^ 

p  realis  sit  numerice  integra  aut  0, 
^  realis  quaelibet, 

Q  moduius  =V^ä2+^, 

e  realis,   quam  potissimum  placuerit  eligi  e,x 
iis,  quarum  is\u,  et  Cos.  aequationi  (5)  ßatis 
faciunt, 

.     T=Arctg|; 
sempet  olitinet 

(I)  .    .     .    .    ari»  seu  (^[Cos6  + V^Sinö])? 

= ^  {Co^  pS  +  V^^  Sin  pe), 

(II)  .    .     .    ((a:))i»  seu  ((^[Cosö+V^I^Sind]))^» 

=  Qt^  (Cos  fiö  +  V^  Sin  ^)  ((1))A* 
=  ((9))^  (Cos  /*ö  +  V^Sin  ^) ; 
nee  non  semper,  prout  a  positiva  est  aut  negativa^ 

(III)  .....  .  xP  =  {±Q{Cosx-\-V^S\nt\)P 

=  (±  e)'  (CospT  +  V^^Sinj»r), 

(IV)  ...  .    ((.T))/*=((±e[Cosr  +  V^Sinr]))i» 

=  ((±  Q)y  (Cos  fiT+  V^Sin  fit) , 

et  4uidem,  dum  a:=0  est,  superiori  aeque.ac  infejrioci 
ütt  licet  sigDo,  eo  quidem  pacto  ut  litterd  t  tunc  liiaeji 

iirtelligatur  ipse,   in  quem  Arctg  ^  valore  ipsius  «  u- 
iberico  decrescente  indefinite  convergat,,h.  e.  J:zr^  d'ttlf 


397 


7t 


soperiori  ateris  signo^  at  ^^  dum  inferiori,  prout  posi- 
tWa  est  aut  negativa  ß; 

tum  semper  aequatio  obtinet 

(V)    .    ,    .    .    a:f'=^ (±Q[Cost  +  V^lSinr]y 

=  (db  Q^  (Cos  fit  +  V"^  Sin  f*r), 

ed  quidem  subjectd  conditione  ut  superiori  utaris  signo, 
dum  a  positiva  est  aut  zöro  (quo  in  casu  novissimo  lit- 

7C 

terft  illä  T  limites  db  o »  prout  ß  positiva  est  aut  nega- 
tiva^  intelligantur),  inferior!  autem  dum  negativa  est  a; 
scilicet 

<vi) ((?))^=0^((1)V. 

(VII)  .    .    .((-f,))^=(-fy((i))M=QM((-t)y, 

(VIII)      ( -  ^)/«= ^  (—  1)/* = p/*  (Cos  fiTC + V^  Sin  fi'w) ; 
porro 
(IX) ((;r))M  =  a:/' ((!))/«: 

adeo  ut^  cunctas  si  vis  obtinere  quantitatis  cujusdam 
fi.-potentias^  sufficiat  ut  principalem  illius  fi-potentiam 
per  omnes  ex  ordine  ^-potentias  uoitatis  multiplices; 
deniqivß,  dum  a  negativa  est, 

(X) xf'=(—a:)f*(-i)f^. 

De  caetero  raeminisse  juvabit,  non  solum  esse 

(XI)    .     .    .    ((l))^=Cos2A:^;r±V^Sin2;t^n;, 

(XU)  ((-  l))M=(^l)^((l))^=(Cosfi7r+V"^Sinfin;)((l))^ 

(XIF)  .  .  .  z=iCos(2k+l)ii7ci:V^Sin(2k+i)(i7t, 

iD  quibus  k  (indeterm.)  breviter  „numerum  int.  aut  0^^ 
denotat; 

sed    etiam     fore    ut,     dum   ^    rationaiis    est   quanti'ta« 

=1+  aut'— —  (wi  et  n  numeri  int.),  prot;erto  stätui  liceat 


., .^ ,  p 

rium  väioribus  reverU  cunctbs  (et  quidem  numero  n, 
ubi  plurimos),  quorum  capaces  sunt  ((l))'*  et  ((—1))^,  va-. 
lores  ex  membr.  poster.  (XI)  et  (XII')  esse  compäratos; 
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tandemque,  ubi  fuerit  —  fractio   irreductibilis   (nt  et  n 

ti 

inter   se   prirai,   w>l),    cunctos  hos    utriui^qiif)  {(XW*  ©t 

(( — 1))^  valores  ipso  esse  numero  n,  eodemque  in  casu 

-         •  *  • 

(Xlll) ((i))*»=((i))», 

(XIV) ((-i))*^=((l-i]'"))»- 

C  o.r  o  1  i  a  r  i  n  m. 

De  Radittibas:  quantitatum  realium.     Theoremati  eon-* 

venienter  pr^ecedenti  totidem  sunt  Quantitativ  cujusQumque 
(realis  aeque  ae  imaginaciae)  7iii  orainis  Radices,  quot  contlneat 
>,  Index '^  (numerus  ordinis  n)  unitates;  praeterea  aequatio  illa 
(IX)  indicat,  cunctas  si  plaeeat  ntl  ordinis  radices  quantitativ  com- 
parare,  sufficere  ut  radix  ipsa  prineipalis  (ejusdem  ordinifl)  per 
omnes  successive  upitati^  raaices  n^i  ordinis  multipiicetur.  Itaque, 
dum  A  Numerum' quemdam  denotat,  habentur 

i(/A=({i)r,VA 

(IX') <;  et 

Ü/^A^((1))\V^A, 
id  quod  jam  insliper  (VI)  et  (VII)  indicabaot 

Sin  vero  placet  ambas  hasce  IJj^Jb-^  ipsÄ  V-4(b.  e.  radicepriii- 
cipali  ex  vaiore  numeri(;o  quant^tatis  JrA  seu,  quam  vocant, 
Arithmeticä  ipsius  A  radice  vei  potius  eo  ipso  Numero, 
qui  radicem  nti  ordinis  ex  A  conficit)  expressas«  habere ;  aequatio- 
nes  iiiae  (VI)  et  (VII)  suppeditant 


aX'O {et 


#^  =  ((!))».  V^ 


^^^  =  ((_1))«\VJ, 


quas  equidem  his  fere  verbis  interpretari  licet:  Cunctas  si  plaoeat 
comparare  nti  ord.  radices  ex  quantitate  reali^  sufficit  ut  Arithme- 
tlca  ftti  otd.  radix  ex  vaiore  quantitativ  numerico  per  omnes  suc- 
cessive ejusdem  ordinis  radices  ex  UQJitate  pQsitiv&  ant  ne^ativA, 
prout  quantitas  ipsa  proposita  positiva  est  aut  negativa  >  multq)l!ce- 
mr;  Praeterea  iiae  tpsae  sunt  aeqnationes  novissimae,  ex  giiibos 
rectä  qjonsequitnr  lex  lUa  notissima,  in  omnibus  Inquam  nti  ord.  radl- 

n  m 

cibus  ex  Q umer o  A   unicam  VA,  dum  n  impar  est,  at  duas  i:VA 

n  pari,  esserealev:  ex  negativa  autem  quantitate  (— *^)  unfr 

n 
cam  — VAy  dum  n  impar  est»   at  n  pari  ne  unam  quidem,   eäM 
realem. 
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,  Nota.  Probe  est  notaadum  numquam  fieri  ut  V — -4= — ^  A 
Sit  (diim  ^>1):  tUa,  ulpote  quae  prii^cipalem  ipsius  -- A  cooGcit 
radicem«  semper  imaginaria  est  qu^ntit^s,   scUicet 

V-'-4=V:^.V-l=V^.(CosJ+V^Sin|): 

haee  autem  semper  realis.  *) 


*)  Fieri  qnidem  potest  ut  graviter  ferenda ,  primo  »allem  intoitu,  videa- 

lur  licentia  realem,  dum  exsistit,  quanciiatis  negativae  radicem  denomiaadone 

n 
,, radicis    principaii»'*    aifl;noqae    y  simplioi   frandandi:    seu   (quo  uno 
umnia  complec^mur  ^erbo)    fernere   forsan   videbitar    ac   praepropere  actum, 
«|uod  in  ^-potentiii)  quantitatis  X  (parte   reali  negatiT&)  non  ea   potissimum 
ornata  fuerit  denominatione  „priucipalit**  »ignoque  illo  Xf^^  ea  (inqoam) 

qaae  realis  ipsa  cvadit,  dum  J7  realis  est  et  fjk  formA  — ,    n  impari   (seil,   ff 

n  ^ 

pari  nulla  earum,  quae  in  ^^^^A  contineutnr,  realis  est).     Verumtamen  ex 

eo,  quod^-potentiae  ipsius  X  (parte  reali  negativa)  omnes  datae  sunt  formalA 

((ar)>* = ß/4  (Cos^r  +  V"^  Sin  i*T)(;Co»(2Ä-|-l  )^  J;V^  Sin  (2A;-|- i;)^7r] , 

patet  qnod  ((iximus  offendiculum  aliter  evilari  non  posse,  nisi  ^i^  cooptaretar 
ea,  cujus  (2k-i-l)fA  integro  sit  valore  uumerico  -<—  dum  ita, üeri  poierit. 
Quod  Tero  2k ^l  taiis  nunquam  exsistit,  nisi  forte  fuerit  ft  rationalis 
ac  valore  uumerico  fractionis  cui  cedat  imparis  numeri  denominator,  pro- 
plerea  patet  omnino  arbitrio  nihil  aliud  esse  relietum,  quam  ut  Tel  signo  Xf* 
complures  et  quidem  aliae  aliis  ^  -  valoribus  propriae  subjiciantur  notiones  — 
(id  quod  reverA  si  foret  admissum,  periculum  est  ne  ex  hoc  ipso  in  C au- 
ch yanum  illud  induceremur  consiLium  »igni  hujus  Xf*,  parte  reali  ipsius  X 
negativa,  ex  Analysi  prorsus  tuUendi)  — -  -vel  etiam  eä,  quam  nos  supra  in- 
ivimus,  ratione  (quamvis  primo  foraaa  conspeol«  speciem  quamilaiii  prae  se 
ferat  offensionis)  definiatur  hoc  signum.  Ulrum  eligatur  potissimum,  id  fa- 
eile  constat  ratione  habitd  emolumenti,  quod  Analysi  contingat  ex  definitione 
ita  comparatd,  ut  in  omnem  ft  quadret  (realem  immo  non  minua  ac  ima^lna- 
riam).  Nee  id  solum ;  alia  est  quaedam  insuper,  eademque  ad  hunc  usque 
diem  (quod  jure  licet  mirari)  ueglecta,   gravissimi  saue   ad  rem  dirimeodam 

momenti  ratio  ea,  quam  indicant  leges  illae  in  num.'2®).  3®)  et  4^)  f^.  6. 
relatae :  quippe  qnibus  inopinatum  fere  arctissimumque,  quo  iutcr  se  cohac- 
rent  vinculo  societatis   ambo  quantitatum  genera   ea,    quae  uos  heic   signis 

Ulis  Xß  (quin  immo  ^M+^V-'l )  et  Ix  -^  negativa  sit  x  qn&  partem  realem  ■ 
oec  ne  —  intelligenda  statuimus,  est  indicatum.    Qua  demuvi  perspectA  socie- 
tate  primo  quidem  patet,    quemadmodum  in   quantitatibus    dig^o  /((x))  com- 
prehensis   nuUam  omnino  signo  ix  notandam  realem    (dum  X  negativa   est 
parte   reali)    deprehendi  lioebit,    aic    quoqqe,    dum  in  eo^  res  agitnr   ut  ex 
agmiue  quantitatum  ({xy)f*  eligatnr  Xf*,    id   sane  levioris  esse  momenli  quod. 
forte  inter  ((x))j(^  illas  quacpiam  exsistat,    cui  pro  ^-valore  quodam  speciali 
forma  cedat  reaJis;    tum  vero  deinceps  haud  praeterit,    si  ratione    illA  forsi- 
tan  praeoptatft  determinaretur  d?M  (pi^o  X  qua  partem  realem  negativa),    pro- 
fecto    fore   ut  incassum  abiret   quod   modo   diximus   vinculum  societatis. «oft < 
cum  Omnibus,  quae  ex  mirä  hac  conjunctione.  pendent,,  legibus  AüAlysi  vere 
•alotaribus. 

n 
Praeterea  jure  licet  conteudere  jam  signo  ipso  — y  A  effectum  esse,  ut  reali 
i\U  nü  ordiuis  radici  ez  (<— i4)  satis  contigerit  remnnerationis. 
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5.  Idiomäta  potentiarum  principalium  praecipna. 
Ez  ae(]|uatione  (I)  theorematis  praecedentis  rectd  coDsequStiur  fore 
nty  cujusvis  sii:it  generis  quantitates  iv,  Xi,  jr^f-^^»  slmodo 
reales  fuerint  ac  numerice  integrae  aut  0  istae  p,  pi, 
p2*""Pn9  ratae  sint  quae  sequuntur  legeis  (quarum  praeterea  auc- 
toritas,  dum  a,  Xi,,..,a:n  Numeros  denotant,  ex  Elementis  jam 
cognita  est): 

a:P.;ri»i.a'P»....a:Pji=a:l»+P>+P»+-— +Pj|,  nee  non  —znasPi^^, 

(a?P)P'=;,rPPi 
ideoque  etiam  =^(a^i)P, 

1*  P  m  fF    ^\.P 

oßP .XiP .x^....Xffi=^{xXxX^*''>a;n)V  atque  — ^=f  ~J  . 

Sin  vero   reales  equidem  at  ceteroquin  indeterrai- 
natae  relictae  suppouantur  Ei^poneotes  ft,  ft>  fi,...,fi;    Don  nisi 

certis    subjectis  conditioDibus   leges   valent  eaedem   (quamvis  sie 
quoque  in  genere  iis  uti  liceat,    ut  satis  constat,    dum  I^amert 

sunt  X,  Xif»»Xn)» 

V)    Haec  tarnen  aequatio 
(19)    .....    ;rA..xf.Vi....;r"=x'^^+^-+£ 

Dumquam  non  valet,  ideoque  non  minus  aequatio 

ff 
<20) ^=*' 

atque  in  speeie  baeeee 
(20') li^^''- 

» 

1 

Demonstr.    T^am ,  parte reali  ipsius  x  baud  negativa«  aequatio 
(V)  dat 

arMar^...>  =  ^^+^+  "  +^  {Cos(fi+|^+..,.+ft)r+ V"^Sin(^+^...+l*)T} 

Et  quidcm,  negativa  ipsius  x  parte  reali,  aequ.  (V)  enm.(VlII) 
conjuncta  dat 

•1?" X*-  »»•»  X 


g      i  »,{cos(/ii  +  fi  +  ..,.  +  ft)i?  ,  ^ 

+  V.-lSin(ft+f^  + +^r 


n 
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t  e.quoDiam«a3),  utpatet,(-l)''(— !)'•..(— !)»=(— 1)     '        "  ent, 

Q.  E.  D. 

2^)    Aequatio  illa 

(21) {a^y^^xf^ 

valet  (fi  et  |x  quibuscumque)  certe  quoties,   parte  reali 
ipsius  .T  haud  negativa,   productum  ,illud  ftr  limitibus 

4:0  haud  excedat  (r  denotante,  uti  assolet). 

Dempnstr.    Est  enim  in  hoc  casu  (parte  reaii  x  haud  nega- 
tiva), secundum  (V), 

xf*^Qf*  (Cos  fir  +  V— i  Sin  ftr), 

I 
TU 

nee  non,  quooiam  heic  fir  limitibus  iüis  J:nhaudexcederet,eädem 
ex  (V) 

(x^)Af  =  ^Aw»  (Cos  ft/tr  +  V^  Sin  fAftr)  =as«^. 

11 

Q-  E.  D. 

Nee  minu0  ¥alet;ißta  aequatio,  aüoties,  parte  reali 
ipsius:;]?  negativ4>    productum   illua  iiir^i-n)  limitib.us 

n 
4z n  haud  excedat    Nam  parte  reali  x  negativa  ex  aequ.  (V) 

et  (yiU)  habetur 

arit*=  ^  [Cos  ft  (r  +  jr)  +  V^  Sin  fi  (t  +  TT)] , 

nec  non,  quoniain  heic  ft(r4-»)  limitibos  Ulis  ±örliaud  excederet, 
eädem  ex  (V) 

(a;/')i^=^/*j^[Cos|Xfi(r+7r)+V^Sinft|x(r  +  jr)], 

quae  quidem  in  hoc  casu  (negattvib  ipsiqfi  ap  pßite  reali)  revef ^  y^a- 
lorem  conficit  ipsius  xf^fj^,  secundum  (V)  et  (VlII).  —  Q.  E.  D. ' 

Quibusnam  praeterea  in  casibus  rata  sit  nee  ne  aequatio  iflä 
(21),   II  et  fi  reaiibus  indeterminatis  reiictis,    id  opus  non  heic  est 

exponi:  quippe  quod,  ubi  forte  sit  opus,,  perfaciii  semper  negotio 
licet  discerni.  De  caetero  in  §  4.  sequenti  (pag.  411.)' universalem 
•""'•""  —  — re  notandum  casuum,  in  quibus  valeat  ista  aeqtiatio, 
in  medio  proferendum  curabimus.     Quadrati  hoc  idem 


•  I  .      -UY 


magis  ac  vere 
characterem 
in  aequationem 

(22)     ;    •    .    .  {xf^fi^iJiy, 


I  .f 
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qnae  quid^m  certe  (ot  ex  modo  allatis  patet)  vim  habet  legitimam 
1^  quoties,  parrte  reali  x  haud  negatiTä,   illorum  fir  et 

ftr  Deutrum  limitibus  +5^  excedat«  atque  2®)  quoties,  ne- 
gativa ip8JU8  X  parte  reali«  produetorum  fi(«-|-'i^)  et  fi(T-|-7r) 
neutrum  limitibus  Jiö  excedat 

3^    Aequatio  illa 

(23)    ....      a;/*a:j/*....arn^  =  (arari....J7ji)/* 

vaiet  (|x  quälib^t)  certe  quoties,  realibus  ipsarum 
Xy  Xi,...,Xn  partibu8  haud  negativis,  summa  illa 

(24) ir  +  Ti+....  +  T„ 

limitibus  dbo  haud  excedat:  —  ubi  videiicet 

T=  Arctg^,  Ti  =  Arctg  ^, .... Ta= Arctg -^; 
atque 

Xzna^P  V^,  ari  =  «i+ft  V^^ ,  ..^n^  CCn+ßn  V^' 

Oemonstr.    Quod  enim   partes  reales  pmtiiulii  x,  Xi,.,„Xn 
haud  negativae  siiit«  ideoque  (q,  ^«....^n  moduios  denotantibus) 

x=Q  (C)os  T  +  V^ — 1  Sio  t),  a:i=^(CosTi  +  V^l  Sin  r, ),.... 

....  Xn=  Qn  (Cos  tn  +  V^ — 1  Sintn), 

propterea  secundum  (V)  habetur 

xf*Xif*....Xf/*=(QQi...Qny{Co8li(r'l-Vi  +...+T«)+ V^^Smfi(r+ri+...  r«)|, 
i.  e. 

TU 

quippe  quoniam  summa  illa  (24)  limitibus  Jbo  li^"<l  excedere  po- 
Sita  erat. 

Q.  E.  D, 

Quod  ad  specialem  illam 

'  .       •.    -^  ■  .     .•.■'. 

(230^ xf^xif*  =  (äto?!)^ 


m 


sit.  *)  —  Est  alius  insuper       _ 

is    inquam   ubi,    parte  reali  x  iv^.-. 

fuerit:    etenim  tunc  secuDiluni  (X;  UUs^ 

(23*0 :cf*.(^tf  =  (^;^^ 

Quibusnam  praeterea  casibus  rata  %k  ^^.  ^ 
fir  indeterminatd  relictä,  id  opus  non  hek  «^  ^■.JT*'**' 
ubi  forte  sit  opus ,  perfacili  semper  negoti«  ft 
tero  in  §.  4.  sequenti  (pag.  412.)  universalem 
dum  casuum,    quibus  yaieat  ista  aequatio^ 
proferendum  curabimus. 

4^)    Aequatio  illa 

^25) 1^-\1^) 

valet  (fi  quälibet),   carte   quoties   haud  nettat;. 
partes  reales  tum  utriusque  x  et  Xx  tum  Qu^^ti 

~.    Etenim  si  ita  faerit,  ex  (23')  habetur  ^(~)  ^x^, 
Exinde  consequitur,  aequationem  illam 

(1\/*       1 
- 1   =:-^  ideoque  ^^-xr-l*  secundum  (20') 

valere  (fi  qu^libet),  quoties  haud  negativa  sitparsre»' 
lis  ipsius  x,  E  contrario  ista  aequatio,  dum  negativa «Mt 
pars  reaiis  ipsius  x^  neutiquam  vaiet  (nisi  forte  fc  name* 
rice  integra  aut  0  fuerit):   tuuc  enim  habetur 


•-• ' . 


v^^^ 


at  vero 


h.  e. 


aH^=(-.ar)-A*(— 1>H^,  secund.  (X); 


=(-i)''(-'^-. 


quoniam  heic  • — x  positivi  est  parte  reali;    et  quidem  inaequales 
sunt  ir-Vf  et  (-1)"'*,  nisi  forte  SinfA7j=0  fuerit. 


*)  Tanc  enim  ficri  nun  polest  ut  suinm»  'V-f-T]  limilibu«  Uli«  ^^ 
excedat,  quippe  quoniam  extra  bos  Unütes  nuiius  omnino  arcus  exsisllt, 
cni,  snmmae  qnidem  dnarum  c[naramdam  t  et  Ti  limilibos  ^--  haud  exce- 
denlium,  coainus  cedat  haud  ncgatiTOS. 
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^'  .■  .  §.3.  •  ' 

^  ■  ■  .  .  .  .  r 

De  signo  ^,^  numero,  y-yalofe  qqolibet. 

O  b  s  e r V.  Postulantar  abhinc ,  praeter  ea  ouae  .in  .hac  Dtsser* 
tatione  jani  sunt  pertractata,  sequentia  nota :  .1^  Doctrina  logarith- 
motuin  (realium)  P^nmerörum  primaque  doctrinae  seriterum  infini- 
tarum  (terminU  realibus)  principia  ea,  qaae  in  Anal.  AI  gebr. 
Chap.  VI.  ex[)08uit  Gaucliy,  —  (itaque,  ut  pancis  complectan 
summa  operis  iliius  Aoal.  Alg^br.  Cbap.  I — ^Vi.)  *-**  adjecti  fuiie- 
tionum  iilarum  Sin or  et  Cos:r  evolutione seGundum  di^nitates  ipsiuso^ 
(realis)  *),  atque  2°)  Chap.  VIII.  §§.  1—4  **)  operis  ejiisdeiil  nee 
non  ex  Chap.  IX.  (de  seriebus  terminorum  imaginariorum)  ea>  quae 
paginae  289  nominatimque  bis  verbiß  ^^Ceia  pose  si  l'on  &c.**  ***) 
praecedunt. 

Quid  in  Analysi  valeat  ^oc  Signum 

,  (1) >, 

quaeqne  sit  an  quantitas  (realis,  inquam,  aut  imaginaria),  modo  sit 
y  realis,  ex  praec^dentibus  jam  coostat.  Reliquum  est  ut  inve- 
niatur,  quisoam  hui^?  signo  in'genere,  i.  e.  talis  qui  Exponent!^ 

cuilibet  =  |x  +  v\f — 1  (ft  et  v  ]Feaiibus)  ^uadret,  potisaimiim  tribua- 
tur  sensus.  £andem  heic  persecuturis  viaro,  qu&  in  partibus  Ana- 
lyseos praecedentibus  perventum  fuit  ad  sensum  t^igui  arS'  pro  y 
reaii  determinandnm ,  nobis  primo  quidem  injunctum   est  negotium 

ut  Signum  hoc  a:^+^V—i,  Jmn  ^^  Numerus  est  =^,  seu  brevi- 
ter  signuna 


*}  Cauchy,  ut  satis  constat,  hanc  rem  in  doctrina  demiim  summationis 
seriornm  terminis  imaginariis  instructarum  collocavil.  Quaß  si  neceasaria 
esset  dilatio,  ex  eä  re  solA   (ut  facile  paiot)    id  noMs  iinpelimenti  moraeque 

foret  oblatam,  ut  ea  quae  jam  reliqua  sVnt  sM<fna  (3^  iHud  in  geuere, 
caeteraque)  definiri  eorumque  idiomata  explicari  non  oninino  licere^«  msi 
'viam  persecuturi,  quam  Cauchy  muiüvit,  praemissa  poslularemus  fere  omnia, 
quae    iu  Anal.   Alg,    ^h,ap,  IX.  §,  %    poat   pag.  S^9,  seqiiuntur,     eamqae 

ipsam  ob  caussam  5^"^.  illum  5.  Chap.  VIlI.  ibid.  —  At  vero  quandoquidem 
fouctionum  iilarum  SinOT  et  Cos^T  (^Treali)  secundum  dignitates  ipsins  X  ex« 
plicandarum  legem  facili  ncgotio,  "vi  quidem  problemnlis  in  pag.  114.  Anal. 
Algebr.  propositi,  sanciri  licet  (cui  tarnen  ^rei  Jioc  loco  tempus  impendere 
satis  foret  ineptum);  nos  quidein,  hac  re  iUsi  Chap.  VI.  Anal.  Algebr. 
vindicalA,    jam  nunc  morä  disiectä  uil  impedft  quominus  adsigua,  de  quibus 

agitur  [x^,  ^0Qb(x)i  SinX  ^iQ»]  complete  deüuienda  progrediamnr. 

**)  Nos  tamen.  ea^  qnae  modo  supra  iu  art.  5.  §i  nostri  2(11  allata  aaQtt 
in  locum  paginarum  243— -246.  §i  1*  Chap.  YIII.  substiluenda  esse  censere, 
per  se  patet. 

***)  Quod  ad  ca  quae  his  verbis  succedenlia  $um  2um  Chap.  IX.  coufi* 
ciunt  (summalionem,  inquam,  serierum  quarumdam  terminis  imagiuariii 
instructarum),  nee  non  (qni  üs  postulatur  praemissus)  $um  ipAam  2iim 
Chan.  Vill.  attinet,  tantum  abest  ut  praemittcnda  nece^se  slnt  haec  omfiia  ii«> 
quae  ad  »igna'de  quibus  heic  agitur  definienda  eorumque  explicanda  idiomata 
pertineaut  (id  quod  jam  modo  supr»  monuimus),  ut  pioliua  in  systemale  ip4<K 
Analyseos  pbstponenda  esse  haec  omnia  iis,  quae  opusculnm  hoc  nostram 
constituunt ,  jure  esse  concedendüm  videatiir. 


ms 

(26)    ......    ilM+^V^^  s€ü  ^ , 

detenninemns.    Qu&  tarnen  In  re  satUi  cognit&  paucis  tantunom^odo 
heic  opus  est  verbis. 

Noo  solum  jure  licitum  sed  ex  aoalogiä  etiam  praefinitum  esse 
apparety  ut  ^-valore  quolibet  statuatur  definitio 

ideoque  in  speeie,  e  denot.  Basin  systematis  Neperi^^ni,. 


A 


:  i  <       •  ;  4  •  » : 


'ff 


^      (27')   ....    a=:l+\+f^  +  ^^^-^  +  4c.;. 

vi  quarum,  ^-valore  quolibet  >  habetur  relatio 

(28) Ay  =  eyi^. 

Porro,  quae  ex  bis  consequitur,   aequatio 

(29)  .    .    .    .    .    .    .     6».e»i  =  c»+»« 

nee  non  latior  ista 

(30)  ....   Ay.A9i.,..Ayn  =  Ay^^yi+'-'-^Vn 

![uoniam  ratae  sunt  valoribus  ipsarum  y,  yi, yn  quibuscunique 
reaiibus  aeque  ac    imaginäriis),    exinde  rect^  facfUuUoiql^e  tisque 
iiegotlo>  vi  quidcim  legis  illiiis  ftmctiönüm  Slnö?- et"  CoÄ:r  (^ir  reati) 
seciindum  dignitates  ipsiu$tr  «xpHcahdanim/'deddcituf  liotii^^^ 
ilia  formae  finitae  relatio    • 

4 

(31)  .    .     .    ef^^^y^=ef'iCosv  +  V^S\nv)        .    . 
nee  noD  latior  ista 

(32)  ...   ^+*V:=^=^A«(Coö[*/^]+V^=lSin[vM]); 

qu^  ex  novissimd  demum  patet  omnino  Numeris  A,  An, An 

valere  istam 

(3^    .....  Ay.A^y....A^z=,(AAi.:..An)y,  ' 

t  ■  '  .  * 

quaequ^  sit,  y  quantitas  realis  aut  imaginaria. 

Nota. 
Ex  eo  ipso  quod  aequatio  (31)  ^  0  quälibet  reali»  snppeditat 


^       I 


e^^r=^  =  Cos  ö  +  V~  1  Sin  e, 

id  effieitur^  ut^  loc»  aequationum  Theoreraatis  illius  in  §.  2.  relativ 
breviores  eamque  ipsäm  ob  eäus'sam  usui  pilenimqae  comknodioreiS 
substitui  liceat  hasee:  -". 
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(34)  .    .    .     oP'seu  (Qeß^^'^^)P^QPef^^^'^, 

(35)  .  •  .    (ia^))f^  sett  r(pe^^^)^=9''ei^^^"^((l)y 

=((^))Mu^V^, 

tarn,  prout  positiva  est  aut  negativa  a, 
(340    •  •  •  •    afP:±^(±ife^V^^^)P:=:(±^PeP^V^ 

(35')  .  .  .  ((a?»*=((±pi?^V^))^==((Jr())y*<J^^V=^. 

atque,  pro  a=:0,  superius  aut  inferius  ex  arbitrio  Signum  (pacto 
iUo  solito);  porrö,  prout  a  faaud  tiegatita  est  aut  negativa, 
potentiae  principali 

■    • 

(36)  .    .    .    a:f*=(±Qe^^^f*=z(±i^)f^ef^^^^; 
tandemque 

*         ■ 

(37)  ((l))te:e±2*A*^V^  atque  ((— l)fc=(— l)/^((l))i»=re±(^H-i)A«rV;^, 

(38)  ...    .  (— 1)A*  =  e^'fV^^i  =  (e^V^)/*. 

§.  4. 

r 

1.  Anfe^v^m  eai,  qua6  notulae  illi  (1)  latissimo  sensu  a^e^piae 
(L  e,  taß,  qut\ad  a;-  et  ^^'^^ores  quoseumque  pertineat)  d^ 
terminandae  inserviant^  adgrediinur^  id  nobis  iigunctam  est  .ii^o- 
lium  ui,  qüae  proxime  aotecedentibus  intimo  conjuncta  sunt  ftexMi» 
praecipua  ^ 

De  Logarithmis  Quantitatum  Naturalibus 

principia  praemittantur. 

Problema,  .,  Inveoi^f  quantitates  eai»  x  universas, 
quibus  conditioni  buic 

(39)  ...     .    '.     .      6»=a  +  /JV— 1 

(e  Basin  d^notante  systematts  bgafitbmo^m -naturalium,  itert  /7 
quantitates  reales)  fiat  satis;    seu,  quod  idem  valet  (q  modulum 

\raf  +  ß^  denotante  ke  0  quantftätem  realem,  '^am  potli^Ätittväki 
eligi  placuerit,  cujus  Sin.  et  Cos.  ipsi  (5)  satisfaciant) :  In  venire 
quantitatis  eas  z  universas,  quibus  conditioni  fiat 
satis  huie 

...  __.■••••.■•*•   -••    ■■• 

(39')    ....     c»=e(C»sö.+  V-lSii»^). 

TaU  (si  exsistat)  ^u^n^itati  tinieuique  forma  oedat  neeeMH'.itf^ 

baed.  «!*fitf  V^rrrl .(»  c^.^  FealilM»>,  Idedque  Mo  aeqttiitfoistoMtli^ 
simae  hanc  licet  substitui :  :  »  .  . :       . , .  i  •  ■  •  i  , :  -  Jim 
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seu 

(40)  I  ^•=^'  *•  ®-  ^='^' 

'  r  formd  6±2kn. 

Qaanim  ex  priori  (40)  jani  primo  quidem  patet^   si    quantitas 

lila  proposita  «.  +  /? V— 1=0  fuisset^  nullam  omnino  ex- 
sistere  quaoiitafem  (finitani)  x,  qu4  Hat  satis  proble- 
mati.  At  ceteroquin  semper  —  ut  racillimum  eat  experiu  — 
problemati  rever4  fit  satis  iipiquäqiie  quantitatum  in  fonoula 

(41)  .    .    .    ^    .     x=/^  +  (6J;2A*)V^, 

quemvis  placaerit  ipsi  k  tribuere  numeri  integri  (0  inclus.)  valorcto), 
compreheDsanim . 

Quantitatum,  quiinis  uequationi  (39)  fiat  satU,  unaquaeqt^^np- 
pellabitur  »c-logajlthmug  quidam  (item  logarithmus  oatu- 

ralis)  ipsius  a-\-ßV — 1"  *):  et  quidem  fonnula  ea  uoiversalis, 

quae.in  se  cttoctos  hos  <^ntmet  ipsius  ^  +  ß\  —1  maigLJC  (bf0viT 
ter)  logc^rithmosy  signo  illo  /((a;))  inteiligeoda  erit.    Unde  aeqnätio 

lila-  ■■'.••  '-''i' 


(42)    ....     l((x))=:lQ  +  (6±2kn)\r^, 

6  deootante  (uti  sbpra  est  mooitum). 

Ex.  gr. .' Qnonlam,  dunti  x  est  1«  a  coopbri  llc^t  0,  ät^uip^/dum 
•       ar  est  —1;  ö'cooptari  licet  ^J  .   liir 

ex  aeqüaiione  (42)  päfe^  esse 

(4^  .  ....  /(j:i))=db2Ä»v^, 

imagiDariis  omoibus  unico  =0^xcepto, 

imagiDariis  omnibus. 

Licebit  igitur,  loco  uequaHonis  (42),  bae  nti  ,. 


(420  .-..  l((a:))=lQ  +  m}He\n^=il((q))+e\r^>     .        . 
quae  quidem  indicat,  cuuetos  quautitatis  cujusdam  e-loga- 


*)  Nostnet  hac  dtfinitione  nallo  modo  ea,  quae  in  pi^rtibus  -  AnftiT^MS 
j^nieeedeAtibiis  de  logarithmis  Nmmer.orum  naturalibu*  stAittla  iniirt,  lue« 
dere   plcitie   ajrparet« 

Loco  vocabuli  „^-loigari  fhmtf»'*  explicatins  ^ciltir  „lo^ärtthifii^B 
ex  fiystemate   baseo.9  ^."  •  ■ 
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rithmos  eo  modo  comparari  iicere,  ut  eorum  ttnico  •— 

3uem  potissimum  eligi  placuerit  —  addatur  2((1))  i.  e.  ad- 
antur  successive  e-fogarithmi  omnes  unitatis. 

Nota.    Es  his  ^atet,  |x  reali  qu&Ilbef  (x  band  z&to),  seroper 
obtinere 

(45) ef^ii'))  =  ((x)y. 

Nam 

i=:  ((ar)y ,  secundttm  ^). 

2.    Dum   a  positiva   est,   quoniam  luncd  eööptari  licet  t 
(§.  I.  art.  2.)>  aequationi  (42^  inde  forma  coDtingit  ista 

(46)  ....  /((^))=/^+/((l))  +r^rZl=^l((q))  +  ^^^A; 
dum  ^  negativa  est^  quoniam  tunc  6  cooptari  licet  t  +  n^ 

(46')    .    .    .     /((o:))  =/$  +  /((!)) +(r  +  «)V^ 

=  /9 +  /((-- i)) +'TV^^/rC-^))-KV*^; 
atque,  dum  a=0  est,  una  yalet  aeque  ac  altera  aequatio^  eo 
quidem  pacto  ut  litterä  r  tunc  limes  ipse,  in  quem  Arctg—  yjdore 
ipsius  a  numerico  indefinite  decrescente  convergit»  inteiiigatur,  h.  e. 
±5-  in  (46),  at  +2  *"  ^^^')y  prout  positiva  ^^X  aut  negativa  j5. 

1 

,,Principali  ipsius  /((a?))  vaiore"  seu  ,,e-logarithmo 
quantitatis  x  principali'^  eum  ipsum  iotelligi  juvabit,  qui 
secundo  membro  aequationis  (46)  cönvenien,ter,  dum  ce  positiva 
est  aut  zero,  et  secundo  membro  aequationis  (46')  dum  nega- 
tiva est  a,  positioni  i^=0  in  ^xpressione  (43)  ipsius  /((!))  gene- 
rali debetur.  Principali  huic  logarithmo  Signum  illud  l{pc)  seu  Ix 
erit  reservatum.  *)    Habentur  itaque 

U(1)=0, 

(47)  ....    .       1^^^^^^^,^^^       - 

atque  in  genere,  dum  «  haud  negativa  est, 
(48) ,  .    te  =  /^  +  TV^,    . 


<i  \\ 


*)  Nosmet  hoc  modo  definitä  sigaificatione  notnlae  /«^(^r-valor e  quo- 
IIb  et)  reverä  eum,  quem  knie  signo  pro  :r  =  Numero  A  in  Elementis  jam 
yindicamnt,  sensum  in  integro  reliquisse,  id  sali»  patet  ex  eo  <|uod  aeqiiatio 
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seilicel^  si  assO,  httetä  t  inteiligatur  (ot  supra), 
dum  Vera  a  negativa 

(480  -...  &=/^  +  (r+7r)V*^=/9  +  /(-l)  +  tV^^ 

verbot    isemper  olifinet  aequatio 

(49)     .    .    ,.,'..    to;=:?(±^)  +  irV=I, 

«cilicet  —g,  dttiii  a  negativa  est,  allo^iiin  -f  (I.    Ideoqtf^,  secuftdttm 
(46)  et  (46%  omni  in  casu  habetur 

(50) ^(a?))  =  ia: +/((!)>, 

id  quod  praeterea  Ikm  oognitum  erat  ex  verbis  ae(|uationem  (42') 
proxime  losequentlBus. 

Etquidem  ex  (49)  patet  haberi^  dum.  a  negativa  est^  semper 
(51)     .    ....      &=/(— är)  +  /(-iy, 

nee  tarnen  seraper  alioqnin« 

Nota  1.  Aequatio  (30)  indicat  positivae  cuique  quanti- 
tati  unicum  esse  e-iogaritbiiium,  principälete  inquaim,  realem; 
negativae  au^em  ne  unum  quidem. 

Nota  2.  Ex  aequ.  (49)  patet,  fi  reali  quftlibet  (x  haud  zöro), 
semper  obtinere 

>     (52) ef^z=x/^. 

•        '    ■  I  t 

Nam  (49)  dat 

scilicet,  dum  a  haud  negativa  e^t, 

=e^(iH--rV^)  =  Qf*ef^rV-i  =  xf*  seeund.  (36), 
atque,  dum  negativa  est  a, 

=  Cit*ae4-H^V"^  =  Qf*  eMÄ+T)V^i  =  a:f*  seeund.  (36). 

Nota  3.  Jamque  pjL  ae^u.  (52),  quippe  qua  indicatur  esse 
alx  unus  e-iogarithmorum  ipsuis  xf*,  consequitur,  vi  legis  illius 
infra  aequat.  (42')  exposit^te,.  esse 

(53) /((;c^))  =  ^te+,|((l)),,  .  , 

Quae   licet   aequatio   cum  ;aequatione  (50)  —  juxta   quam   habe- 
tur  /((ar))A*  =  /(a:A*) +/((!))  —  idonjunctir  arguat  semper  esse 

'/0^)'+/((l))  =  **te +  /((!)), 
Thcil  IX  -  -  .  2T 
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ex  hac  tarnen  cavendum  eist  ne  äkntea  dneatdr  c^adUsio,  sie  quo- 
que  in  genere  esse 

l(£tf^)  priDcipalem  zi^filx, 

Ubi  demnm  ulx  principaiem  ipsius  xf*  losaritbmum  conficiat»  id 
infra  erit  explicatum.  Aequatione  iH^  ^3|  id  c^ostat  solummodo, 
quantitatum  omnium  ex  parte  altera  suam  euique  ex  altera  parte 
aeqiiivalere.  '  -•';     •  •'*'''    ■     ' '.'  •  '     •  *'*" 

3.  Idiomata  e-logarithmorum  {)rincipalium  pr^eci- 
pua.  Quae  logarithniis  ^ealibu's)  Niimeroriim  ac)  ä;i,....2rn  pro- 
pria.sunt  soiitisqne  If^is  pQmpreheii£»fi  .aeQ^at^p^ibl^»^  }  .•  f  '  . 

l(a:'^)z=filXf'  (fi  reali), 

'  idiomata  non  n7si  C€^i4is'  siift^'ectis  cönditiönlb^s ,  düib'ipsVä' j^';  a*iv 
....^n  sensus  quantitatum  quarumcu^que  subjicitur^  iotegra 
manent.  "^  '  *  ^ ' 

P)    De  aequatiooe  illä  jii.:  .  i:,;  •r-:,i'\>  n-:iri!.»^ 

ea  ipsa,  quae  io  2^)  pag.  401.  de' ä^qüiEitlföne        •'»»'' 

,';■•!  i     %•       I H  ■  I '  * '  *       ^ '  I     I    1  •     ■  *  '  -  )         1  i  '  • '  i  •         -      ■  ^ '       f  •   !  1 1     ' 

(21)     ....     ...     (ari")/;  =  a:i«/f,  ■  ritiM.»  r>.jn;  .-. 

pronuntiari  iicebit.  ,    .         .  ...     .':,•.■. 

Demonstr.  Semper  cquidem  (ilx  unum  conficit ex  «-logaritb- 
mis  ipsius  xf^,  secund.  (52).  Contendimus  autem  bot  bcd  tonfioete 
eam  ambobus,  de  quil^us  agitur,  in  casibus  principaiem  ipsum  loga- 
ritbraum  /(^/^).  *  '     T^ .  ;  -       ... 

Logarithmus  ipsius  xf^  principaliso^  J?xt£^  de^itionem » ,est. 

(56)    .    .     .     V  ..  .%f')==/(±?/2)+.^'^^,--|..  v.^^ 
denotante  R  modulum  ipsius  xf^  atque 

y— ^rg  (tg—  ^^^^'  ipsius  V~l  in  ^^ 

parte  ejui^d.  xf^  reali 

et. qiiidem,  ab  altera  tarte,  ;  ^'     ■    /  ' '•      '    •»>' 

(57)    ....    ,tte=,t.[/f±e)+T'V^]:'  '-'•       ■ 

Quod  autem  >  secundumXSG)^  babätur 

z^^jö^rV-  j.^  _Ä  hivd  negiitiyd , 


mi 

et  qoidem  i  -yy  ,  ,.;^      ^  ,,,  ,,,,      ,  ;i  ,  ^. ,  , 

propterea  priori,  in  casu  (a  hs^ndnegBLi^vä) ,  qaoties  fit  limitibus  illi» 
±2  liaud  ex«Kiat,  pb^^nift^to,,,,,,  '       '  "  " 

l(xt*)  =  /'(^)  +  (tT^T — 1  =  (ilxftjagfim-iai^ttabt,.  r,  .lniij-  • 

nee  niinii^  post«it(Ni;(k'b4giEktilri^,  i)a<^i  fA(ir^!js>  &iice  jjb  5- band 

Äxecrfat  (te  qw  icobseqiritiir  esse  partem  ipsios  xf*  realem  haud 
nesatiTani),  ista 

Q.  E.  D. 

Qoibnsnam  pra^terea  ^asibus  rata  sit  ista  aequatio  (55),    id 
(abi  forte  Sit  opü»)  p^rndfi '  e^nil^r  i)MgötibV' t^Uatid- ^^^^  ^iiter 

se  aeqnationibus  (56)  et  (57)  ^  licebit  discemi. 

*  «Wtil-'^Id<JeTte<Joddtait;*'iirföW*'Ä  '•'■*'^*-5»  •  ■"  J- "-i/'^V-^'^ 
(55)     .  ^     0    ji  ,     ,     .      1(0;/*)  =  jxto 


:;•,:     .• 


sit,  toties  haue  etiani  obtinere  l^e^^nitkoiiQiB  i. 
(21) .<*A*yfT=^Flf/*.-.A      ...  '   ;\ 

Na|n.,8Cilppef!- hablS^:   -v  ^jp    .•)ijn!.:,  :;.    jü   .:!   :-/.;'7   •.  .   '"l    .      .':  • 

(a:j")/f  =i^«^,  söciimd.  (52), 

lii^ef^^i  quoti8s  irata^  siti  (S^j  -••'•   '-i    •.  -f  -  i» 
quae  antem  ipsa  ef^  mmiqaBai  ^Aon"^:t^/*^  est,  seciindamO^). 
2^)    De  aequatione- ill4  >.:  i     -; 

(58)    .    .    .  l{x)\l{ßi)^^,...-\-l(ä:i^^l{xx^...^ny  ;     ; 

•0'aiiiplSja9;'qu(io  ja.ß^)s  ^ag.i>tf)2.  id'e-.iaiequ&iaQife::  .^.''\.Mv,i) 

(23)     ....     .  arA*ari^....j:«^  =  (a:ariM;*Ä:i)'*iii    »^ü'  ..ii"-  ,'  '.^^ 

pronuDtiari  licebit. 

D  e m o  D  s t r.. .  Sep^i^ ^yiidem  mr^^^ . /(4?)(rl:;f(^i) .+ ....  -\^Xn) 
uoum  conficit  ex  6-iogarithmis  producti  (xar]....a:n),  quippe  quoniam 
haec  6'(')+'('i)T|-vifWi>Wi  8^per>  7=:iriE^'l%(.;«w  leiEttjseciini.  ><3(^i>  >  CbfH 
tendimus  autem  hoc  loeo  smnmaiii  istam  casu,  de  quo  s^itar,  ipsnin 
eonficere  loearithmum  priDcipalem  l{xxi...,Xf^. 

Logari£inus  ipsius  («ae^...^  principaKs»  jiu(ta4)^tBitioneiiv,  est 

2T* 
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I 

(S9)     .    .    .     i(xa:i....Xn)  =  l(±R)  +  TV^f  ' 

denotante  R  modulairi  |yroduc!ti  xxi....a:n  at^üe 

^  parte  teail  ibid.      ^^' 

et  quidem»  ab  altera  parte, 
(6Ö)  l(x)  +  Kasi)  +,...  +  /(a?„)=/(±^)  +/(± et)  +..,.  f /(±em).. 

Quae  autem  ambae  reverä,    dum  haud  negativae  sunt  partes 
omoiuiu  Jc,  a:i,.,jt.a:n  reales  eamqiie  ob  jcaussam 

l(a:)  + 1(0:1)  +  ,.,.  +  /(:rn)=/((eei—e«)  +  (i?+i^i +-..+««)  V^—i 
atque 


j .  ■ 


aequales  sunt^  quoties  summa  Ula  t  rfT|-^^^..rf  t||  limitibiiii^  ±~^ 

haud  excesserit. 

Q.  E.  D. 

Quod  ad  speetale^  itlara  ^  •  ^ii. 

(580    ....    .      /(^•)+/(%)=^i(^^i) 
attinet^  facile  patet  in  eam  quadrare^  quae  in  pag«  402.  de  aequat 
(23')    ......     a:f^x^f'  =  {xxiy 

pronuntiebantur  edicta:   ne  hoc  quidem  excepto^    quod  positiyä 
ipsius  X  parte  rc>ali  rata  sit  nbn  secüs  aequatio 

(58^)     .    ...      /(.r)+/(— l)=!^-;r)  *) 

ao  ista 

(23'0 aN"(-l)A*=r(-af)/*. 

Quibusnam  praeterea  casibus  rata  sit  aequ.  (58;/  id  (iibi  forte 
sit  opus)  perfacili  semper  negotio,  collatis  inter  se  aequationibos 
(59)  et  (60),  discerni  iicebit 

M  o  t  a.    Id  certe  constaty  quoties 
(58)     ...  4    /(ar)+/(a:i)+....+/(a;ii)=ci(Ära^-..a:«) 
Sit»  totieshanc  etiam  obtinere  aequatioBem 


*)  Id  quod  jam  ipsa  indl^Vftl  ««qtnitio  {51);  ''■    ■       '(      i>- 
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(23)      ....       xf*Xi^..^.X^^=i{xXi.,.^n)^  • 

Nam  semper  habetur  .  v  ..).  ' 

a:/*:ri^.....ar»^==e^+^i+ ••+^»),  secund.  (52), 
ideoqoe  \       '  .         :  •     • 

—  e^**»   •*«),  qaoties  rata  sit  (58), 

quae  autem   ipsa  e^««!—- 'n)  numqüam  non  :=(xxi dfn)f^  est, 

secund.  (52).  ^  . 

3^    De  aequatione  Ulk 

(61) i{  '(4^-«^)=^/(5) 

ea  ipsa,  quae  in  4<*)  pag.  403.  de  aequatione 


'./j 


proottifktlari  li.cebit 

Nam  hoc  ipso  io  casu  (partibuB  ipsaram  x,  Xg  eti-ribaud 
negaÜYLs),  secuodum  (58')»  habetur  /(^)-|~^(— )  =  ^(^i)' 

E:dnde  consequitur,  aequationem 

(610    .......  /(i)=;s-te. 

noi»>BeMs:te  iatam.: 


•  ■       / 


(26') 


(l)''=^' 


.1,.'«  ■ 


vaiere,  quoties  haud  negativa  sit  pars  realis  ipsius  or. 
Neutiquam  veroy;  dum  aegativa  est  a?  quft  partem  realem, 
vaiere  eandem  patet  ex  eo  quod  tali  io  casu  sit 

at  vero 

/(i)=:-(/p  +  TV^)  +  «\^=I. 


.    '.i 


Nota.    Id  certe  cons.tat, -quoties  rata  sit  (61),  ipsam 
qupque  obtinere  aequ.  (25). 

Nam  semper  babetur 


^=-^^  secund.  (52), 


seu 

=:c^(tei-te)  secund.  (30), 
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Ideoque  •  ,vv\.  zj:    .>...  «• 

=:Mt),  quoties  rata  sit  (61)^'*  *     ''    i  ^-"^     **' 

quae  autem  ipsa  Dumqnam  non  =  f  —  )    est»  secundum  (5S^,  ,  ..| 

Coloph.    His  jam  de  loganmm!s  principalibus  qualitercam- 

q^e ,  pera<?tis  CjogwijifHie^ft ,  (^CHPU^ ,  j ji^at  ^  .aequationem  illam  ^    ; 

• 

(62)     ....     /((ar))  +  /((a:i))  +  ....  +  /((^„))=:/((.rari....;ir„)*    .      ''*"  ' 
ideoque  hanc  quoque  ipsam 

(63) /((4i).)^*«^)>*=*((^))      •  •    ''■■ 

nee  non,  in  speqe^Jft^.M.   »ii  X\\.  .•   .,;    '  .      \  ,-.    i:-  :,i  ..• 


legitimas  quibuscumque  ipsanim  x,  x^^ ^  ji^f^bpSi , (f 9^» < .uti 

adsolet«  0  excepto)  permanere.    id  quod  reverä  juxm  legem  (4^ 
^xpsibin  lit:eb}t    •  v.  iiiin;;<|i   Hii.,ni...i)    u>.i;'>  nr   o;<f|i  •?»»:!    i:;/;;»'^ 

t  |-.)\  -     f    '      j\    I   V\-,^'    "':'''h'."«I    .;''•»"•)    III.  f'!»:;?'!-.    .(r:i'fiJj;;;"li 

Quid  in  Analysi  valf at  Signum  jc? 

o?  et  y  q4ilFas^ijij^\[iie'*)i    •         •     •    (^-tt) 

1.  Ex  partibus  Anaiyseos  praecedentibas  jamiOdBfit»! :  ^l/^quAMn 
titate  X  quiiibet  =a+^V — 1  («  rt>^  realibus),  si  modo  faerit  y 
realis,  semper  haberi  „zri   (     )  i^c.-» 

(64).....    (a  +  /5V^^===(±(?)^e^T^^=,«^H^^^>, 
'''••''•'  '(^«l.'^b/dWtoa^tJekäli^ 

atqne  2®)  x  positivä  ,=^v  ^=4*'  +  '>^V  — 1  (|x  et  v  realibus),  haberi 

(65)    Qt^^^vV^—e^^^V7^)i9=Qf^,e^k^^.  ^wt  \r 

Quae  q(uoniam  amb'ae  äequatioo'esr  iiPimälqiv.iianc  reverä  coöunt 
n'(66)»   .   i.     i '  -.  :;.l'    .  '  ;m' ^irtf:^  ^fr?i,>.  IM!')  oi  ■{.•>-,   \;'.      .fii«,  >". 


*)  Uli   adsolet,    or  band   zero    esse    pulatar.      De  signo  oSf  vid.  notulttil 
sab  pag.  388.  . 'Ol;)    .lij!!>"   -.      ••V".«'''''-  «  — 


» 


% 
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ab  Itoc  i^de  tompore.  (ex  analogift)  habeatar  aeiqaatto  ilia/( 
rata  et  universalis  definitio  signi  a:y  in  Analysi  MatI 
matica:    itaque,  ut  expiieate  eloduambr;  ..  •      ■  ■ 


ii'*': 


(66')  (a  +  /jV^)/*+^^=e^H-^V^-i)'(«+i8V-i). 

Praeterea  (66)  fsta,  posifivft't?  qüAlibet,  guppeditat 

(67) (±QJy  =  (fif^±(f\  -  ■ '-^ 

iiec  Xkon,  ^  raodulum  Ipsius  o?  denotante, 

(68)  ....    .    .^a!»^i±'Q)9ii9tV-t, 

prout  pars  realis  ipsiiis  .r  haud  negativa  est  aut  negativa. 

Eadem  insuper  ex  aeqnatiön^e  (66),  quijppe  qua  indicatur  ^£i: 
unusi  esfse  ex  e  -  logarithmis  ipsius  a^,  con^equitur^  vi  legis  iliius 
infrä'ae^ükf.''(42')  expositae,  aeqttafioin^m  (lancce     i     ! 


(«9):;,iy  ,,  .    .    .    Am)^^^+m)) 


a:  ety  quibuscumque  mauere  legitimam.    Creneralis  Inijuscd  speciein 
qo^^.  j^qii^q  iUa  (93)  canfid^^     ;|r,,  .     m   .    ^  .  .  , 

.2.  |,Ii|(  cpiiY<enieDtQr9  quae  jam  aDt^^.4iversis  ipifanm-o?  et  y 
positionibus  speciaiibus  fiiieiruht  admissa^  quibuscumque  aDliinc  a?- 
et  ^-valoribusappeilabitur  o«  ^»principalis  ipsa  y-potentia  *) 
quaotitatis  ar'%  ipsi  autem  y  nomen  cedet  „Exponeotis/^  Et 
qudd'ad'idiomata'potentknim  pvincip^liümi-  flatissimo'hd^  M»t»s«i  ac- 
ceptarum)  earum(|ue  logarithmorum'  oat^ralium  praecipua  ^  attinet, 
sequentes  hoc  loCo  expön^riei  Juvabiir^lö'geiä 'iinlrersated/ quarum 
equidem  ditioni  (ut  per  se  patet)  subditae  suot  speciales  eae,  quae 
jant '^1  pag.: '40(^^*-4(i3, 406,4lB-*4i4kBjposaae  idiomata  potentiwim 
pcinoipauiini  £xpon6titibns  nonnisi  realubu».  exhibnerunt:;'  •<  \ 

i  (    •     .    I         !  . ,  I  i     '  ;  I  ■■      .      .  .•      '  ■   t  I    .  ■  1    •  •  1 1  . 1 

V)    Aequatio  lila  .i  ;  .'.    i    ii!  :  ; -mI 

(70)      ....     a:»a:»i....aafn  =  a:»+»»+-  •+»« 

'  .«  <  •  •• 

numquam  non  valet»  ideoque  non  inihüsaeqüatio' 


CTO») ^  =  *»'-» 

«atque  in  specie  haecce' 

(70") i  =  ^-»- 


:      »       -  :■    I 


*)  Nihil  equidem  impedit,  quomiims  Analysi  ileki  vtndiceUir  signum 
ipsum  (C<;7))y,  eliamsi  y  imaginaria  sit  (caeteris,  ut  conslal,  in  casibu«  Omni- 
bus hoc  Signum  fuit  acceptum  et  quidem  eo,  quem  indicant  ae^tü  (S5)  er'(9Sl^), 
sensu).  Nihilominus  tamen,  donec  Analysi  forsitan  usui  cuidam  fore  vide- 
bitur,  hoc  signom  snpervacaneiua  (uli  haoteaus  uiqad)  cens^i  Uc€«i. 
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'Patet  hoe  qaidem  ex  ipsa  defiBitione:i(66)  una  cum  aeq«.' ^)» 
2^)    Quoties  aeqaatio  illa 

(71)  .     .     ,     .     ,     .    ^.    l(p^)z=iylaf 
obtiaeat,  toties  haec  etiam  rata  est  aß.quai^io 

(72)  ......    ,   (a«)9i  =  poyui. 

Nam  semper  habetur  .<. 

(^)y>z^ey^^i*^,   «ecund.  definitionem  (60), 
ideoquo 

5=^^!»^,  qnoties  obüneat  (71), 

quae  quidem  Ipsa  ei^iif^  immqvajn  Dioii  :;x^iVi  est^   gemmd*  deft- 
nitionem  (66), 

Quibusnam  autem  casibns  legitima  s!t  (71) ,   ut  constet  aliqua- 
tenus,  id  juvat  probari  malere  eam^  perte 

a)  quoties,  parte  reali  ipsiuiH  :r  liau^'n^^tiv&;-qitaD« 
titaä  nia  iit-{-.vlQ  limitibiis  Jbo  liaud  ieixöeA^ts   nee 

nOD  ..    ;■:•.•'•■.■  .  ":•.  •...!  .  :;  ]•■.  ".    .    ."  .",•  .  . 

b)  quoties/  parte  reall  ipsiu9  ^r-negHiiivft^   quablitasi 
,V      f*(i^+»)+v/f?'l"init.  dbg^  hau4.e|^^^^^  .\\  . 

'  Demonstr.  Semper.  equidem  yZ^^üiiumleoDfiGit  'e^  lipsis 
l{fj>ß))y  quippe  quonLäm  oM  numquam  non  zzeM^  est.  CemteDdimus 
autem  hoc  loco  eonficere  eam  ambobus,  de  quibus  agitur,  in  easi- 
bus  principaiem  ipsum  iogarithmum  l(a^),   *'..!..  ^ 

tiOgarithmus  ipsiiis ,  a;9  prineipalis ,  juxta  definitionem,  est 

(73) /(^;=/(±ß)+ry;:^,  :...,;,, 

R  ei  T  deobtantibus  (sicut  in  aequ.  (^6)  immutatä  modo  fi  in  y)\ 
et  quidem,  ab  altera  parte,  .     ^  ;.. 

(74) yla^=y[i{±Q)-\-r^-i\  .    .    .       , 

Quod  autem,  secnudum  (68),  habetur 

0?»  =;  (+ e)^  e!^  V"^ , 
sciiieet 

u  band  negativ^^.  et  quidem  •    .  .  [ 


■     !m    -li    I* 
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tf  n^ativA;   propterea «priori  in  casa  obtinet 

Ideoque»  quoties  (it  +  vlg  Umitibüs  Ulis  ±^  haud  exc0dat,   secbn- 
dum  (49)  habetur 

1(09) r^^lQ^vt + (ftr + Wp) V  —1  =5: ylx  casAs  hignsce; 

atque  in  posteriori  obtinet 

» 

ideoque,  quoties  f*(»+jr)+v/^  hisce  i: ^  haud  excedat  (ex  quo cön- 
sequitur  eärsia  paitem  ipsius  ai9  retdem  haud  negativam)^  hj^hettt^i' ' 


':    ii 


/(^)= |*'p--r(r+jp)+|j*(r+nD+j/^J  V"^=yte  casus  huju8(pe. . 

Q.  E.  D. 

Quibusnam  praeterea  casibus  rata  sit  |sta  aequatio  (71)  —  ideo- 
que  etiam  (72)  —  id  (ubi  forte  sit  opus)  eollatls  inier  se  aequatio- 
nibus  (73)  et  (74)  disceuii  ikebit. 

Nota.   Ex  aliatis  hdQ  Io«k>  patet«'  quöties  obtineant  ambae 

toties  haue  quoque  ratam  ed^e  a^equationem 
(75) (aiy)^v  U  (a^.)^: 


et  qiiii^^^r^in'ita  se  habere,  cprt.e' 


.y- 


ä)  quoties,  parte  reali  ipsius'o?  haud  li^g sit iv%,'^Uaii^'' 
titatum  iliarum  fit-i-vlg  et  ftitr-f-Vx/^  Aeutra  limitibus  ±a 


excedat,  atque 


'  •  .  •  V      »   »  i 


1    »      "  ■      •  J  ( 


6)  quoties,   negativa  ipsius  x  parte  reali,  quantita- 
tum  f^(?[+fr)+v/^  et  fi^(%+n)-{:  ViIq  D«utra  ipsis  inexce^ftt 

'  •  •  •         '        j  :  f  j 

-  '!  «eil.  y  =  |x+;vV^ — 1, 

3^)    Quoties  aequatio  illa 
(58)    ....    /(a:)  +  /(ari)+ .... +/(arn)  =  /(a:ari....a:ii) 
obtinet,  toties  haec  etiam  rat^  est  aequatio 
(76) a!9,a{y.,,.xi^z=i(xxi..*,Xn)y* 


•  ■  •  »  » ' ' 


Nam  semper  habetur 'lii:  .•      -  .■:    i!  i---;,';  v.- ■,.;  \n    :.';vii:..  .■.!  . 


.  I  .  :     I 


quoties  ql^tiii(fat  i(^^:  q|u,ae  qulde^  ipt^auomquamnc^,  =:(wt;a^....a7)2' 
est,  secuDO^ aefinTtibnem  (66).  '      '        '    *' 

De  ipsä  autem  legis  (58)  auctoritate,  qa;^ntmi^jb<H;:  t^inppr^,; 
satis  esse  videtur,  in  2^)  jam  pag.  411.  est  aliatum.         '  ' 

Sic  ex.  gr.  valet  äe^atie    ■   » 
ipsa  reaiis  produeti  a:xi  haud  negativa  sit;  iiec  non  aeqoatio 

.  »  «       • .  I       •  j  ' 

quoties  positiva  fuerit  o;  qua  partem  realem. 

-oi»/;i4^);;  Qut*»«*  a»qit»tiQ  ite»  i;  :..■:.;  ;.;  —  i^:)  „.uitv  «nru 

obtineat,  toties  haec  c^i^^ntltt  esta^quatiö    ' 


(77) 


•  •  •  •  <is»-Vt^' 


I        • 


(Id  quod  eädem  prorsus   ratione  ac  in  2^^  et  3<>)^.probatar)..   De 
ipsä  autem  legis  (61)  auctoritaffe/'^raantd^bob  teiiipbK^ 

T^  .Sic  ex^ .gr^ yalet  aequatio    ,  .  '     .  ' 

(77')        ......        f-y=ar-y,  ■■\:r\r    .^;I;.V>/', 

;:  I  i  1(1  i;n;i   .  f  I  i; '••.':•.  • 


quoties  baud. negativa  sit  x  qua  partem  realem.  Sin  minAs,  neu- 
n^tra^^täiety  hist  foitä  y  realis;  'fuerit  ac  numeriöe  inte^a mii^iO, 
id  quod  revera  facillimo  usque  negotio  eädem,  quem  in  pag.  403. 
secuti  fuimus,  via  experiFi-fiibebit  rati^nei  babiU  relationum,  quas 
secum  fert  (67),  hanim: 

(67')  ...  (-  i)y=e^yV'~^z=e--^^(Co8un+V'^Sinan),      . 

"•' ■■•.■■..'••  ■■•),■      ■      •  .    \'*--. 


4«ft 

.?  M»  I    <iiii    •    c:  •:?!:.   .      »-.    fi.    'M."p     .  j;«»     -.Ij.xT:    "liil    f.f:»'     ..»i    »,.  ;!«nr,»    Iv 
:.'!». I;  j;  '       •■•'1      «'•..    ,  ■  ■'  ?    '    'i    !;iij'i-.     ,>,»>;  .'ihi-ii;;'.  !      i.    >.M:-!ji    »'iri 

•lni/')i    ---    ;        ;      >    "  »   '.Inji-ii  ^.o  > -j;«!  r;->.'»*j.;:»    <  /'i  :^  "i-."   •    !- 'i'»:;  i::iill.'.J 

(1) Log6(ar), 

1.    Omnium  pitinö  jjuvubit,  qu^d  pr6iiAie''äüt^cede<itibus  inUmo 
conjuDctum  est  nexu,  hoc  solvi 

Problema.    Inyenire   q|U9Dtitates    eas   z   univei^fias, 
qnibus  conditioilt -hoiiie  '  '   >     «  ••  ;,•  .:«  .nn;:'  mT 


(2)    .    i  :.  ,.   Äf=r;,a+^^^  serfÄ  (bretlter)  ^ 

fiat  satis:   b  datam  ,denots^iit,e   quafntitatem  (0  atque  1 
exceptis)  *),  a  et  ^^tfe^aTeW'dktäÄV'^'^'  ^*  ^ 

.  jp^&]i^l9(fi  ji;06)  ,5;pijv^niei;^tei:,c^n4iit|opep  ßj^^  ^ecwribi 

ex  qua  patet  extemplo/  sTTttefit  ;i;  z^ro,  nliilaih  ömniho'ex- 
sistere  Quantitäten  ;^fi|![iitaj(p)  z,  qua  fiat  satis  proble- 

inatiC<^)-'>"ir»')i'.   .1:*/)        ""  -Ml--   JJf./i<h»:':..f  :)i:t'  i.jti  :.i  i::;;/ 

At  c  e  t er  o  q}ii  Df^^gip^r ,  |»eiqu^  Of')  jhuie  aequivalet,  seeund. 
tf.  4  art.  1.,       '^ 

..^.     ,)-•)   i;7ih'>.iM|    (x.  >.iil;-.ijT  >'.IIr.'>T    >'.rfi<f)    :>)    iifiMi     .:: 

QuaDtitatum,  quibus  aequ^öni  (2)  fiat  satis  ^  unaquaeque  appel- 
labitur  »yö-io^arithmus  quidam  ipsius  x*'  nee  non  »^loga- 
rithmu^itp^^f  s  -j:  ./qu^.4)^  ferx  i^ysiteiHä^  y,^^fli^j9i§i^^^  t^^P' 

.  ♦}  j^i  f VJf e t  />  :;=  Ij ;  1  exT<^]At\Q^^  il^A  ;^,=p«»ö ,  i„  ^. - l^fd^Si ;  1^  =^,e^\)  ^  «palet 
ta^b  ^fo/re  |»iroposi]tp;im  nt  ij^yeniKfjiH^r,  qua^itijiRief  .1?;  uni^arsAA  /e^e , ,  gu^bua  nönr 

'"!.'.'  ".    .:■  .1   ■>    ■■'       :-•>  ie»^i)z±^x^  •■  •<■•'■■    •'■'■••'■)  ""'   •■•\. 

•  •     •,!>  i!      I     .•  iiii      ■•.-..;■:•■•         f  ■  I ." '      I  ■■  '^       1  ■•!  I    I  •••    I .        *       .  -.'1     '•'    ■    <\.]\ 

At  tfjis  c^^^plam  (ftt:pl^«  ^I^P^^;)  lifiyeni)^.  i)p^ ;,pote9t,;:iUALii^Qr(e  JT=n:;i 

foi9««)|,:  ^t.qiücl^  f^tis  t^c  £^  QC»pflill4»9i  pf,opo^ita«^-TAloxe  qapUbetcfciraqM^ 

**)  Etenim  quis  est,  qui  non  videat  nuUam  oxnnino  exsUtere  quantitatim 

(finitam)  U-{-vV^^  (W  etf.  rd$lil^iife)V\  qaA  {icdoÜitioni   huic   ««+»t^^=0 
fieret  »ati». 

***)  Omni  ahsquc  negolio  palet  kanc  dcfiniliouem  ab  iis,  quae  in  parti« 
bos  Analyseos  praecedejitibus  de  -iOciihulo!  ^yLogarl thmo^^  statuta  sunt, 
minime  discrepOTe^'''  cföiLgxtiit"^  conUi^tio  lisd^vn  perfccte'. 
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et  quidem  formnia  universalis  ea,  ouae  In  «e  cunctos  hos  conti* 
net  ipsius  x  iogarithmes^  signo  iUo  Logft((ar))  nee  non  —  dum 
nullum  adest  erroris  ex  suppressä  baseos  notaU  oiscrimen  —  leviori 
hoc  Log((j7))  *)  erit  intelfigenda.  Itaque^  subjectä  ouidem  con« 
ditione  ut  ne  sit  basis  ß  z^ro  oec  unitas  (nee  xz^^O)^  nabetur 

(3) I^og»((a;))  =  ^^ 

ex  qii&  patet»  cunctos  quantitatis  cujusdam  6-Iogarith* 
mos  eo  modo  comparariiicere^  ut  eoram  nnico  —  quem 
potissimum  eligl  piacuerit  -^addatur'  ''  "' 

(4) ....  Log.((i))==^^±^y:z^,^  ;  .,  , 

\,  e.  addantur  successive  &-loearithmi  omnes  uoitatis^)« 
Praeterea,  ut  patet^  aequatio  (3)  s^pp04Uat 


{     I 


(3')     Log»(W)a:S(?)>+p!El=!Logi((e)>+|V^, 

^  denotante  (utiadsplet). 

■     1         •      .  .  •      •       •  ■     - 

-''Nbtä.    Er  aeqü.  ^)  conseqüitur^   fi  reali  quätiftet  (^  haud 
z^ro)^  semper  obtinere  .\ 

(5)    .    .    .    ..,    ,.  ft^'^''«»^<^».=,(j(f)y.,;      .;.,    .   ...   .. 

'      i  .  i       .  .  \>  •.»  i-i.  l  \  .1.1»   ni  .t,.'»j  ■;  •  • 

Nam  prius  hoc  membnun  z=zef*  <*^CC  D-     ^^^  secund.  (66), ;  : 

=?=((*))^»  secund.  (45). 
2.    Dum  a  (pars  reaiis  ipsius  x)  positiva  est,    quo- 
niam  tunc  6  cooptad  liijtst  T=Arctg~9  aequatio' (8)  süpj>edifoA 

l'-  ",    ■         ■    'I  .'.:II»     .  ■  ■  ^  ■    **  .  »   .    . .        .  ■;;  .  ;     •  '    j  " 

I 

*)  luqne  signam  hoc  Loge((^))  Uli*  <{ao  antea  nsi  ftiimus,  /((^))  ae^- 
ralet :    Id  qnod  praeterea   ae<{aatio  illa  (3)  proxime  inseqnens   commonatrat« 

**)  Nam  unnm  recipe ,  quem  potissimum  valueris ,  ek  d-tosraritlimis  i^iiiia 
Xi  sit  (breviter)  ^(x").  Qui  huic  respondet  e  •  logariihmus  ipsius  X  notnlA^ 
X(x')  signetnr.  (Scilicet  reverä  ^  -  logarilhmis  quantitatb  ^  snom  cniqne  re- 
spondere  ^-logatithmum  ejiäsdem  X,  id  ex  u#qa:  (3)  plane  iei^parel)«  Ttrhit 
c(Mi,Tenienter  iis,  qnae    aequationem  (42')  proxime  insequimtar,'  kaee  'oBtiiiAt 


ideoque ,  secund.  (3)  , 

Log  »((*))=^+'^=8(a:)+Log  ^(l))-    , 
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dnm  a  negativa  est,  quoniam  tonetf  e*<ifiterl'Ii<iet  t-^n, 

atque,  dum  cr=0  e^t,  una  valet  aeaue  ac  altera  aequatio^  qaippe 
quoniam  tunc  B  cbopttfri  licet  ex  arbitrio  t  aeqae  ac  T-|-3r,  jbiuvo 
equidem  pacto  iilp  solito. 

y^Principaii  ipsiti«  Log6((^)^  valore^^seu^^ö-iogarithmo 
quantitatis  x  prmcipaU''  ex  iig,  quasinse  cpntiftet ofteiobnim 
posterius  aequationis  (o)^    quantitatibus   eam   Ipsam»   cui  signuiii 

debetur  jr,  inteiligi  juvabit:    seu  (aliter)  unicnm  ex  6-iogarithmis 

eum,  qui  principalf  ilii  e-Iogatithma  j(är)  resp'öbdet.  Hie  ipse 
est  cui  Signum  ilbid  Log6(^)  seu;  Logo:  ent  reservatum  ^<    Unde 

aeqiiatio  Habetur  ista 

-  ■■>  .     ■    ' 

(7)  LftgK*)=^§.=f»^^^iHVH=Lagi<±rt+JV^. 
seil.  — ^9  dum  a  negativa  est»  alioquin  4*9;   ^'^  tkOJi^  in  speefe^t 

'       r..  ■        ■  :  ■     .'.      ■•■.  /    ■■  I«:'» : 

Praeterea  ex  rerbis  aeqiiationem  (3)  proxime  ins^uefitibiili 
patet  hßberi  semper  .  ^, 

(9)  .    •    .     Logft((a;))  ^  Lo^h{x)  +  Log*((l));  _  .  ^ 

atque  ex  aequ.  ipsä  (T),  dum  a  negativa  est,    obtinere  istam 

•  •  •  ,  '."        •  ■  .     .  i ' 

(10) Log6(Är)  =  Log»(— a:)  +  Log»(— 1), 

äec  tairfc»  seitiper  alioquin.  .,       / 

3,  Qtiaestioni  illi,  „quibusnam  in  casibus  tealis  slt 
datae  cujusdam  quantltatis  logarithmus  principali*<% 
respoQsuiii  iam  facili  negotio  ab  aequatione  (7)  ferriiicebit,  quippe 
quam  ^^3tenotantibus  .  .  .  ;    1 

•  •  •  ^  ,^  ^  -  • 

•  '•)i'NaBmet  hoc  modo  definitÄ  significatioqe  noIoU«  LD^fe(^)  — ^.  ^bos- 
cnmque  ipuiis  X  alquc  baspo»  b  (praeter  0  et  l)  valoribus  —  reverÄ  e^i^, 
quem  hnic  signo  utrdque  harum  x  et  b   Numerum   denotante   in  Elementüi 


(8).  ;..J.  ,."  


(  < 


acceptae  eam  ipsam  conficere  quantitatem ,  cui  in  Cap.  I.  praecedenle  tribn- 
tnm  fbit  koo  nomen,  id  reverA  er  ipsft  patet  definiljlone.  Signum  igitur 
I^og  «(0?)  hnic  Ix  ae^vivalet. 


m 


■  •  ■•  I . , 1 1 . 


,   '  ;  }  I.  ■  -1  il 


:  i 


T  »P8IW.  Argots-^  .J^v    b^-      ,^  )> 


11«  : 


p^te  baseo»  reall 


sie  licet  describi 


1  • 


•  •    »  :  ■ 


•       .    ' 


....  X  J  .    .    .  ■  1        .     ■'  ■        .      •    - 

I:;       ••>•!.    ■J'y.fliitllici  I       ../js-  .ti«..f.  ■..!      .ll.ti         .if>         ■•' 


•   -  •  •  T 

haua  negativa 
habetur 


/(±/?)+7V^T 

•  *    ■ 

negativa 


ri:    .  J!-'«!   •■*; 


Log6(a:) 
realis  videlicet  iis  soiis  in  casibus^ 


'.  :*ll        (..j 


xIB—TIq  =  0, 


sen  huic 


lo 


{iiy.rrw^^r^ 


p 


fuerit  satisfactuni.  Et  quldein  tali 
in  systemate  unoquoque«  cujus 


habetur 


-.1      ''Ml.'      .  t'  - 


Logft(ar) 

"~~        {lH)\^-{T^n)^  ' 

realis  videlicet  iis  solis  in  casibus, 
,    -quibus  q9i?4itiqiu  ,:.,.,.    .'; 

seu  hulc 

fiierit  satisfacfum.  Et  qdid^m  tali 


in  systemate  unoquoque«  cujus  in  sys;temajte  .unpqpipqiije,  jcijgus 
jbfaseos^ /2;  let  T  ?c.p|^aitkp)i  Jiiiic,  ,baseo$  '^t.et,.^  90||id^6m':  biiic 
saii^fi^danti>ibaec  ipi^a  -  J  ss^faci^ii^^  baei^JpifSL.^ 


»  '  I .  • . 


^^^^  •  '  '  IR.lR+f.T 


\  :;:> 


/Ä./Ä+(y+7r).(r-Hö  ^^ 


realem  ooflficit  Log»(a?)  princi*  realem  conficit 'Logi(£r)(  "prin- 
palem.  |   cipalem.  :•   '  « "' 

'  '•  Ex*  ^•.'  Unitati  systenra  qnedlibet  realem  «dpvedi- 
tat;  eüiideikique  =::0^  logarithmtrm  prTntipialtlm'Cmf  Med 
jam  süpra  >equatio  illa  (8)  mdicäbat).     AiiT  cüiqa'e  Nutüe^rtf  ^ 


.lili.i.ii 


j  .    •    ....      I.| 


■■      ■       '  •         •  .   .'l    •.  i,f  1  I  l.liii  1  ■       .*;       ■  •    !  I  .1         ,  ■      ••    ■     I      ■:  ■    !  .    ■.    I  lli 

*'l^):-6silicet  »emper  (uti^snpca  est  lnonl(4ip!)i  bAsis  ipjia  ^JMia^Hf:!..^^^ 
ideoqne  lö  semper  quantilas  finita  kaud  =0,  esaeputsütar. -.\  -i''i;<  (-i/i. 
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l^^(«:o|a)rem|^'in  t>T>iabent  l6earithm.ii)n|)'fi9eSp^lein  sv- 

.     .  Nam  posito  t=0,   conditio  illa  (11)  in  2'/d=0,    i.  e.  T=0, 
ÜBiflniöcKilb  £  indöteririinW'  relicto;    at  a)i^il;iÖ>j^>qiiifift$^idtiäe 

(pos.  T=:0)  in  (T+7t)lQi=z09b\ty  uiülo  modo  satisfieripote^iy'mtn 
Q  haud  =  1  est,  .       . 


ParU    ireatt   -It^siii»  a^  ne^Ativäc  ^M) 

y^  ^i^-'Parte^l^<^a)|-baj0«d6  • 
•     haud  negatUft    . 


hdb^tor 


■  i    f 


r  •  4 


II 


\ 


-   '1  ^>  Partie«  r^aU  |^«0ie'ol0:q 

^^       "'■'•  •negat^ta^'^-:'  '"•'» 

'» ii .?  I>i  :  ;  CMif  1111   ')i  1  iil!» 
.  •; .:  j   .:  :i  j;   .>.QR.  ,  ii  i  -i  j    v-^ 


....     •      H 

I 


■A 


II 


■III»       ff!      • 


!      1 


2 


njalis'vt^iicec^  Ha  solis  in  casi- 
hüB,  qmbns  con^itioni 

satis  fuerit  factuht.  Et  quidiem 
-iali  hl  systemate  linoquoque»  cujus 
«liasees'  M  et'^T  cöndttiani  huic 
satirfadUtnt;  tfaee  ipsä 


A 


>:  :;•. 


• .    *  r. 


s 

10 


<l(>  (I   r)«jli 


+ 

■i       •  i 


Ii 


s  •  ^"''> 


:f  i' 


<»f.  >.  r.  d 


:realis  videlicet  iis  solis  i«  casi- 

■  .\  —  . . 


;  ■  j'ir  !i: 


bus>  quftbttl»  cönditiom 

seit  irüÜ 

ji 

/^r+TI  ^  ^r+TT,  ...  (17) 

satis  fuiäilt  fa(*türa.  Et  qnidem 
tali  insy49temale^unoqao^€i,.€|i]tEs 
baseos  B  ei  T  oonditioni  huic 
satinfaciali^f'  l|äee  ipsa 
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realem : coDficit  L<^»(x)  ptint»;, 
paiem.'  ■     , :   .•    i  :  .  1    ■ 


II 


realem  Gonfidt  IiOg»(x},  pnficji- 
piGdem.  .  , 

Ek.  gr.  Quoniani«  poaitä  x  =  quant.  negaf.  -^  ^  (ideaqne 
rr=:0),  cooditione8  illae  (lä)  et  (17)  in 

abeunt,  facili  exinde  p^te&t  Begjotio  *)  sequentia ; 

Quantität!  negatiTae,-:^^  («ive  ^it  — \1  isive  aliaquae- 
piam)  realem  nullum  al'iud  praebet  logarithmum  prioci- 
paleiik:Sjrdtema  bit^^tod  realis^  :4|^a?ai|i(t:«f{.l|i^»jjSiBQ^.a.tiTa 
est  ipsa. 411a  quantitas  — q  (realis  Jftte.  jog.  ^ripcipalis 
=1  est).  Systematam  vero  basi  imaginäriaesaperstrve- 
toruni  realem  ipsi  — ^  logarithmum  priDelpalem  Bvpp«- 
ditat  id  unum^quodque 

a)  cuibasls^  qua  partem  realem  haud  negativa,  cod- 
dltioni  satisfaciat  hnie 

(15'') R*-if^, 

nee  oon 

b)  cul  basis.  qua  partem  realem  negativa,  conditioni 
satisfaciat  ji.iiie 

(17")     .    . ;.  -.    .   .    R^=^^. 

Quantität!  i^itur  — 1  realem  ea  sola,  quibus  modnlus 
baseos  =1  sit,  systemata  praebent  logarithmum  prin- 
cipalem:    hor^im  in  unoquoque 

Log  (—  1)  =  jv  aut  y  ,  ^ 


•>:S<eilio€ti  l»)  Fo9ltli.a;=---l,  eondiiioaes  iUae  (15').ci  0r'>-ämhie 
in  9r/^=0^i.  eljff  =  l,  a^9iint^  -*-  2^)  Sin  verö,^  iii^;«  q«4fkMlf»  fv^pAl 
qnanlitas  negativa  —  (», 

tiane  il)  «oAdÜtioni  (15')  nullA  profecto  ba^Hreäli  satÜfierii  polest :  — 
,  posito  ^=0^j. conditio  haec  (15')  in  /Ä=0  (fl=l)  aMi, 
3  quidem   Üasin   ipsain   (quippc    cni   in  (15')  hana '^I^Ätfirii 


nam 
quae 


[]  ^  ,  ,  ■■  \  c^dere.psrs  realis  pntatnr)  =1  postnlfi]^,  jyfnq^  <M>{®n^  ^*bii<^¥ii- 
s^os  )am  antea  semel  omniuo  fuit  abrogAtom;  •— '  iJebqiie  tiu^ 
loco  ipsin«  (15')  jure  licet  8ub«titui  (I5"ji 

et  qnidem  ^)  sondiUoiii  (17')  s^tisfieri  aUter  posiapae  illA  7=p:0.(U  .•;;fe«- 
.'    i..    i    ".    .A908  re^>(i8,)  nequir^,  niai  «imul  ^=f  Tir  e.  haf^  i§si^=a.y7|0 
afisi^a^r  i  ^ {tatet ;  per  sc :    nee  non  licere  loco ;  ^sii^{  Q^^  *  fä/r 
«titni  (IT*').  '       . 


1 
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est,  pront  haud  negativa  est  aut  negativa  basis  qua  par 
tem  realem. 

Nota«  Praeterea  omnino  non  tatet  ex  aequationibus  hlsce 
(11^5  (13)  9  (15)  et  (17 J  ferri  iicefre  responsum  quaestioni  alteri  huic^ 
ciijnsnam  sint  gen<eVis 'quatitit'iftes^  qoibus  realem  da- 
tum  quoddam  systema  suppeditet  logarithmum  princi- 
palem/' 

4«  Quemadmodum  basi  ^ ,  «ejCMpd.  (52)  aniversamque  illam  (66), 
sie  qaoque  secund.  definitionem  (7)  basi  cuilibet  b  habetur  in  genere^ 


(19)    .....    ..    Af^»8»(^)^^_^ 

*  .      .  .   .  '  ;  ?  ■    ,    t  I..    '         .1.1.;.;       •!  r    »i     !»i 


tfamqae  ab  caus^äm  (vWbts  'conveiiieöter  aeq^tooDem .  (3)  proxime 
ilnasqtikltibiicr)  äu'eibadmodoth'basi;'^,  secuhd/iSS)  univef^anique"  f ttam 
(!»);si^'qüdqub  In  gener^     \  "    ''.'  '' 

Et  quidem  de  caeteris  principaliuiti'  ex^^&temate  qüöfibetcum- 
que  logaritbmorum  idlomatibus  id  r^ctä  ex  de^nii  (7)  consequitor, 
quoties  ratae  sint  ae^oattones  <  |  \     ■■  -,  r  ;/ ' 

/(ar) +/(ar0+;...4l|jar;)=i:iltirj?,  ....i«:„)/'  l(k)+'t(-l)  —  K^^h 


K^o^(}^y-^t(^y:)(i)^ 


tdti«ä  bbtUrer^V  qiiäe'i^x  tii^  mütatö  /'in  liögA'.^dmparäBfur,.  au^qüa- 

tiones,^^,^,.;,  ,    .„.,.■    ,....;■•,•;.;...  ii.-.* .      i--/:-. , ..  ' 

,  iiibenique  ex  ipsi-^definitione  (S)  patl^t  trei^ildäsy  qüäe'!tfjfa|iag.414 
commemorabantur,  aequationes  omni  absque  exceptione'Ie^timas 
permanere,  etiamsi  in  nevas  has  immatfUQ^t^I.:  i 


.      .-M      '-      '  -•••'•'i- 


I 

•  •    •  •  '•     1  '1 


; !,  ij ;  /  ••  ■  •  '^^  »«cttÄd.  (66). 

.^•^r.i  •  \-                         '  -i  i  ^    '  •■■•..        •.              ■     ■■•    . 

:,..  ••          •:   •  '     ■           :■•■••  ••:'   ■••■•-        .  •  •     ■   •        •       •         ■     • 

•,  ;.  ti      l!  .'      ■  •  .       •    ■  '«1.  :        -  *■•■•.■                           ■••'■•        ■          ■'       •           ■  •  •  • 

,  ,.'    ^  r-  .,  .      ,  J     '  *        ■  , 

-*,•..  ^r><  ;.;■•'         ,    •   -  J       .     .  II.) 
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N  ,0    T    A    E^ 

N  o  t  a   I. 

(Vid.     pau.     395.) 

Ex  hbce  jam  patet  licere  •ignam  illad  (/H^  — ly* ,  abi  occarmt,    ex 
arhitrio  iotcrpretari  per  „prip^ipaUm  •ep.ajraj^nc  ilAi»#.  gjinati« 

=^  (a  pilsItiT^')  -^  convergit  decrescentf.  a  |n.j||jgiimte^^,  an- 

nime  vero  (/»  qaälibet)  per  limitem,  in  quem  («-f-/?T  — l)/*  —  a  nega- 
tivä  —  conirergit  dpcresfeftf  ▼fdQr«.ip4Uiia  4  ifanti^  indefinite,  eerte 
dam  ß  negativa  est:  qid  qaidem  Ifmes  aoTiMimas  (ut  sapra  moaebatar 
in  ^^Ob^err.*' |i«C^  393-)  ,e«t  ,    .  .  .  ,V   ,: 

2  2 

at  vero  0?V— 1)/4,  dq|n ,/?,  pe^tiva  e«t,  bitter  dfpotar^l;  ,.    . 

(*) iVß^^*^^^Si»^h    .... 

qnarom  alteram  ab  altera ,  ni^i  fprte  ^  integra  fmiaerii^.  äfft  Q  fotmi, 
dfvdrepare  pfane  appäret.  '      ^'' 

Propterea,  si  cai  nobiscam*)  placoerit  signo  illi  otm,    etianMi  ^  ae- 
jl^lira  i^^t;gnA  pftr^om  Y^ltna»^   adinitMl  aotl^aopi  in  ho«  icaaa  aobji- 

(i-:^y(€eji^+-r=TSln/*r),  '   ' 

hnud  tatet  mamao  oportere  eaat  propositienl  bäte  „Aeqa'ttö  itia 

(O    ....    <P+i^V^>U:a:(-.^)iU(Ctot/K:+4<^IlSin^) 

numquam  neu  valet^jBiii^  a  negativa  est^'  nnllani,  nisi'qaae  bit 
ipsis  verbis  „a  negativs^^lblt  expressa,  notionem  intelligere  eabjectank 

Sin  vero  de  (a-{-ß^ — l)/*,  a  negativa,  nihil  alind  «tatai  lieeret,  qaaoi 
quid  in  ipso  etiam  liniite  0  (in  quem  a  illa  negativa,  decrescente  Talore 
sap  namerieo  indefinite,  ten^iOsibi  constaret,  vel  potins(Bt  aper$a  loqaa- 
liiar):  si  Analysi  hoc  uti  signo  (a-{-ßy — 1)M,  dam  a  negativa 
'fift,  haad^alio  liceret  pacto,  »isi  qaantitas,  cai  hoc  Tiadi- 
caretar  signam,  decrescente  valore  ipsios  a  namerico  iada- 
finite  in  eundem  ipsa  convergeret  limitem  ac  ea  demam 
qaantitas,    cai,    dam  a  positiva  est,    addictam   faerit  koa 

signam  o+/?y  — 1;    profecto  inde  Caachyanam,  aeceiie  est 


^)  Vid.  pag.  8d2.  praecedenlem* 
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relar  oonsiliom  huja«  aignl  xf^  pro  a  iMg^tiTd  ex  Analy»!  plane  tollendi  *), 
certe  doaec  plaeaerit  hoe  dgno  XI*  quampiam  denotari  qaaatitatnm  in 
formalä 

(<0  •    .  -.    .    ((ar)>*=p/*(C;o»Ai6+V"^Sin^)((l)>u 
comprehensarnm,  quarum  (at  patet)  unicuiqae  forma  haecce 

(0 Qß{Co%fi,»'\'\r^S\nt»&), 

&  denotante  4ircuani  qn^mdam  realinm  eorom,  quornm  Sin.  et  Cot«  con- 
ditioni  illi  <  .    . 

•atiafaciant  ♦*).  1    '    .-'  ' 


*y  Cuwcliy  (ExercicoA  de  M«th«miil.  T«  !•  pag.  2.)  rem  his  fere 
irerbis  expediendam  curavit;  Admisimns  nos  quid^m.^oo  aigaani  ;rM,  qao 
brevilcr  exprimalur  qaantilatum  illarum 

(i^P  ^oüliTd  qua  pärt.  rcfale^s)', 
ca,  quae  positioni  Ar=0  üi  C(1))A  debetör,  h.  e. 

JTJU  =:  o/i  (Cü8/*r + y  — 1  Sin  ^r). 

'  ■ .   ■  '    ■  .  ■  *  •    ■        ■■    * 

Jam  Tero  si  cni  inamper  Hesc  ip»o  si^ao  Wi  dui^o;  negativa  gandet  parte 
reali,  licere  «li  Tid^retur,  eam  quidtm  iu  ünem  nt  breyiter  exprimeretor 
qoantitatum 

i(x)yj  i.  e.  (in  h<KtBBtty^[Qo»fMix+7f)+V^Smf$(T^ 

ea,  qnae  ^»ositioni  illi  )b±=:0  iti  ((!)><  drbeatiür,  h«  ^. 

a:^r=^(Co8^r+  V  — 1  Sin/#r)  (Cc»^+  V  —1  Sin^)  j 

profectOy  „qaoniam  barum  ntramqme  aeq/nationnxn  pro  X  tali, 
cui  par»  cedat  realis  =^0  atque  Coi^fficiens  ipsius  ^  — 1  nega^ 
tlTa,  sibi  constare  ej^ orter^t'S  ^neeAendum  illi  esset  necesse  deno-» 
tare  aignnm  (— 'V — 1)^  »on  solum 

sed  elian« 

(Cos  ^  +  V^  Sin  ^)  (Co»^  +  V^  Siii  ;«^), 

qua  tarnen  ex  ambiguitate,    uk   paitet ,    Analjsi  sane  ^^nn'- grftTtf   ine^nT^- 
nient**  aceideret« 

Dissimulari  Don  petest,  hoc  ^^qaonian»  harnin   urramque   ...... 

oporteret*^  sufficientem  minime  confilcere  rationem  signi  JTM,  dnm  X  nega- 
tiva gaudet  parte  reali,  ex  Analyst  plane  tollendi. 

**)  Hnjuscemodi   adesse  neeessitateni,    siqnidem -^  ceoptari  placeat  r  et 
t-{-ni  pront  positiva  est  ant  negatiTa  a,  jaih  snpra  fnit  expertum.     At  alioi 

28* 
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Qaaodoqaiilefn  Tero,  at  Ump^n  nimc  taut  AnalydcostererB,  ita  ■ikil 
omniiM   miMit   pericnli,    ae,    «i    qait    forte    stataerit   qoempiaoi    sigMi 

forsan  «rcii«  qaospiam  ^'  et  ^  Tel  poHos  (nl   accnrale   loquaaur)  ^'(f 
et  ^"(etifi),  per  qao«  Hat  satU  coiidilionibo»  illi» 

(«)  <  et 

depreheadi  liceat  (ales,   qaibns  ratae  reddantuc  acqaationes 


,>.+,rt^y. 


.J<- 


+/?1^iriyi=^(Co8^'+ V^  Sin^'O » 


lila,    inqoam,    pro  «  positi-vA«    kaec  aolem  pro  a  megatiTd,    atque    ambae 
insuper  pro  a=Oy  h«  •• 

(y)  ....  (/5V^>«r;=(V/^>*-[Cof/*^'(0,/0  +  ^^=l  Sin^'(0,/0] 

Qui,   fti    tales   fortitau  exsütant,  -  arcna  &'   et  ^''^  ita  deuiam  comparali 

sint  necesse»  secundam  aequationes  (y),   ut  non  solum 

* 

Co8^'(0,/^  =  Co8^(0,/3), 

^  'i     .  - 
8Pd  etiam,  ^  reali  qoAlibet  ac  rationali, 

Co8;8^'(0,/?)  =  Co8/8^(0,/?), 
ideoqae  at  haram  otriqae  differentiaram 

et 

altemtra  cedat  fonnamm  ■^2kn  communis  (A  nnm.  integ.  0  inclu«.);  qaod 
equidem  aliter  fieri  non  posse  apparet,  ni*i  ita  faerint  iatl  ^^(«t /^)  et  r^m^f) 
comparad,  ut  pro  a  =  0  in  plenam  redncantnr  identitatem 

(i) d'(o,/j)=<^"(o,/»). 

Constat  antem  solos,  per  quos  satis  demnm  fieri  poss'it  aeqnatioBibot  (a)^ 

•rcM  ^'(a,fi)  et  ^(atß)  comprekensos  esse  in 

•       •    it  _    • 

rJt^^>  ^^>^  <*  positira  cst-ant  0, 
e,  '    -VI 

r^n4-2k'n,  dum  a  negativa  est  an|  0,  ,. 

-*-  ■  *'.  ■  ■        ,.i    . .   \    ■' 

{k  et  Ap'  nunu  int.  0  inel.)i  •   ]'. 


^1 


ia+ßV—iy^  -  («  negativa)  ^  ir^....  ''ZTle'lSS^ 

esse  Tideatiip  officium,  ut  do  contiB<w«..  pcrcenaerl 


seil,  salvo,  qiiod  iu  TLeoreinale  pag.  396.  ir; 


a=0  est;  <  ontestn 


'iinn, 

•roi 

«'I 

•1- 


ideoque    soll,     qnibus    finem     propoutnm    ««M'^^    «^ 
i^'(a,/?)  et  &"(a,ß)  in  hU  conUneanlar,  nece«»«  u*^"  ' 

10)  &'(a,ß)z^r+2kn,  <^(a,ß)  ant  ^t^'jgg 
2»)  &'(,a.ß)z=r—2kit,  9"(a,fi  ant  =r4-(2ft'  ^ 

tlenoUnlibus  jaiii  A  et  k'  namerpa  inlegro«  (Oincl.)  aos,  quibo«», 
ditioni  (d)  salisfaciant  &'(0'fi)  "  ^'(0,ß},  praeeedciitibat  debiii.  i^'"  ' ' 

l»)  *'(0,/J)  =  +  ^  +  2Än^,  *"(0,/J)  aat  =T|  +  (2*'  +  1>. 

a.t  =T~(2*'wi)», 

2»)  *'(0,/»)=±|-2*w,  ^(0,/0  ant  =T|^  +  (2*'  +  l>r 

,„t=T~(2*'-l>r 

(»eil.  signis  superioriims  aut  ibferioribus,  proul:  /?  positiva 

est  aal  negatWa) : 

4]uod  cquidcm  reverA  novissimum  de  k  et  k'  reserratmii  id  cfficit,  ut  in  ml- 
KLorem  conlralialur  numerus  arcaom  &'(a,pf)  et  {^''{afß)  aptoram  praccedcn- 
tium:    Id  fpiod  jam  facili  ncgotio  perspici  licebit. 

a)  Quo  finem  propositum  asscqui  liceat  acceptis 

&'(a,ß)=it-{-7Jtn 
et 

^''(«,/?)=r+(2A:+l)7r, 

id  certe  requlritnr,  yi  conditionis  illius.(^,  ut  acciplatnr  k':=^h^  dum  ß 
posici-va  est,  et  quidem  =A»  — 1,  dum  ß  ncgatlTa  ; 

tum  b)  quo  finem  propositum  assequl  liceat  acceptis 

et 

^"(a,/?)  =  r— (2Ä'— l>r, 

id  certe  requiritur,  ut  acciplatnr  h'  ^'—k  (!•  e.  ntraque  =0),  dum  ß  posi- 
tiva est,  et  quidem  =— (A— 1),  dum  ß  negativa;    et  sie  porro. 

Quae  si  )am  colligautur  experta  atqne  deinceps  ez   qnatnor  illis  combi- 
nationibus 


^0 

limite  a=0  apondeat;    propterea  nee  «aae  et^  ftiineiidiiin ,  ne,  qseiii  aoliU 
Tunm  fnit  operiere  «igna  dTM  (a  negä^Tä)  Tuidicari»    eeneu  indaoatar^iii 


excludantnr  eae  j  qnibiü  äcceptis  nt  finem  propoflitnm  Asieqni  liceret ,  id  foret 
reqnisitam  nt  aociperetur  k'  qnanlilas  negativa ;  perfacUi  ezinde  palebit  ne« 
gollo  soperesse ,  qnlbus  £neixi  hunc  assequi  iiceat ,  nonnisi  liasce  : 

dam  ß  pofljltiya  est: 


aut 


1  ^'(«,/?)=a:r+(2*+l>r,'    *"*   l<^^(«,/f)==*— (Ä*-l)»' 


aot 


dum  ß  .negativa  est : 

^'(ä,ß)=t^2kir, 


i'  • 


Qnod  igitnr  spli  M  snnt  ^'-  et  {jh^'^-Talores,  qyibos  ratae  demnm  reddi 
possint  aeqnatioiies  (ß),  illa  (inqnam)  pro  a  positiTft,  liaec  aatem  pro  a 
negatWft.  atque  ambae  simal  pro  a  =  0;    propterea  8af£cit, 

dnm  a  positiva  est, 

(a+ßV^y  cooptari  Qf*{CoBf$(ti'lkn)+V'^9infi(r+2k7i:}^ 
dnm  a  negativa   est, 
^'^     \  (a+/?y^^)i»  coopuri 

(>)u{  Cos/*[T+(a*±l>r]  + t'^Siii^[r  +(2*±l>r] } 
pront  ß  positiva    est  ant   negativ», 

vel  etiam 

dum  a  positiva  est, 

■  ^    'i' . 

(a+ßV^y  cooptari  ^f^{Cos)i(t'^2k7r)+if  —1  Sin/s(t»— 4ibr){, 
dnm  a  negativa  est, - 

(P")     \  (a+/^V^>i  ^optari 

pA*  { Cos  ^[x—  (2AfTl>r]+  ^^^  Sin  /*[r— (2Ä=F1>1 1 
pront  /?  positivk   est  aut  negativa, 

quo  cum  assequaris  iluem  ut,  quae  signo  boc  (a-f"/^^'""!)'*  dcnotata  fniti 
qnantiiaa  decreaeente  valore  ipfeinn  «.munerico  indefinite  ipsa  in  cundf  |  eitv 
positiva  faerit  sive  negativa  a«  tendat  limitem-:  et  qnidevi  (nL  facil«  «il  «K- 
pertn)  nil  refert,  qnemvis  potissimum  ipsi  k  trihueris  num^ri  integrl  (O  isr 
eins.)  valorem  — ;  nee  tarnen  ullis  omninö  aliis  hnnd  asteqni  Ucet  seopw» 
[Accepto  A=0  ambae,  nt  patet,  in  nnam  coennt  (/?')  et  Q^)]« 
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ambigaum  Analytis;    e  contrario  emolamenta,    qnae  hoc  «igno  admiMo 

«^ontingaiit  Analyai,    toüdem   certe  quot    exclnao  incommodo    percenaeri 

licebit. 

(1?0,  quae  reatant  ^^),  oUo  quodam  tampwe  Bequentur.) 


Nihiomieus  ea  nobis  permanet  immota  senlentia,  qnae  snpra  in  conttxtn 
dicebatnr,  tollendum  plane  epse  (nti  placoit  C«nchj)  ex  Analysi  signum 
illud  Xf*  pro  a  negatWä,  siqaidem  Aualysi  hoc  uti  signo  tone  (1.  e.  a  ne- 
gativa) alio  non  liceret  pacio ,  nisi  qnantitat,  cui  hoc  vindicaretur  signnm, 
decrescenle  valore  ipsius  a  numerico  indefinite  in  eandem  ipsa  convergeret 
limitem  ac  ea  denmm  qoanlita«  i  cui,  dnm  a  positiva  est«  addictnn&  fni»Aet 
hoc  Signum  jt/k.  Njm  aive  (/?')  admisaam  fa^rit  siTtf  (ß")  «^  so  las,  in- 
quam,  quibus  admissis  ^em  diximus  norissime  finen^  .«sseqni  demom  licaat  -—  ; 
in  aliad  quoddam  incidis  majoris  saue  impedimenti  incominodnm :  accidit 
nempe  ut,  cui  (dum  a  negativa  est)  addicUm  tuii  tali  modo  signnm  Xf*, 
quandtas  decrescente  valore  ipsius/?  nnmeric'o  indefinite  in.  di- 
versos  ipsa  teudat  duos  limites,  prout  oz  plagA  positivA  aut  negativa  in  0  con- 
tenderit  haec  ß:  adeo  nt  (4  Numernm  denolanle)^  si  fort»  (/?')  admitli 
placueril,  concedendnn^  foret 

(;*-'Ay*  significare  non  solnm      ]  •  !     '  1    .   - 

i4iw(Cos2AE/fT+V^Sin2Ar/«jr)(Cps^+V^Sin/tiflr),  ... 

sed  etiam  

i4M(Co82*^+V^Sin2A>«i:)(Cos/«jr-^V'^3in/iMr),      . 

qai|(pcf.qiiarnm  Altera  limitem  confidt,  itt  qti^m^otpre^g^bte  ß  p'ositfyA  in 

0,  altera  in  quem  convergente  ß  ncgatlvfi  in  0,  tendit  ip»»jf— 4-i-/fv^lV*  . 
ex  formnlÄ  (J?')  deilnita;    et  quidetn  si  potins  placoerit  (ß^   admitti,  .<C)^ 
dem  plane  generis  incommodum  adforet.  .,,■.,.; 

Quod   quoulam   iAcommodum,    ut  plane  apparet,    majofis  admoduni  fsi. 
impe^menii  quam  prius  illud ,  ex  acceptd  definitione  ist& 

Xfin±=(±Q)f*(Co8fit+^^8inftt)'  ■'. 
-prout  a  haud  negativa  est  an t : negativ^. 

orinndom;    probiere«  aos  hanc  c|uideEi  ipsis  (ß')  et  (ß'')  praefereadam  puto-* 

vimus,    opinati  praeterea  nee  injunctum  nobis  esse  officium  nee   veniam  qni- 

dem  datam  ex  Analysi ,  ob  indicatum  (si  ita  demum  vocabitur)  incommodun, 

siffni  Xt*  pro  a  negativa  toUendi. 

■    ■  •*-''  ■  '         '  ■      '  '■        ,     i 

*)  Qnae  helc  jam  allata  sunt,  ea  coi^£(4unt  omnia,    qua^r  4a. «gm«  X9 

et  t^ög  ft(:r)  in  Actis  ^cajL  Scient..  ßtochholin-.  et  quidem  Disseirtatlone  titiiU  . 

prai^cedentibiis  superscriptl  seferenda    nos  iquidem,  curavimua.     Qnae   ia  t^Gj 

Dissert.  ocpununt  caetera  nan  niti  signa  lila  SiaX  et  Cos;r,  Arcsind?  e(  ArQ*.i 

cos^  spectant. 
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Postscriptom. 


AoBo  jam  pcaccgdeutie  1816  tb  4oa«  parte«  proTisefo,  aoadaio  io  üb 
perdarto  negotio '  typis  Saecanis  crpfinieadaie  ( la  Actis  Acad.  ScicaL 
StocklialiB.)  Df McrtslioBis ,  eajaa  ea,  qaae  faeic  Latine  rediita  soat.  par- 
tffin  ezpleat  majorem  —  (practerlapso  qoidem  po«t  recitatam  in  Arwiemul 
Dissertationem  amii  miia«  «patio)  — .  miram  id  mihi  coati^t  graadii  ac 
Tolaptatis,  «t  popalarit  qaidam,  Parisii«  cam  CaocIiT  ipco  colIocBtas. 
redax  inde  maadatit  ronTeirieiiter .  qoae  sibi  ab  «o  data  fneraat  *) ,  ccrtio-' 
rem  me  Cecerit,  q«od  princepc  ille  Geömetra  tix  beoe  praeteilapto  tem- 
pore has  iptas  Analyteos  parte«  retractandas  adg;remas  tigraoram  inter- 
dicti«,  qaornmin  praecedentibns  (pag.  383.  et 384.)  facta  erat 
mentio,  handqoaqoam  opat  ette  Aaaljsi,  ipse  qaidem  jam 
faerat  ezpertaa.  Meiue  demom  Decembris  Tixidom  elapso  perscriptis 
jam  fere  omnibos.  qoae  hoic  „po^tscripto**  praecedoal,  achedulas  ac- 
cepi  extremas  Tomi  Uli  operis  praeclari  ^,Exercice«  d'Aaaljse  et 
de  phjs.  math^matiqoe*'.  qoibos  Canchy  perilL  rem  cao  modo 
tractatam  in  medioei  .pfofereiidam  cnravit.  •  Qoibas  ex  adiedalia  qaom 
comperi  non  omoibos  omniao  'nameris  congmere  definitiones,  aoTas  illas 
qoidem,  Caachyaoa*  com  mei«:  at  plarimnm  tamea  referat,  at  Aaaly» 
•eoa  iater  coltores  de  rebn«  hajoace  natorae,  ipaia  iaqoam  qaibas  iaiiita« 
tor  aedificiam  Aaaiyteo«  limdtmientiii ,  perfecte  conTcaiat;  aoa  poaaim 
qaia  brcTiter  helc  praecipaa,  qaae  discrepantiam  istam  conttitnaat,  me-> 
ineata  expoaam,  aperan«  fore  at  rem  demom  äccorate  explicatam  auml- 
featamqae  eo  redditam  perlacüi  tandem  negotio  dirimi  in  aempitemvm 
liceat. 

Qod  tarnen  in  ei(pa/iitiofe.  (pt.decet)  noiroisi  ii«^..  qnae  signa  illa  :r9 
et  Log  i(x)  spectant ,  höc  ioco  prdpositis  panca ,  qnae  de  aignis  illia  Arc- 
•inJT  et  Arccos:r  deflInfiMdia -admonere  Tolnerim,  fn  alind  tempoli  —  qno 
nempe  data  mihi  fn^it  occasio  caetera«  Dissertationis  meae  parte«,  L19- 
tiiie  qnidem  redditea  liäic  ,;ArchiT0'^  offerendi  —  dilTero  *^  '' 

■  ' "  ! ' 


litefraiidae  copia  -Illiistr.  Canchy  data'  fuerat.  '  Qua'  qtiidem  in.  Nota  üiDji'iibl- 
ter  ca.-  c(ua«  in  Dissertatione  praesenti  «igria  flU  ^  'et  U^Hx')  speetakt,' 
paatis  indicata  feceramus. 

*')  Hoc  tarnen  Ioco  non  possnm  qnin  obiter  admoueam  laborare  hanc 
partem  Commentalionis  Cauchyanae  et  quidem  nominatim  pag,  385.  graTiorl 
qnodam  calami  lapsn»  SciLicet  quoniam,  dam  t=0  alqne  S  nojnerice  N>1 
poountar ,  formula  illa  S  in  \^S^  (nee  semper ,  nti  Ioco  cit»  contendit  lUnstr* 
Anctor,  in  S)  abit,  exinde  conseqnilnr  Ioco  formnlae  (37)  sabstitiii  oporteie 
memorabilem  istam 

Arcco.  (^)  T  ^^=i  '  ( V«* + Vii=l). 
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>•  'Dum  iir  M  rM  vertitar,  «t  'dUleraiMetar  j  «^  cniiwip  i  ipatiwimtt'm  -ex- 

Sin  6 = Ä  }  '     "^®**""*~ 
nato  r^lipto]  singulare  cedat  signnni  Xf*  n^c  non  —  ati  nobis  quidem  Tisnm 
fnit  — ^  taomen    „/i-potentia   prlncipull«^* ;    ex' fiieaetfedentiBiaftf 
eqnidem  Analjseos  pardbttc  arbitrio  vraque  relicta  eat  rÄ«  tota ,    ai  mMtf^ 
ita  definiatnr  haec  notio 

t. 

(^  jlnreyiter  debitam  ipiqp  d-valorem  denotafite)^,  tii, 


".    '1)  pro''^=.  ^^amero  A^  in  i4M  iptäm  TQfenieiitoraiii  .     ' 


•  t. 


atqoe. 


2) 


pro   I     _, ,.    j  >  >  i(^^^,«i?n.  V^, :. 


redaeatar  hoc  nrttattbrnnr  poeterim  (^V-  '^dmofie^e  btt'lct  Jtafrat  ambabu« 
his  rite  tatiifieri  conditionibnf ,  sive  Canchjana  (nova  illa  quidem)  aive 
nostra  cooptetnr  determinatio  ipiiaa  &i  et  quidem  multis  praeterea,  quin 
immo  innnmeri«,  alila  ipsin«  &  determinandi  modls  ita  fieri  pogse. 

Sin  Tero  ad  ea  timul ,  qnae  «equ.entibus  Anal^aeog ' partibui  fntiufa 
•int  contectaria  ex  hac  definitione,  advertitur  animus;^  primum  id  qui- 
dem aese  offert  optandum,    ut  quae  demam  cooptata  fiierit  quantita«  (ö) 

•ea '  (u^ßY-^l}t*:  -talam  eoDfectttr4  «it  Ipaaruii  a  et^  .  fniBtiöiiem ,  eal 
nuUa  accidat,  Tariatis  licet  a  et  ß  .qnkNüeidiacaaique,  -mlntiai  conttnoitatii^ 
quaequae  ait  f*  forte  quantitat  realis.  Talern  vero  nnllnm  omnino  inve- 
niri  posse  O'-valorem,  cujus  beneflct^  -cAmpoteb  hajuas  .;vati  fiamiM,  id 
ot  rationibu«  naturae  rei  debitia  univerti«  argui  quidem  liceat,  tarnen  in 
praesenti  aequei^ia,-  aolufiiinf de ,  ^adepique  at««pf t_if  wtfa^sta,  jta  .adj  fem 
dirimendam  prae  ceteris  idonea,  singulafia  attuiitte  argumenta  sufficiet« 

•iValo^em:  ip«liM|  &i  m  .  qhkl  lötsiatot,.  .cqfn^  beacAci«  .coiii|wHea»fao» 
fieri  ÜQc^iirbtL  jai»- Bunc  «ommert|örali>.:dapH€)i 'hnid:i(«l|jan  kktoUnd 
praetermittamus)  satisfacere  oportebit  conditioni  nt  (^4  et  B  Numero« 
denotantibus) 

t®}!  aiu  con^flinrnis  hmhuht[9^'h:i»(a'4^Bii^^}l»'fut^rk  «it 
Umek'de6reit^hit^  B  iii  0  inAefiwi{t&;  kt^   '         '       '  '    ^     '"'   '! 

2«)  (ßV^)ß  communisjambabus  hi«  (JrA-\-ßV^)f*fatnrtL 
sit  lime«  decrescente  A  iii'O  füdefinitc^.* 

>;  VenuneoinvFero  in  .,  Nota  I^'  'jani  proxime  pvaecedente  eTtdeiiter  noa 
quidcai:prdbavimiksi«o,  ^e  soie  finem  illilm  2^  aateqni  iiceAty' a^do 
ipsiua'^  deteraiBBandi  alterum  illam  1®)  «**^  «ertöte -»negallyA  r^ponp—a e 
attingi.    Id  quod  reverä  sufiicit,  ut  plane  apparet.  . '  ..m 

Quod  si,  uti  jam  nunc  cnnstnt  perfecte,  fievi  non  potest  nt  talem  in- 
Teniri  liceat  ^ -  valorem ,  cujus  beneficio  compotes  quod  supra  diximus 
yoii  §4liias ;  id  deincqps  808e  ^raebet  optandun,, ,  «l^^  tali.«  ipopplie^tfir» 
qap;.a|.t p r  u t r  u  m  certe.  propositorum  lUpruin ..IP) »at |2?). .  jat^ngi . Ui^at» 
quippe  quoniam  ne  haec  quidem  ambo.  fimHlrCiwiiaqai-^uU^fW^^ttilfo^ 


434 

IIS.  AAv-nti'ain  .potittimnni?  Tsli  dm  re  ne  oUam  qaidem  hoe  tem- 
pore reliciuni-  esse  locom  dnbitandi ,  id  jure  nobis  licitain .  esae  conten- 
dere  videtur.  Etenim  qnis  est,  cui  non  sit  perauasnin  Analyti  long^ 
majora  profectnra  e«8e  emolnmenta  ex  tali  institotione ,  qua  liceat  rea- 
lem (plerumqne)  illani 

»         .  1. .  • 

CfiBfiBri  limiten  a^bamm  (a^^V— 1)a*  coraronnem,  quam  qnae  tili  forte 
contiiigaDt  ex  Teoui  iroaginariam  (longo  pleruraqae) 

censendi  limitem  ambamm  (:^A'^ßV^~V)fA^  *) 

Quid  plara  ?  In  hoc  tarnen  ipso  momentnm  Tertitnr  differentiae  ihter 
Canchyanam  nostfumque  &  -  valoris  determinandi  rationem ,  quod  nempe 
nosträ  admisscL  definitione  ipsius  xt*  propositom  illod  1®) 
attingatur,  Canchyanä  vero  non  attingatur:  id  quod,  heic 
maximi  momenti  rem,  jam  paocis  explicare  conabimun 

A)  Nobia,  yettata  pDattivt  a'nt  aegativa,  efnt  {ß  nali  qndlibet) 

t  denot.  Arctg  —  , 
•  .  .      .  ,  ■  ■        ,   , 

ex  qqä  f9tet  extemplo 

eonficere  limitem,  fn  qae»  tendit  (u-{'fiV>^l)f^  cooTergelite  fi  (positiv A 
an:  «egatiYd ,  nil  referjt)  in  0  iadeftiite. 

B)  Cauchyanä  ex  definftioiie  babetur 

(O)    .    .    .   («+/fVC5y*=  («u(Co«/«^+VIIT8!n^), 

&  denotaote  naicnm  ex.Argumenti«  ß  ipsius  a-^-fi^^'^l  id,  qnod 
limitibaa  -^jg  atqne  (exclusiTe)* — n  contiaetar;    ideeque 


*)  Sic  Gaucky  ip«e  (pag«  3T5.  opcris  cit»  „Exercices  etc.<'^  talem 
ipsins  &  determinandi  rationenir  repadiaTlt ,  ex  qu&  profeclnnim  id  esset 
incommodi  (yerbum  refero  ipsius  Auctoris  Laline  quidtm  redditum),  nt 

tU*,  dam  «  positiTa  est, 

eomm«nis  non  evaderet  ambamm  (a  J^/ifV^— 1)/*  llmes.  £o  magis  miror,  qoid 
sit  qnod  Cauchy  hoc  ipso  tfstiporis  momento  talem  bnjns  &  detenninandi 
rationem  proposoerit  adniittendam ,  ex  quA  neoesso  id  conseqnaCnr  iaeoBi- 
modi,    ut 

a/*,   dnm  a  negatira  est, 

communem  non  censeri  liedat  ambaram  (a-^ßV — i)f*  limitem:  qmmi  tarnen^ 
et  qnidem  nostrae  definitiOnis  beneficio,  ambo  simul  s^tari  licet  incommoda^ 
id  t|kiod  piraeterea  ^«n^  nk>x  infra  patebit  verbis. 


1 


d|i.m  a  pot'itlTa  =i  est, .habetur  ^:;^4'^ctg^.r::r,  ^realiqoi- 
übet, 

onde,  a^cinid.  (lO,    '   ' 

idMqa»  il/«  ez  bac  etiaai  definitione  limw  wt  anibam  (i4±V/^*«^ — l)'* 
coaiinuiic,  decrMtctote  valore  iptin«  /?  Dumerico  inO  indefinite; 

dam  ▼erb  a  negatWa  == — A  est,  habetur 

t=i\t^%f^'-£-2-\'n'=^t'^ny  dnni  ß  haod  negatira  eet, 


=  — Or— Arctg-^)=t— -jr,  dam  ß  aegathra»    . 


; .  I 


ande,  ■eeondam  (d), 

proot  /?  haod  negatira  ef  t,  aat  i^gmtlva » 

ideoque  ( — A)ß  *)  ex  hac  definitione  fpnas   (a-{^ßY^^y*  limitem   eqai- 

dem  cenaeri  licet  ipgin«  ( — i4-|-/?V— l)/*  convergente  ß  patitirä    in  O, 
minime  vero  ß  negativa  in  0  convergente. 

i       "i      ■  '  t       '     '     !  ■ 

ObserT.    Reverä  Canchy   hoc  modo  ipsi  xf^  eam  ipsam^  qa^e  in 

„Ifotfiil''  propame  praetedente  ecnnrit,    definitionem!  Q?') 

pro  Är=:0  [sea,  qoae  idem  valet,  (ß")  pro  Ar=0],  L  e. 

-  «positiTä  (O  ineloeiVe) 

(a+/?V^>*  =:  pKCoi/MT+V^Sin^r), 

.    i    •-.         :   •  •       !,.••... 

«  negativcL  (0  inclns.) 

(«+/?V=l>"==(^[Co«^(rdb^)+VI^(Siiij<tM^     ' 
prout  /?  poeitiva  est  aut  negativa, 

admisit,  eo  tarnen  insnper  adjecto  pogteriori  hnic  aeqna- 
tioni  reservato  —  quo  «cilieet  praetermisso  anceps  plemm- 
qae  evaderet  definitio  iptius  ciAi  <»  negativa)  nt  n«}  legem 
illam 

„(«+/?V:=T>  =(pAi[Co.Kr--^)  +  V:^SinMtw^)]r 

dum  ß  neg^t.  est,*' 


*)  Obiter  admonere  lioc  loco  juvat,  definitionem  ipsins  ( — Ay*  Cancliya- 
nam  hancce 


(_  i4)M  :^  Ü»  (Cos  ^ -f  V-«l  Sin  ^ir) = i4M .  (— 1>« 


;    -  • 

•        I".     f  ;        ■/        »    ••■ 


com  nostra  omnimodo  convenire.     (QuA  de  re  vid.  qnae  in  nota  infira  pag«  399 
praeced«  aliata  sunt.)  '  ^' 
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io  ipso  etiam.  liiiim^p=0  raUm  ceoteri  lieeat.  Cavdi  J 
igitor  posteriori«  qindii  diximu«  aeqoatioms  loteo  roTorA 
hanc  cooptaTit: 

^a+ßV^y  =  c>/*[Co8^r+?r)+V^8io>(r4?r)Jv 
prpnt  ß  hand  negatiTa  est  aa(  negat, 

£z  qoibns  ^  eoram  ti  ipsoram  ,  qoae  in  KotA  illA  L  prae- 
•  I  -     ^  Icfedente  «llala  saot  •^.  rectä  et  qaüeai  uittrii  absqoe  expli- 

cati^tf  nltertori  iperspieitBrCaadiy  flefinitione  ^Ar  pi#- 
positom  iilnd  „2°)'',  ait^rp;  „1°}'^  aiiuspo,  aUlngero. 
Nostra  prorsu«  in  coDtrariain'  tolit  ratio  rei  gereiidae. 

Quae  com  ita  sint ,.  nobis  cer(e  —  .qnippe  qnibos  (oti  sa^^ra  dictam 
est )  nihil  omnino'  »nperefase  Vidcatdr  dabii ,  quin  quisque  re  satis  accmate 
exaniinatd  talem,  qnä  propositnm  illud  t,l**)*'  attingatiir>  institatioBem 
longe  Sit  praeoptatnms  tali,  quA  altemm  illnd  ,,2**)'^,  qoandoqaidem 
non  arabo  simul  attingere  ollo  modo  liceat,  ^-  nobis.  (^inqaam)  Caachy 
▼ideatur,  necessb  est,  inenriae-cajasdam  c^lpd  nee  re  satis  bene  ezplo- 
rata  in  eam,  quam  modo  dizimns,   definiendi  rationem  incidisse. 

Pauca  haec  tandem  addere  javat  Terba.  Si  qnis  forte-  «diicaBi,  ean^ 
demqne  Canchyanae  illi  (d)  analogam,  malnerit  formolam  ioco  amba- 
mm  defiali^oiiip  aostrae  afqaatioaam.hfurom.  .        ,r_  -•,.  r 

-i.:„.       viril.     (l^rpTt^ffjU^pd  TOgaL  est  aot  negativa^-     ,:_ 

seu:4:expii}catias^    •     ,,..  ...v:/:.v  •  '.vi   ;■=  n*  »• 


•r      I  '.-. 


j..(f+^y^^^,  =^(-9?*/*^+ v""lSin/tr),  dum  o  band  De^tiva  est, 

«  II  ••.'■If  *•*  .  


.'»    .1 


snbstitnendam ;    nil  sane  impedtt^lVl^nuBas  optato  ilUos  subToniator  snb- 
stitutä  equidem  hac  sola: 

d"  denotante  nnicnm  ex  Argamentis  6  ipsias  a-i-ß^^ — 1  id,  qaod 
liipiit|l()i«,lllisce  ■  .v|Thv"''r''o-     "<^       ^    ■ 

>  •     *  ( 

2— —TT  atque  (exclusive)  — +  Jr  ') 

«  • 

.    •    •  •  •'■  ••■j.  ••  ■•.'•  __ 

,<)ODl;ioetar,   qoippe  qqoniam.  'Ai)4nsi  llltt  t  in  priori- 'aequat.  ipsis  ^^ 

dm 

hand  excedere ,  in  posteriori  antem  intra  hos  limites  -jh  ^  (qnoniam  in  ek 
a==Ö  haud  occurrit)  inclusds'censetür. 


■11.  .■.•:.-  •   .    .     ••       :•;;,.       •.  t  ■ 


*)  Proposnimns  igitur  re-verä  nos  quidem  arcnm  tp  (Tid.  pag.  375*  ope- 
ris  cir.  „Exef  ti-ef8  ete.*^}  coöptiaiidufaiinec  n  (quem  <>aiic]Ly  repudia^t) 
nee  0  (quem  proposuit   ille    admitlendum) ,    sed  iptnm   illud  mediom  Arithr 

'.(»r.  ,  ...II   I«  »i    .l'».«  ■  ■'••  ■  ;  .ui.  .li'-    i;il -M      -11:1-.     • 

meticnm  —.  ,  .  ,,  j.       i 
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-  Tun  qütd  jmI  düfareiitiMii  inler  CanchjaMnii  nöttwMMyie  deflaittoäiJMi 
IfMtas,  ^nem.  dUximui»  not  ^nideoi,  ,;€-*^og^spi-thni-^rincip«lia 


'-ii 


•   •  •  .  '1 


/(«+/» 1^-1) 


attinet,  analoga  ea  e«t  (nee  inopinato  id  qaidein)  praecedentt,  qnae  di^fi^ 
nitiones  illas  „potentiae  principalis^^ 

€pectalMii* 

t''Kortr9  qBidem  d«finitione  id  c^ntigit  emolnnenti,  «t 

'  i.i:        .  ^(a))  Aive  poflitiva  Sit  sive  negat  »,  -■  '  •  ^^^'■■ 

•t    •,"■..  .  .  •  :  .    '.        '      .    •'..*    *    }■••• 

cMMDiitais  rradat  limes  ilmboram  /(ttH^iVV^— -1)  üeereBcentt  ß  in  0  Indfelf- 
nite;    attamen  hunc  .  w:    : 

liraitem  equidem  «emper  ipsiu«  /(i4-|-/?V — 1),  decrescente  i4  in  0  indefinite, 

nee  tarnen  «emper  (seil,  ß  negatff4  ksml-lfeet)  ipsint  /(— i4-|-/?V— '1)  cen« 
aeri  lieebit. 

£  contrario  Cauehyanä  definitione  id  accidit  incommodi ,  nt 

comniiineni  non  «emper  (seil,  a  negativa  't=— ^4  häud  «emper  lieebit)  een- 
«eri  liceat  amborum  /(a+Zifi^— ^Q  limitem  decrescente  BlnO  indefinite;  — 
attamen  hie  '  • '  v  S  /-' 

/Q^V— 1),  «ive  jositiva  «it  «ive  negat.  ßj 

eommoni«  evadit  limef^  ambitriM|^>^j^4.4-^  VTi)l.Apcre«cente  .4  in  0  inde- 
finite. ■  ^'  '- 

Praeterea  no«trüm  utriqne  rata  est  baecce  relatio 


Denique  de  differentia  inter  Caachyanam  dejQni^ioaem  np«tramqne  «ig- 
noinnii  mkiV^falium  horam 

•  .  t  ,  *    '  ■  •  1 

■ ;  ^   -     •  .  *  -  .  *  . .    .  • 

."■    .       .  äff  et  Logft(dr)  •.•♦.  i.i.r 

(:r,  ^,  >  quantitätiba«  quibascamqne,  reafibn«  i|ieq&e üc  ImaginaHli,);: 

nolld  «ane  j^ost  haec  öpn«  est  explieatione  al&ä  qUamlide  geiierütS,  '^i^^ 
nostrikm  «tvi^ae  cooptatae  fnerint  definitione«  illae 


■S.  ■•'■'■       .  ■   .  •  •  .   .   j  ■  ■ . 


■ .      .1 


Qqo  «cili^et.^ffllBkcl^;  pate^  pniliinQ.  diflfeventit^ii^,  de  qbä  qiiaeri^iry.  ftff 
•9I4  (cajp«:  <ffP^  op^ntioiieiii  {eeimus)  differentia  infeiT,  Caac]|piy]^llp|  :de|U 
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BiUiMieBi  nostnMmiie  ipaoram  /(ar).  et  Hä} ,  x  tt  ^  UmBginmr&ß  mngMy 
rum  efuidem  pariiiiiii  realtam,  pendere*  Qnaie,  ai  aiiiq«am  eo  perra»- 
tam  fuerit ,  ot  de  principatu  alterutrius  modi  horuoi  /(x)  et  1(6")  definieo- 
doram  conveniat,  eodem  demam  tempori«  raomento,  uter  potiMÜnam 
generalibiu  illis  X9  et  Logft(^)  reservatas  permaneat  «easas,  inter  Greo- 
metraa  erit  lege  saiicitoin. 


lUostrutiino  Cauchy,  si  ei  placaerit  «oam  ipeiat  pogt  haee  proMUn- 
tiare  gententian ,  hnjiui  aevi  Geometrae  aeqne  ae  Teotari  plurioiiiiii  «e 
debere  certiisime  cöi^tebiuitar.  Quod  ad  noa  attinet,  tantä  jam  dadam 
imbnti  somos  atsuetudine  ezplicätionic  apud  Caachy  in  reba«  dabüa 
petendae  accipiendaeqne ,  at  persaasam  nobis  hoc  quoqae  tempore  habere 
▼ideamiir,  fore  ut  breri  ille  qiiideni  Ge^metraa  accepto  quod  dixinas 
beneficio  obligato«  «ibi  git  devinctams. 


• 


I 


II  '  tmmmUKK&mm^'-n-^ 


Heber  die  ttektifikation  und  ^uadra- 

tar  der  Gerolde. 

Von  dem 

HßrrjK  Doctor  J.  Dienger, 

Lehrer  an  der  höheren  Bürgergchule  zu  Sinsheim  bei  Heidelberg. 


'"  Die  In  Archiv  TIiL  Vffl.  S.  37S.  ff.  betracMete  Kiiry0  Jbeateh^ 
wesentlich  aus  zwei  Kurven^  eine^  weiche  ich  die  äussere,  die 
andere  y    die  ich  die  innere  Tjoroide  neooen  will.     Für  die  erstere 

felteA  ip  den  Gieichupgen  (I7).des  erwähnten  Aufsatzes , die  obeni 
ieichehy  för  die  ändere  die  untern.  Ich  befrachte  hi^r  bloss  die 
esste  ckeir  zwei  Knxj.w*  .denn,  die  luadere  hat,  je  .nach  .dei;..6rlis8e 
von  k,  ganz  andere  Gestalten ,  indem  ***-  wie  ,man.d*<i^  ;UAtBr- 
suchung  findet  -^  sie  Rückkehr-  und  Doppelpunkte  haben  kann, 

der  äussern  aber  gleiebi^,  Tt^enn  A:^ — ,  jedoch-  auch  nur  atsdaim. 

In  eine  spezieile  Untersuchung  der  einzelnen  Crestalten  will  ich 
hier  %icht  eingehen«  da  dieselbe  im  Ganzen  n^ht  l»eb#elri^  aiidir 
es  sidh  Üer  Torzügllch  um  Kektifikation  und  Quadratur' haiidMhi  soll. 
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Die  äussere  Torotde  Ist  eine  vollkommeu  geschlossene  Fi^r, 
die  sieh  in  die  V?er  Koof^lnatenwifrirel  Völfkominefo  symmetrisch 
vertheilt,  so  dass,  wenn  man  das  ganze  System  um  die  Axe  der 
X  dreht,  die  Kurventheile  sich  decken ,  und  eben  so,  wenik  man 
es  am  die  Axe  der  y  dreht.  Es  genügt  also  den  Quadranten  im 
Koordinatenwinkel  der  positiven  x  und  y  zu  betrachten.  Dieser 
Quadrant  geht  durch  die  Axe  der  x  im  Punkte  ;t:  =  a-{-^9  ,V  =  Ö9 
und  durch  die.  Axe  der  y  im  Punkte  ;r=0,  ys^-flE^»  sonst  trifft 
er  keine  der  Axen  mehr.  * 

3etzt  man    in   den  .Gleichungen  (17)  .  iu ,  a. .  O.  a:i=acos.<» 

y^z=,h%\iity  was  man  darf,  da  alsdann— ^ -f^=l9  so  ist 

< 

_         A6 \ 

wenn  x  und  y  4ie  laufesden  Koordipat^o  .4^9*  Khiv!^  ^M«  : . 
Man  zieht  aus  den  Formein  (1) 

8<  ^        y  (a« sin  2^+6«  cos  «0* 

3<  ^       V  (a«sin2^  +  6«co8«/)8^  ) 

Sei  nun,  von  ^s=:0  an  gerechnet,   t  der  •BogeBj^  der  zum  Winkel 
<(^rt)  gehört,  60  ist 


••»...I  •       '!»« 


-  (1  +  ;/■     ■       ^*f  J  V««sin«*+6«cos«<.ö/. 

Dieser. Qqgen  fingt  an  bei  dem  Punkte  x^a-hk^^TszO^       . 
Führt  ;^R  ^le  Af uUip|j|c^tioii  au«/  ^.  ergient ; sic^': . ,  ] ,  /,    ! . , . . ; 

,=/Va*'8in«f+i«cös«7:i9<+aÄ*  f  ^'.     '^^     ^: 

=«  /  V  l-e«cosT»<l'5#  +  abk)P^^  .  ^!.^      «., 
oT  o  ^       cf  0  a*s»n^  +  6*cos*r 


wo  «•= 


a«— 6» 


i--.    i- 


a« 


Was  nun  zuerst  das  erste  AiesQr  Integrale  anbelangt,   so  hat 


wo 


•!    fj  ':/.■■    "H'  Vj:..    ■  .  ■  '.:■■..■  iJB.  :•   .••        ...'.»    t    .       »  :f-.' 

1  ■  "  • : • ;      . (i* » j I •  •  •  • ' iy  %>  ■  •  '     •'"'!'■'  ...'!•.•■*•'■.> 


■"'■^"     •=7?Vi-e^8inVgy-'/'Vjl'-'e*^i'nV8y.    '    ' 

t/  0  t/  o  •      ■ 

Bezeichnet  mäo  dur$h'jEJ('4Ä  ^m)  wiegewuhnlich  das  elliptische  Integral 


'■''     '  1        ■       .        '...  .ij ,.. 


v:^ 


»i*sin*t/;&ij;, 
t/  o 

so  fiiidet  sich:  ^^ •  ' 

Was  iMs  Zweite  Iiifeegyjit  dhbelaiigt^^  ii^l!  es?    .  '  •»<   '     '    > 

f  I )   ii:*ir  '11!  I   ,   <ii        :   iil  li     .!..".. 

=:T7-il     ,  ,arc(cos==t^ i)+r7=^=;^arc(cofl^:x=5 j  I 


Ui.; 


1        .,  (1  — e2)cosa«— sin«^ 


.  \ 


Also  findet  sich 

.     Ä'      ,         (i-6«)cos«/-«lnH    ^  (^)  ^ 

Für  An^Q^list  dieToi^idb^i6ine£mt»se;  derenHalbttxen.a'tnicl^ 
sind;    für  ai:^5  isf  ^  ehr  &ds  Toih-Hältmiesser  "*    • 

Setzt  mah^  ^=u  >  ^o  fii^det  sich  als  Länge  des  QlUKiranten 
also  ist  die  Länge  der  ganzen  Kurve: 


-VI---; 


gleich  der  Länge  der  Ellipse  +  derdes^erz^ägeteHöh^Ki^ea»""''^ 
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Für  a=6  ist  -Ef  rt>e)=£(ä-50)=o»   »'«o  die   Länge   der 

ganzen  Toroide:   2(a+k)fc. 

Wenden  wir  uns  zur  Berechnung  der  F(äche.  Sie  mOge  wie- 
der anfangen  bei  ^=0,  a:=ia-{-k,  und  ein  Stück  davon  endigen 
mit  den  zu  f  gehörigen  Ordtnaten;   ist  dasselbe  v^  so  hat  man; 

=  a  /*^m  2/(14,    ,  ^*^     :)(A-f    .  "^        —y^. 

t/o  ^        V{aHiuH^b^o&HY  V^aasin«<  +  6«cos«f 

ö       t/o  t/ ö  V^(a*sin«^+6acos«0» 

^   V  0  V  a«sin2<+6*cos^^     ^^  Jo  («^«in*<+**cos«#)*' 
Nun  ist 

sin^<= — 4sinifcQS<  +  9* 

y 

Ferner  findet. man.  Wie  obenf    ^^ 


r -. 

J  0  Vra^sin H^b^cosHY 
t/ 0  a^V(}-e^iii^^^J  0  a^VCl-e^sS^ 


sin  f  cos  t 

y'*»f'     ■        Sil; 
— Tr=7T=^====5  =  F(t/; ,  wi)    setzt, 
0   V  1— m^sla*^ 
und  beachtet  5   dass      ^.  \ 

y^^        CPS^fl^        _,  F(rl^,m)'^E('tl),m)         sin^cosif; 
0  V(l— /w^sinÄ^""  5P^  V^l— w*sln>* 

Eben  so  ist         '  •     .. 

V  \  •  ■  ■ 

^  •'  . 

y^^  sin  ^^t ,  P^     cosV8y.  >^  _  /*y     cos^yfly 

0  V^^^h3ic+Pco^"l/ o  aVl-i€«sin4    ^0  aVl-e^sin^ 

Theil  IX.  29 


M2 


Endlich  i^t 


2a«  (6« 
P^Hinach  ist} 


Fasst  OMM?  die  gewooneDen  Resultatoi  yun^mmeD»   so  ergiebt 
sich; 


.)( 


ab  .    ,       ,     abt 
©=— -s-sin<cos<+-^ 

b^k      siofcös/ 


\  ■        /    ■  \  ;       'v      /  ■  ■   ■  V  ■ :  • 

mm.. 

Dm  den  Quadräbten  zu  erhalten^  hat  man  t^lr  zu  setzen.  Er  ist: 


ae- 


mitbio  der  von  4«r  ganzen  Kurve  umschlossene  Batfni: 

+ 1*  ^^  v^ä' V ""  ;^f  (.2"'  v' +*^ 


<»} 


.  Setzfc  |ii9A  A;¥:;=0^  so  erhllt  maoi  dea  Kausqij^  dier  t^n  <fop..El« 
Upse  umsbhlosisen  ist«  Der  z>Fischek  der  Ellipse  und  der'  iijbta. 
Toroide  befindlich  Raum  ist:  .... 
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Xb'^k.^/Tt     \      ^/%     \^  .  Aak 


«e* 


tF(f..)-£(|,.),  +  ^*,E(|..)-gF(f.,>+*.» 


Auf  gleiche  Artfednzirt  sieb 'die  Fgainei  (4),  und  man  findet: 

setzt  inan  ferner  i=.-^utA  nimmt  das  Resultat  viiSrfacb,  soeörgiebf 

sieb :  "  »        >u 

wie  sich  gehört; 

Die  Fiinnel  (5)  ist; 

• .     ■  • 

Somit  Wäre  nun  die  vorgeJegte  Auf||abe  gelöst.  Es  dürfte ^doch 
iiielii:4ininterressant  6ein^  auch  den,  i^drehungskurper  näher  za 
bett^shtetf,  der  durch  die  äussere  Torbide  -entsteht 

Es  drehe  sich  also  das  ganze  Syslem  um  die  Axe  der  äff  Sei 
p  det  Inhalt  der  Ob«rflädhe^  die  Ton  dem  Bogen  der  Toroide,  der 
den^riWiiikel  t  entspricht  (yon  ftt^O  an  gerechnet)  beschrieben  iCfrd^ 
so  ist  bekanntlich:  .-;  . 

also  "  '         ^         *.  T 
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Diejenige  Glteder  dieser FonneJ,  die  keio  k  enthalten,  geben  den 
entsprechenden  TiKiil  der  von  der  ElUpise  beschriebenen  Oberfläche. 

Für  die  Hälfte  der  erzeugten  Oberfläche  ist  ^=-0  >    ^^^    ^^® 
ganze  Oberfläche:  ^ 


2«[*»  +  T  «^c(««=«)  +^iog.(ji^)+2aÄ+2)t«]. 


ae 


Ffir  a=6  ist  «=0>  also  die  Oberfläche  der  Kufcl: 


.  N 


wie  bekannt.     , 

9ncheii  wii^.  nun  auch  den  körperlichen  Inhalt  zu  bestimmen. 
Er  sei  o,  so  isi^ 


C0 


m 
+ 


O 


QQ 

O 


99« 


OB 


^ 


o 

OB 
.4? 


^ 


% 


+ 
»1 


V 


^ 

S» 


il 


QQ 
3' 

9* 
99« 


QQ 


o 

QQ 
4? 


9) 

a 
w 


'S 


S' 

o 

OB 

4? 


09 


9? 


il 


OD 

s- 

et 

£ 

B' 

+ 


o 


9> 


9- 
9- 

<? 

O 
Ol 


\ 


9s- 


>    r 


Durch  die  SubstituliMi  eos  trsiw  w«|rden  diese  Integrale  alle 
anf  bekannte  zurQckgefiShrt  mä  man  erhält  fol^ettde  Kormeln: 


/. 


I     8iD5/8/=— Jsin^/cos/— |cos/+J. 


y^«         sie««/  Ä«    ,      /!  +  «  1— «cos/\  .     1         eo«^ 


i*     a*c** 


0   V^(a«s:n«/+6icos«0'"~      «*«*VÄ       Vl-c^cos«*/ 


/. 


+  — =-=arc(sln=e  V"l— 6*cos*/—  —  cosO* 
sin'/äf,-  1  6*cos/ 


^— »^ 


6^ -Hl,        /1+g     l--6C0S/\ 

+  4fl*c3  *«§  \^i  _  e  •  x-:|.  e  cos // • 

^  ,   sin^/8^t: 


/ 


__  V g  &^osr  ^+1^   _     (2e«+l)cos/  \ 

Substituirt  man,  sD''^rgiebf.  sich:  .= 


— gsin/cos^— ^cosf+-3-  +  ^^^ -^ I 

.  (26'— 1)^-6   -Z.        •    ^   •!■   -      -^     e6       ^ 
H 3-^ —  are(sin=:f  V  lif  e*  cos*? cosO 

_ij^|       /l  +  ^  1-<^C0SA        k^       I^COBt        k^ 

2aV^^Vl— «*H-«cos/7  7c2          «2      ""a^e« 
Ä:6*  cos/  Äfti  ^:     r^ _      eb 

c«a2      a*e2 (i _ ^2 cos?»/) "^^        2^«^      ^^\l-e'  l  +  eco&fj 


3«c«  ^  3a*<?aV  (1— e^os^/)»     3a2e2vi::i.e2 
(2e2+l)Ä-36cos/ 


] 


:3fl2^2V^l-««C08«/ 
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+  *!^IOBr|J^.i^=^^2£lU*«-^^^^'  i(7) 

*6»  cos  /^  2k'  b^k'cost 


(2e«+l)X!»*c08< 


;] 


I  ■ 


2a;r|  ~ 


Für  die  Hälfte  setzt  man  <^^,  nnd  somit  ist  der  ganze  KOrper: 
.  Für  0=6  Uit  6=:1  und  die  Kugel: 

wie  bekannt. 

Die  von  k  freien  Glieder  in  (7)  und  (8)  geben  den  kurperlichen 
Inhalt  des  analogen,  durch  die  Ellipse  erzeugten  Körpers;  wäh- 
rend die  k  enthaltenden  züfamnieil  den  durch  den  Ra«im  zwischen 
der  Ellipse  und  der  Joroide  erzeugten  Körper  ausdröcken. 

Es  ist  nun  auch  leicht,  den  K^irner  zu  betrachten 5  der  durch 
Uradrehuns  um  die  Axe  der  y  entsteht;  wir  übergehen  diese  Be- 
trachtung Jedoch. 

In  Bezug  aiif  die  analögen  Formeln  für  die  innere  Töroide,  die 
ausserhalb  des  KiT^ises  dieser  Betrachtungen  liegt,  bemerken  wir 

Qnrnoch,  das«,  wenn  U^ — ,  alle  obigen  Formeln  fürdieseibegeK 

ten,  wenn  man  statt  k  setzt.  —  k.    Daraus  fpigt,  dass  unter  dieser 
Voraussetzung  hinsichtlich  A*: 

Der  Unterschied  der  LKngen  beider  Toroiden: 
die  Flfichc  zwischen  beidenf  Toroiden: 


SakE 


(h^)^ 


der  Unterschied  der  Oberflächen  der  beiden  Umdrehungskorper, 
welche  durch  beide  Kurven  erzeugt  werden,  wenn  das  ganze  System 
sich  um  die  grosse  Ax^  der  Ellipse  dreht: 
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"■(^'^am*^> 


und  der  kurperliche  Raum,  der  durch  das  FlScbenstuck  zwischen 
beiden  Kurven  erzeugt  wird: 

4a»|^— +  7arc(sin=«)-f^J. 

Anderweitige  Resultate  liessen  sich  noch  leicht  eriialten;  wir 
enthalten  uns  dessen  aber  hier>  um  nicht  dem  Gegenstande  eine 
zu  grosse  Ausdehnung  zu  geben.*) 


Eine    {^eometrisclie   Anwendmis   der 
liehre  Tom  OrSssten  und  Kleinstlfnu 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Schlo  milch 

an  der  Univeraität  zu  Jena. 


Vor  schon  langer  Zeit  stellte  Hr.  Prof.  Steiner  in  Cr  eile's 
Journal  folgende  interessante  Aufgabe: 

Wenn  drei  Punkte  ihrer  Lage  nach  gegeben  sind,  einen 
vierten  Punkt  in  der  Ebene  jener  so  zu  bestimmen,  dass- 
die  Summe  der  fiten  Potenzen  der  Entfernungen  des 
gesuchten  Punktes  von  den  gegebenen  ein  Minimum  werde; 

und  theiite  zugleich  zwei  Bedin^ngen  '  mit»  welche  zur  Bestim- 
mung des  fraglichen  Punktes  hinreichen,    nämBch  die  folgenden: 

^A*— 1  sin  (a;,z)= yf^^  sin  (y ,  i) , 
;»A*- 1  s  in  (or ,  y ) = zM— ^  ß  in  (y ,  x) ; 

worin  a:,  y,  t  die  Entfernungen  des  gesuchten  Punktes  von  den 
drei  gegebenen  bezeichnen;  den  Beweis  für  diese  Bedingungs- 
gleichungen hat  er  aber  nicht  geliefert.  Es  dürfte  daher  nicht 
überflüssig  sein,  eine  Bearbeitung  dieses  Problemes  mitzutheilen, 
wobei  dasselbe  als  eine  sebr  eimache  Spezialisirung  des  folgen- 
den weit  allgemeineren  erscheint; 

*)  Ich  wurde  den  Herrn  Vf.  dieser  recht  gute  Beispiele  für  die  An- 
wendung der  elliptischen  Functionen  enthaltenden  Abhandlung  doeh  Ut^ 
ten,  seine  Betrachtungen  gelegentlich  fortzasetzen.  G* 
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Man  soü  In  der  Ebene, des  gegebenen  Dreiecks  ABC 
(Tat.  X.  Fig.  13.)  den  trinkt  O  so  bestimmen,  dass  filr 
AO=x,  BO=^,  COz=Lz  die  Summe 

worin  q>,  if;,  ^  ^^^^  ^^'^>S  ^^''^^^'^^  ^^°^^^°®^  ^^2^'^^' 
nen,  ein  Maximum  oder  Minimum  werde. 

Für  die  Lösung  dieser  Aufgabe  ist  sfcunäcbst  die  Bemerkung 
von  Gewicht,  dass  Xy  yf  z  nicht  drei  von  einander  unabhängige 
Variabele  sind;  denn  wenn  wir  die  Winkel  des  Dreieckes  >^ßC 
der  Reihe  nach  mit  a^ß,  y,  die  ihnen  gegenüberliegenden  Seiten 
mit  ttj  b,  c  und  den  Winkel  BAO  mit  ^  oezeichneto,  so  fibden 
die  Gleichungen  / 

y2z=c«  +  ar«— 2a:cos«,   '  (1) 

z«=:6«  +  a:a-Ma:co^(a  — 0  (2) 

fitati;  und  mithin  bildet  die  Summe  fp(a:)-\-tlf(y)-i-^t)  eine  Funktioii 
von  nur  zwei  unabhängigen  Veränderlichen  x  una  t 

Bezeichnet  nufi  fix,t)  irgend  eine  Funktion  zweier  unabhän- 
gigen Variabelen,  so  findet  man  bekanntlich  diejenigen  Werthe 
von  X  und  t,  welche  f(x,t)  zu  einem  Maximum  oder  Minimum 
machen,  dadurch ,  dass  man  die  nach  x  und  t  genommenen  par- 
tiellen Differenzialquotienten  von  f(a: ,  t)  entwickelt  und  hierauf  aus 
deto  Gleichungen  .  ' 


X  und  t  eliminirt.  Um  nachher  zu  entscheiden ,  welche  von  den 
gefundenen  Werthen  einem  Maxinmm  und  welche  einem  Minimum 
von  f{x,t)  entsprechen,  mussman  die  höheren  Differenzialquotien- 
ten dieser  Funktion  in  Betracht  ziehen;  diese  Diskussion  ist  aber 
in  den  Fällen  überflüssig,  wo  man  aus  der  Natur  von  f{Xjt)  un- 
mittelbar ersiebt,  wann  überhaupt  ein  Maximum  oder  Minimum  in 
ihr  vorkommen  kann. 

In  der  Anwendung  auf  unser  Problem  ist 

A^>0  =  9(^)  +  *(3()+%W,  (3) 

folglich 

V    dx    J-^ar^    hy   KBx)^   dz  \SxJ'      w. 

Andererseits  findet  man  aus  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  leicht 
durch  partielle  Differenziation  nach  x: 
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■(1)=^ 


und  durch  partielle  piffereuziation  nach  / 
I  •  /8v\      cicsint    /8z\  bx8iu(a — t) 

..    Durch  Substitution  dieser  Werthe  gehen  die  GleicbungeB  (1) 
uud  (2)  in  4ie  folgenden  über: 

(V(^>0\  ,,  vCorsin^        ,,  .  6a:sin(a— /) 

-aH;='^'<»)-^ — Ji« — r— ' 

und  ,^enn  jetzt  die  partiellen  Differenzialquotienten  links  gleich 
Null  gesetzt  werden ,  so  bleiben  zur  Bestimmung  von  x  und  i  die 
I|^f[i4fn,,  Belebungen : 

.  g)'(a:)  =  i(;'(y) -f^'W ~^ ^,       (6) 


MM- ■    ; '.  .    Ä^^.v/x^sin/        ,.  .isin(a— '0 

»■  :     ■'■  ::    .<  ■ 

'  ■      •       r  ,  • 

- '. ;  '    *       i     .  ,     .       - 1         •  ■  .         '  »       '       • 

welche  eine  sehr  elegante  Umformung  zulassen»  wenq  i^iaD  Hnf  ^6 
geometrische  Bedeutung  der  Coeffizienten  von  ij^'M  und  /(i)  ein- 
geht. Wird  nämlich  AO  über  O  hinaus  unbestimmt  verlängert^ 
^AOL^=p,  ^BÖL^q  gesetzt^  und  werden/ferner  auf  die  ver- 
längerte Gerade  AO  voh  S  und  C  aus  die  Perpendikel  BJP  und 
(i^Q[  ]^erfihgelas«en,  so  if9t 

:  ",  '  ccosi-x     AP-AO     PO 

y      .—      BO      —ßo-^^^P' 

bco^(u-{)-x      AQ—AO     QO 

caint     BP 
6siD(«-0      CQ      \ 

; =  ^=S.D5r. 

I 

und  liierdufch  ^erwandeb  sich  die  Gleichnbge^  (6)  un^  (7)  io  die 
folgenden:  \     J  •  \ 

^Va?)  =3  V(y)  cJte  j»  +  X'Cz)  cos  7, 

v     r  0=if;'(^)sih//~x'W»»n*-       ' 

Hieraius  lässt  siph  einmal  )('(z)  und  danu^Cy)  ettnlnirta;  man 
erhält  ohne  Schwierigkeit:  i  ^    .!;>, 


4sa- 

9'(ar)  sie  y  =  i(i^(y)  adn  (  p + ^) , 
q>'{x)  8in/i=x'(i)  sHi  (p  +  q). 

ßezeicbDen  wir  eodlich  die  Wiokel.  BOCy  AOC,  AOB  mit 
Uy  9»  tTy  SO  ist  sin9=sinr,  sinjp  =  siDi09  siu(p -f^)  =  sin«  und 
hierdarch  gelangen  die  vorigen  Gleichungen  zu  der  sehr  eleganten 
Gestalt: 

9'(a:)sinr=i.^'(y)8intt.  j 

igE>'(a?)sinto=:%^(z)slntt;  i 

oder  in  Form  von  Proportionen: 

9'(ar):t^'(y)  =  sinM:sinr,  \ 

q>'(ir) :  ^'(z)   =:  sin  « :  sin  tr.  i 

Es  ist  leicht  zu  sehen«  dass  implicite  hierin  die  Auflösung  unse- 
res Problemes  liegt ;  rechnen  wir  nämlich  zu  den  zwei  Gleichun- 
gen In  No.  (8)  noch  die  vier  folgenden : 

ii*=y*  -f  2*  —  2yx  cos  u , 
6«=a:«+i«-2iricosD,  1  ^^ 

m 

so  haben  wir  iiq  Ganzen  sechs  Gleichungen  zur  Bestimmung  der 
sechs  Unbekannten  /r,  <y,  z,  «,  f>i  to.  %in  Theii  dieser,  wie  es 
scheint  sehr  weitli|u(igen  Elimination  lässt  sich  ungemein  leicht 
ausführen,  wenn  man  betiicksichtigt,  dass  die  Proportionen  in 
No.  (9)  deneit'Sehr  ähiilich  $ehen»  welche  in  einem  Dreiecke  mit 
den  Seiten  q>'(x),  ij^'Cy),  %'(i)  und  den  Winkeln  ti,  r,  w  statt  fin- 
den würden  i.  nur  ist  der  Unterschied,  dass  in  (9)  die  Summ^. 
u-^v-^-w  nicht.  18Q0  beträft,  wie  in  einem  Dreiecke,  der  Fall  sein 
wfirde»  sondern  060^.  Dieser  Uebelstand  bebt  sich  aber  sehr!, 
leicht,  wenn  man  statt  der  Winkel  ü,  v,  w  ihre  Supplemente  .ein- 
Rifart,  also' 

I 

«wlfÖO-T^K',  »3=180»-»',  w=:180<^-te>'  ,:  ] 

selabt;    es  wurd  ifiann  ,   - 

u'  +  v'  +  w'=lSO^ 
und  liach  No,  (9) 

r  ' 

q>'ia?) :  -^^'Cjf)  =  sin  tf' :  sine' , 
y' (ff)  •%'(*)    ==sinit-':sinii>'. 

Bezeichnen  wir  zur  Abkürzung  wie  folgt: 

* 

|=9>'(j;),  ij=^'(y),  t-m-,  (12) 

SO  können  wir  uns  |,  i^^  f,  oder  diesen  Cbrussen  proportionale  Ge- 


(11) 
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rade,  als  8eiteD  eine«  Dreiecks ^  u' ,  v' ,  w'  ais  die  gegenfiberste- 
heodcD  Winkel  denken  and  haben  dann: 

cos»  ^ 2» » 

und  für  costi,  cost?,  costo  gelten  die  nämlichen  Wertfae,  nur  Ittit 
entgegengesetztem  Zeichen.  Die  Gleichungen  (10)  geben  jetzt  in 
die  folgenden  über: 

6«=ir»+*»+^(l*.+{»-if). :  y  (13) 

und  hier  giebt  es  blos  noch  drei  Unbekannte,  weil  in  £,  tj,  i  nur 
Xy  jf  und'z  Yorkomraen.  Weiter  lässt  sich  natürlich  die  Elimination 
nicnt  treiben ,  weil  die  ferneren  Schritte  der  Rechnung  durch  die 
Natur  der  Funktionen  £»  i;,  {^  erst  bestimmt  werden  mpasen.  £in 
paar  Beispiele  für  unsere  allgemeinen  Formeln  sind  die  folgenden.. 

■    1)    Sei  9>(^)=Ä^>^(^)=/?y,  x(2^)  +  y2:;  so  wird 

und  die  Proportionen  in  (11)  bestimmen  dann  unmittelbar  die  Win- 
kel u'  y  tf  y  m.  Construirt  man  nämlich  ein  Dreieck,  dessen  Seiten 
die  Grossen- ix,  ßy  y  oder  ihnen  proportionale  sindy  so  ist  der 
Gegenwinkel  zur  Seite  a  gleich  dem  Winkel  u',  und  ebenso  sind 
e',  w'  die  Gegenwinkel  zu  den  Seiten  ßy  y.  Beschreibt  man  jetzt 
über  den  Seiten  a,  by  c  des  gegebenen  Dreiecks  als  Sennen 
Kreisbögen ,  in  welchen  u' ,  v' ,  vf  die  Peripberienwinkel  bilden, 
so  giebt  der  gemeinschaftliche  Durchschnitt  der  drei  Kreisbögen 
den  gesuchten  Punkt  O.  Für  a=/5=y=l  werdeh  te',  r',  to'  ein- 
ander gleich,  nämlich  =  120^,  und  man  kommt  dann  auf  einen  sehr 
bekannten  Fall  zurück. 

2)    Für  g>(a:)=:r*,  i/;(y)=2^,    5^(2) =2^  bestimmen  die  obigen 
Formeln  den  Schwerpunkt  des  Dreiecks ;    denn  es  wird  dann 

|=2ar,  i;=2y,  f=2t;   ^ 
und  aus  den  Gleichungen  (13)  erhält  man  durch  Elimination  leicbt< 

y=i  V2o«+"2c2^6», 
2=lV2o«+ä6«-e« 
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,  Da  diese  Formeln  mit  denen  zusammenbllen,  weiche  Rir  den 
Sehwerpnntt  des  Dreiecks  gelten,  so  folgt  hieraus  dicf  Identität 
noseres  Punktes  mit  jenem. 

3)    Setit  man  9>(ar)=s£ir,  ^(y)=/^5  Z(^)='2;  ^o  würde 

h!  +  fy  +  lz=zl(xyc),  .  i 

i.  h'.  xjfz'zn  ^nem  Minimuhi  ia  machen  sein.    Es  wird  hier 

I 

und  die  Gleichungen  (13)  gehen  über  in: 

««=2(3,« +.t»)-^,.  ^ 

6»=2(:r«  +  ««)-^, 

Da  hier  nur  die  Quadrate  der  sechs  Grossen  x,  y,  z  Torkommen^ 
so  kanp  man  vorerst  die  Exponenten  2  sämmtlich  streichen^  wenn 
man  ant  Ende  der  Rechnung  wieder  a^,  6*,  c*,  ö:*,  y*',  2*  för 
a,  6,  c,  X9  y,  z  schreibt.  Nach  dieser  Reduktion  bleibt  fiir  x 
eine  cubische  Gleichung,  nach  deren  Auflösung  noeh  die  Aus- 
ziehung einer  Quadratwurzel  nothig  witd.  Vielleicht  lässt  sich  das 
Endresultat  auch  durch  Intersektionen  von  Kegelschnitten  geome- 
trisch coB4struiren,  doch  hat  dies  der  Verfasser  nicht  versucht. 


IFelbniigsaiifsalbeii  iOr  Sehiiler^ 


Von  Herrn  Ojs^kar,  Werner, 

Schüler  des    polytechuschen  Inttitote«  su   Dreeden. 
■  (Fortsetzuifg  roa  Nr.  TXItTX.)  * 

Folgendes  ist  zu  beweisen: 

Für  jedes  positive  ganze  n  Ist 


Hl- 


AM 

,  -^-j  sjec  agec(a4;?t/>)!=sec,<i[^ec(«:t^+s^«(«+^^ 

+  Bec[<»  +  (n-l)/J]gec[a+«fl, 

2j  fiiiiap 
•     ^     .   ß  Üosec a cosec (op+  nß}.i±  cosec « cosec (« + /^ 

.+  c©sejD(fift+/3)cosec(a+2/5)+ 

.1  -  +Copec|;^-|^(n--l^^Jcosec[a+fi/J]; 

(—  I)"—^6in  [a+(n — 1 J/3]  »\n(a+n^  +8in  (« — /3)sing 

:2€0d/$ 

=  810  ««— sin  «(«  + /^ +  .•..(- 1)»-*  sin  *[«+(«- l)i5J, 

( —  1)*»-^  cos  [cf + (w— 1)/?]  cos  (og-f-^i3)+cos  (cf— /?)  cos  a 

2cosj$ 

=:cos«a— oos  V  +  Z^)  +  —  (—  l)"^*cos2[a  +  («— l)/?]; 

4.    colang  «  —  2»  cotang  2«a 
=  tang«+2  tang3«  +  4taDg  4a +  ....+ 2»-*tang2»-^a; 

5^  2Ä^^*^°S2^  — cotanga 
=? 2  talig2:«  + jtang jcf+  g-taD§;g-cr+..., -l-^taiiggi«; 

'■•■■•  "     t  .'       ''  ■ 

ß.   cotängqgDf  —  cötang« 


a 


»         # 


1  I 

^  +  co6ec|^ft  +v..w-f  cosee  ^.\et. 


Von  dem 

Herrn  Doctor   J,    Dienger, 

Lehrer  an  der  höheren  Bürgerschule  zu  Sinsheiin  bei  Heidelberg. 


cos  (tfff >|abi6N'0)ti4§»s|^  V,  ^ 

^_^  r*cos(aa)  — cos(6 — a)a 
'  •^'^  f/  r»^2|J'cos(»a)4-i   ^^*f 

smott  ,  sin (a+^)<» . ^  sip (ft+26)«  ,  am(a+3b)a  .     .   .    .  ^ 

^_^  r*  sin  (gg) + sin  (fr  -^^  a)«-    i  *  i'i   >.:•'.:*- ii."i 


4» 


weon  r>l,  a>0,  6>0,  a  reell. 
Hieraus  folgt: 


cos 


«cos  2a     ccyijar   *      y.;.!^^     r«cosg-l 


ya     ^    yÄa    T    y3a    T^ r*«— 2r«cosa+l 

sJD«  ^  sin 2a  V  ^|58a--     -    '"i    ' ;'    '  -^^C    *.     yggifiof 

unter  denselben  Bedingungen. 


.'   f  ..  /.;    II;»  /     .  ^      •  ■       .■;       .i 

*     ?i     1.2     +  M. 2.3.4  ~•+^~'^M^'  l.i...Shi  t. : '. , 
-5 — ^— co«(rcoa9)).coa29i'f— *-- — af< — r-*«in(»coB9i>.mnCB0 


I    »1       >       I   I  I    I 


'  ■   •  •  >  .    I    »    1 


2 cos 2a)  '     6-*^in^j+ett^f  •  /  ,       •.     \       WiUi'i      \k.  •    •■    :l'M 

— j:ä— + j; sin(rcos9)cosy      /.    ;,      ,! 


_| -_ CöS^rcQS  q>)  sin  g) ; 


ll'»     -.    '.    {    J;  i!'l 


.!   i; 


^r^sin'iy      ^r^sin4y      ^  r^sinöy  ,        .     .   - 
""*     1.2     +M.2.3.4""*T2:::6+-  ^'^  '^*' 

= 2 ^-!^cair(r^os9PJll«»29  -  !>  \\  »  t 

g-rsiny  _ ^siny  ^    ^\.      '  2sin2gj 

+ ^;2 sin  (r  cos  9)  cos  2g)  +  — ^-- 

^sin(rcos9)  .sui^-|~ ^cosCrcosy) .  cos  g). 


wenn  **%.  0  un^  g>  beliebig  ist. 


e  ;    :.  ■(   '■  )/  - 

IlL 


llis  T»]»!. 


1   .  ia.3  .  I«.3a.5   ,  ia.3«.5».7  .         .  ia.3a.6«...(2i— Ij^Kgr-fl) 
2»  +  2».4«  +  P:45.6a+22.4a.62.8a+*   •+     2a.4«.6«„..^*2)?»:;, 

,      P.3<».«>..;.<2*-+l)*(2r+3) 
= ' 2i.4*«.Ä..;(2H-2;«  "• 


.  ..(*!  I-J-  >i    ':      :i    .' 
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IHIscellen. 


Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Schlomilcfa 

an  der  UnWertität  zo  Jena. 

Als  eio  etwas  frappantes  Beispiel  för  die  Lehre  Ton  den  Glei- 
changeD  zweiten  Grades  mit  zwei  Unbekannten  benutzt  man  ge- 
wohnlich die  Aufgab^:  zwei  Zahlen  zu  finden,  deren  Summe  Pro- 
dukt und  Quädratdifferenzc  gleich^  sind;  und  dieselbe  ist  anch  i« 
60  fem  itfstraküv>  als  keine  unmittelbar  gegebenen  Zahlen  in  den 
betreffenden  Gleichungen  Yorkommen.  Man  scheint  dagegen  nicht 
bemerkt .  zu  haben ,  oass  die  analoge  Frage  nach  zwei  Unbekann* 
ten,  deren  Differenz,  Quotient  und  Quadratsumme  gleich  sein  soll, 
ein  nicht  minder  nettes  Beispiel  für  die  Gleichungen  dritten  Gra- 
des darbietet 

Aus 

folgt  nämlich  zunächst 

und  ffir  y  die  cubiscbe  Gleichung : 

Durch  die  Substitution  ^i^=z  — 1  erhält  man  hieraus  die  traos- 

formirte  Gleichung 

•     '•■-•.•■■  °  ^23. 

_  auf  welche  sich    die  Cardansformel  anwenden  lässt;    iiiaii '  findet 
nämlich  / 

oder  m  Zahlen : 

.  i  ■.  ■;■  ■  ■  ■>•.•  ■     ..:■■.-.     z  =  0,89853,0..,  V-        ,.'.->  .  •■!       :•■  - . 
und -hieraus :     '  .-.*-'." 

jÄ.p;  0,304094;.... 

Der  gemeinschaftliche  Betrag  von  y — or,  —  und  x'^-^y^  enj* 
lieh  ist  ^36110 '         "  * 


JLfterarliielier  Berlelit. 

(In  Folg^  der  schon  bei  dein  Literarischen  Berichte  Nr.  XXXII.  gemach- 
ten Bemerkung  enthält  die  vorliegende  Nnmmer  eine  gröisere  Anzahl 
blosser  Titel  und  weniger  ansfuhriirhere  Anzeigen.  Die  nächste  Num- 
mer wird  wieder  eine  grössere  Anzahl  der  letzteren  bringen,  namentlich 
auch  Ton  mehreren  der  Redaction  zugesandten  Werken.) 


Oeschichte  der  Rlathematik  und 

Physik. 


Kopernik  et  ses  travaux,  par  JeanCzynski;    de  19  feuilles 
y«,  plus  un  Portrait.    Paris.  1840.    8. 


Systeme  9  Iielir-  und  IVUrterlificher. 


System  of  Pratical  Mathematics.  Pt.  L  containing  AJgebra 
and  Geometry:  being  No.  16.  of  a  New  Series  of  Sehool  Books 
by  the  Scottisch  Schooi-Book  Association.  12mo.  Edinburgh,  bd.  5s. 


Arithmetik« 


Fritsch,  Ph. :  die  Decimal-Rechnnng  und  ihre  practische  An« 
Wendung  bei  Münz-  Maas-  und  Gewichts-Ilechnungen.  Heidelbers. 
1846.    7i  Sgr. 

Herr  mann  9  Fr.  J.:  kurze  Anleitung  zur  Algebra  f&r  Gym- 
nasien und  zum  PriTa^brauch.    gr«  8«    Darmstadt  1846.    1  Tlilr. 
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Gentii,  M.E.:  Traitö  d'Alg^bre.  Premiere partie.  Paris.  1846. 

Bryce,  J.  Jud.:  Treatise  on  the  Elements  of  Algebra.  2.  edi- 
tion,  with  varioiis  additions  and  improvements.    bound  4  8.  6  d. 

Vasalliy  S. :  algebra  ad  uso  delle  scuole  della  reale  militare 
academia.    Edizione  seconda.     Torino.  1845.    Vol.  I.    8. 

Cournot^  A.  A.:  Elementarlehrbuch  der  Theorie  der  Func- 
tionen  oder  der  Infinitesimal -Aoalysis.  Deutseh  bearbeitet  von 
(..  H.  Schnuse.    2.  Lfr.     D^mistadl.  1846.    2  Thlr. 

AnLeitung  zur  Differential-  und.  Integral rechboang, 
TOB  I3r.  Ph..  }oUy>  ausserordentlichem  Profesfor  der 
angewandten  Mathematik  an  der  Universität  Heidel- 
berg.   Heidelberg.  1846.    8.    IThlr.  20Sgr. 

Der  Herr  Vf.  sagt  in  der  Vorrede:  „Meine  Absicht  wir,  auf 
einem  möglichst  elementaren  und  doch  nicht  zu  weitläufigen  Wege 
zur  Kenn&ss  der  Differentialrechnung  zu  führen,  indem  ich  mir 
vorsetzte,  för  Jene  eine  Anleitung  zu  schreiben,  welche  die  Difle- 
rentialrechnung  ihrer  Anwendung  halber  suchen,  für  die  es  daher 
erlaubt,  ja  sogar  geboten  sein  wird,  weitläufige  Erurterni^eD  zn 
vermeiden  und  der  Einfachheit  der  Herleitung,  selbst  wenn  durch 
dieselbe  von  vornherein  nicht  die  sonst  erreichbare  x^llgemeinbeit 
soglcHdk  erzielt  werdea-  solte,.  ein  entseheideiuküii  Momiiti  «liizo- 
räumen '^  und  hat  dadurch  selbst  der  Kritik  den  an  seine  Schrift 
anzulegenden  Maasstab  an  die  Haml-  gegeben.  Wir  glauben  näm- 
lich, das.«i  gewöhnliche  Praktiker,  die  in  den  Fall  kommen  koDoen, 
von  der  Differential-  und  Integralrechnung  einfache  Anwenduaeen 
zm:  maphen,  in  dieser  deutlich  verfassten  Schrift  eine  für  ihre 
Zwecke  hinreichende,  ihren  Fähigkeiten  angemessene  Belehrang 
suchen  und  finden  können,  und  empfehlen  daher  dieselbe  ihnen  zur 
Beachtung  aus  Ueberzeugung.  Dagegen  dürfen  wir  aber  auch  nicht 
verschweigen,  dass  diese  Schrift  höheren  wissenschaftlichen  Ao- 
sprücbejD  auch  nicht  im  Clntfemtesten  entspricht,  weil  sie  dem  Leser 
niel^eMe  Ahnmiggiebtvoit  der  strengen,  keinem  ZweiMi  l^eiberBIli- 
genauigkeit  Raum  lassenden  und  in  mehr  als  einer  Beziehung  waiu^ 
haft  kritischen  Behandlung  der  Differential-  und  Integralrechnang 
und  der  Analysis  überhaupt,  zu  welcher  in  den  zwei  letzten Decen- 
nien  einige  neuere  Analytiker  auf  die  rühmlichste  Weise  die  Bafai) 
gebrochen  haben,  die  aber  gewiss  auch  k;eineswegs  schon  als  ab» 
geschlossen  betrachtet  werden  d<irf.  Denn  was  auf  S.  113.  über 
diese  neue  Behandlung  unter  dem,  wenn  auch  allerdings  das  Fud* 
damentaltheorem  ursprünglich  von  Ampere  herrühren  dürfte,  dodk 
etwas  sonderbar  klingencien  Namen  „Methode  von  Amp^re^ 
etwa  gesagt  ist,  ist  nicht  geeignet,  nop  diefifer  neuen  Behandhuig 
im  Ganzen  und  Grossen  und  von  den  wichtigen,  zum  TheU  hOcbn 
allgemeinen  Theoremen,  zu  denen  dieselbe  bereits  geßihrt  bat 
auch  nur  im  Entferntesten  einen  einigermassen  hinreicheDden^Bsgrif 
za  geben.  Wollte  man  also  in  der  vorliegenden  Schrift  ein  BiU4il^ 
gegenwärtigen  Zustandes  der  höheren  Analysis  zu  finden  liofen«;)NI 
würde  man  sehr  irren.  Vielmehr  finden  sich  dieselben  höchst  miMl* 
cb^A  Anwendongen  d^r  Methode  deir  unbestinuaten  GoeflicimteiiüdBe- 
iieU^nVernnchlässigpQgen  derBaate.der  miiBndiiefa^  Reiii^B^imlim 
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dere,  den  mit  diesen  neuen  grossen  Fortschritten  der  analytischen 
Methode  gehorie  vertrauten  Analytikern  ailgemeio  bekannte,  daher 
ohne  unnfitze  Weitläufigkeit  hier  nicht  zu  wiederholende,  zu  Feh* 
lern  und  Trugschlüssen  leider  nur  zu  häufig  Veranlassung  gebende 
Ungenauigkeiten  in  dieser  Schrift  in  demselben  reichlichen  Maasse, 
wie  sie  sieh  z.  B.  in  Lacrotx's  bekanntem  kleineren  Werke,  mit 
dem  die  vorliegende  Schrift  überhaupt  eiemiich  auf  gleicher  Stvfe 
steht,  fast  auf  jeder  Seite  finden,  wobei  wir  auch  noch  bemerken 
wollen,  dass  —  nach  unserer  Ueberzeucung  wenigstens  —  die  auf 
S.  180 — 194  beigebrachten  Satze  von  der  Convergenz  und  Diver- 
genz der  Reihen  dem  ganzeh  Geiste  dieser  Schrill  zu  wenig  ent- 
sprechen und  deshalb  gewiss  überhaupt  besser  weggelassen  worden 
wären,  da  sie  ja  in  der  ihnen  hier  gegebenen  Fassung  überdies  nicht 
der  Differential-  und  Integralrechnung»  sondern  recht  eigentlich 
der  sogenannten  Analysis  des  Endlichen  oder  der  algebraischen 
AnaJysis  angehören. 

Einen  Lehrer,  der  durch  die  bloss  ()raktische  Tendenz  und  geringe 
Fassungskraft  seiner  Schüler  genöthigt  ist,  die  höhere  Analysis 
jetzt  noch  in  ähnlicher  Weise  wie  in  dem  vorliegenden  Buche  vor- 
zutragen, beneiden  wir  wahrlich  nicht!  Denn  wir  wenigstens  wür- 
den mst  in  jeder  Stunde  an  unsere  Brust  zu  schlagen  und  uns  zu 
fragen  genöthigt  seyn,  in  wie  weit  denn  die  in  scheinbar  allge- 
meiner Gültigkeit  den  Schülern  vorgelegten  Resultate  wirklich 
richtig  seyen,  und  ob  wir  dieselben  nicht  vielleicht  in  einer  ge- 
wissen Weise  am  Gängelbande  der  buchst  unwissenschaftlichen 
Metiiode  der  unbestimmten  Coefficienten  und  der  sogenannten 
Entwickelung  der  Functionen  in  Reihen,  wie  sie  im  vorliegenden 
Buche  auf  S.  110.  ganz  nach  Lagrange  in  derselben  unwissen- 
schaftlichen und  gegenwärtig  als  völlig  antiquirt  zu  betrachtenden 
Weise  wiedergegeben  worden  ist,  nur  an  der  Nase  herumCührten; 
denn»  wenn  letzterer  Ausdruck  auch  etwas  trivial  und  etwas  stark 
istf  so  ist  er  doch  nach  unserer  vollkommensten  Ueberzeugung 
för  einen  Unterricht  in  der  Differential-  und  Integralrechnung  und 
der  mathematischen  Analysis  überhaupt  nach  der  älteren  Welse 
der  allein  bezeichnende.  Strenge  Richtigkeit  der  gewonnenen  Re- 
sultate und  Einschränkung  derselben  in  die  gehurigen  Gränzen, 
über  welche  hinaus  ihre  Anwendung  unsicher  ist  und  zu  Feh)^- 
.sdlllüssen  führt,  ist  für  uns  erstes  und  wichtigstes  Haupterfordeiv- 
niss  jeder  Darstellung  einer  mathematischen  Wissenschaft,  un^ 
gegen  sie  müssen  für's  Erste  alle  übrigen  Rücksichten  aui  Ele- 
ganz, sogenannte  heuristische  oder  wohl  gar  philosophische  Ent- 
wickelung oder  wie  dergleichen  zu  benennen  sonst  noch  zuweilen 
beliebt  zu  werden  pflegt,  in  den  Hintergrund  treten.  Aber  freilich 
müssen  wir  leider  immer  mehr  und  mehr  die  Ueberzeugung  ge- 
fvinnen,  dass  die  qeu^re  kritische  Methode  bei  dem  Unterrichte  in 
der  Analysis  bis  jetzt  nur  auf  sehr  wenigen  Lehranstalten,  ja 
selbst  aui  nur  sehr  wenigen  Universitäten,  sich  Bahn  gebrochefi 
hat.  So  betrübend  dies  ist,  so  wahr  ist  es  doch.  Der  Stellung 
jeder  Universität  wäre  es  aber  doch  allein  würdig  und  lihgemes- 
Ben,  wenigstens  einen  Lehrer  zu  gewinnen,  weU^her  die  Afiäly- 
sis  nach  den  strengeren  neueren  Metboden,  als  Vertreter  dersel- 
ben ,  zu  lehren  im  Stande  und  beföbigt  wäre,  eine  Befähigung,  die 
freilich  letzt  noch  nicht  häufig  auigetroffen  wird.  Dass  Übrigens 
auch  selbst  bei  dem  Untetrichte  von  Praktikern  sich  mit  gehöriger 
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Auswahl  von  den  oeueren  Methoden  ein  verständiger  Gebraach 
machen  lässt :  dafür  liefert  das  in  Nr.  XX.  S.  3(ß.  des  Literarischen 
Berichts  angezeigte,  für  den  Unterricht  in  der  Analysis  auf  dem 
polytechnischen  Institute  in  Wien  bestimmte  Werk  von  Salomon 
einen  recht  erfreulichen  Beweis,  wie  a.  a.  O.  mit  Mehrerem  her- 
vorgehoben worden  ist,  auf  das  wir  daher  namentlich  Praktiker 
hier  gelegentlich  wiederholt  aufmerksam  machen. 

So  lebhaft  sich  auch  diese  und  ähnliche  Betrachtungen  uns 
bei  der  Ansicht  des  vorliegenden  Buchs  wieder  von  Neuem  auf- 
gedrängt haben,  so  wiederholen  wir  doch  unser  im  Eingange  aus- 
gesprochenes Urthcil  hier  recht  gern  noch  einmal,  dass  der  Herr 
Vf.  ein  für  die  gewöhnlichen,  keine  höheren  Ansprüche  machen- 
den Praktiker  m  gewisser  Rucksicht  nützliches  Buch  geliefert 
hat ;  upd  auf  eine  andere  Anerkennung  macht  ja  derselbe  laut  der 
Vorrede  in  sehr  lobenswerther  Bescheidenheit  selbst  nicht  An- 
spruch. Möge  daher  das  auch  äusserlich  recht  gut  ausgestattete 
Buch  in  seinem  Kreise  den  von  dem  Herrn  Verf.  beabsichtigteD 
Nutzen  im  reichlichsten  Maasse  stiften,  was  wir  demselben  von 
Herzen  wünschen.  Denn  es  ist  immer  schon  ein  Verdienst  ^  wenn 
durch  eine  deutliche  und  einfache  Darstellung  die  höhere  Analysis 
in  weiteren  Kreisen  verbreitet  und  derselben  neue  Jünger  gewon- 
nen werden,  namentlich  aber  auch  Praktiker  zu  deren  möglichst 
häufiger  Anwendung,  deren  dieselbe  ja  so  sehr  fähig  ist,  ange« 
regt  und  angeleitet  werden,  wozu  dieses  Buch^mitzuwirken  gewiss 
recht  wohl  geeignet  ist.  Unsere  .obigen  gelegentlichen  Auslassan- 
gen  betreffen  nur  die  leider  noch  zu  häufige  Darstellung  der  Leh- 
ren der  Differentialrechnung  im  Allgemeinen,  die  immermehr  in 
den  Hintergrund  zu  drängen  nach  unserer  Ueberzeugung  sehr 
Noth  thut,  wie  namehtlieh  auch  in  diesem  Archive  von  mehreren 
Seiten  her  schon  oft  und  gewiss  auf  sehr  eindringliche  Weise  her- 
vorgehoben und  deutlich  nachgewiesen  worden  ist.  Denn  dass 
die  neueren  Methoden,  gegen  welche  die  ältere  Darstellungsweise, 
was  nach  unserer  Ueberzeugung  gewiss  nicht  zu  viel  gesagt  ist. 
In  Rücksicht  auf  wahre  mathematische  Strenge  und  Evi- 
denz in  ein  wahres  Nichts  verschwindet,  sich  immer  mehr  Bahn 
brechen  und  dass  wenigstens  auf  jeder  Universität  ein  dieselbe  in  ihrem 
unbestreitbaren  Rechte  vertretender  Lehrer  sich  finde,  ist  jeden- 
falls im  höchsten  Grade  zu  wünschen  und  der  hohen  Würde  iKe- 
ser  Lehranstalten  allein  angemessen. 

Cauchy,  A.  L. :  Vorlesungen  über  die  Differential-Rechninig. 
Aus  dem  Franz.  übersetzt  von  Schnuse.  Zusätze.  Braonschweig. 
1846.    8.    V4  Thlr. 

Richter's  Differential-  and  Integral-Calculns.  By  J.  Antiionv 
Spencer,  B.  A.,  Assistant  Matematical  Master  in  University  Col- 
lege School.     12nio.  with  Diagrams. 

Tables  de  logarithmes  par  Jerdme  de  Lalande,    etendues 
ä  sept  döcimales  par  F.  CM.  Marie,  precedees  d'une  instracti 
etc.  par  le  baron  Reynaud.    Edition  Stereotypie.    In  16.-   de 
feuiUes  %.    Paris.  1846. 

Bildt,  G.:  logarithmiska  tabeller  for  numeral  och  trigonom« 
triska  functioner.    12.    Stockholm.  1846.    36  sk. 
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Oeometrie. 


Milter,  J.  C:  ADfaDffssrfinde  der  ElemeDtar- Geometrie.  Celle. 
1846. .  y,  Thlr. 

Baltzer,  C.  H. :  Anfangnerüiide  der  Geometrie.  Leipzig. 
1847.    8.    V,a  Thlr. 

Bender,  F.:  Lehrbuch  der  Elementar-Geometrie  zam  Gebrauch 
für  Gymnasien.    2.  Heft.   Stereometrie.   Darmstadt  1846.   %  Thlr. 

Anfangsgrunde  der  Geometrie  zum  Leitfaden  för  Lehrer  der 
Gymnasien  9  wie  auch  zum  Selbstunterricht,  verfasst  Ton  Professor 
S.  F.  Lubbe.    Mit  12  Figurentafein.    Berlin.  1846.  8.   ly,  Thk. 

Gonrö,  M.  E. :  Jemens  de  geom^trie  et  de  trigonom^trie  a 
Tiisage  des  canditats  aux  ^coles  royales  Polytechnique ,  militaire, 
navaie  et  foresti^re.    In  8.  de  ^  feuilles  ^4.    Paris.  1846. 

Gr^om^trie  descriptive  par  G.  Monge  suivie  d'une  Theorie  des 
ombres  et  de  la  perspective,  extraite  des  papiers  de  Tauteur  par 
M.  Brisson.    Septieme  edition.    Paris.  1846.    4. 

Whewell,  conic  sections:  their  principal  properties  proTed 
geometricaUy.    Cambridge.  1846.    1  s.  o  d. 

Cauchy:  Vorlesungen '  üb.  ^\q  Anwendung  der  Infinitesimal- 
Rechnung  auf  die  Geometrie.  Deutsch  bearb.  von  Schnuse.  Zu- 
Sätze.    Braunschweig.  1846.    8.    y^^  Tbk. 


Praktische  Oeometrie. 


Tonneau,  F.:  Lebens  elementaires  de  geomötrie  pratique  ap- 
pliqu^es  au  dessin  lineaire.  In  12.  de  4  feuilles,  plus  8  pl.  A 
Paris.  1846. 

Hennon,  V.:  Göod^sie  des  for^ts.  Ouvrage  tout  sp^ciaL 
In  8.  de  11  feuilles,  plus  8  pl.     Nevers.  1846. 

Pease,  W. :  course  of  practical  geometry,  designed  for  the 
higher  class  of  mechanics  ana   for  math.   schools.    8.    Edinburg. 

m04V.         M.     o. 


Bfechanifc. 


Coriolis,  G. :  Lehrbuch  der  Mechanik  fester  Körper  und  der 
Berechnung  des  Effectes  der  Maschinen.  Deutsch  herausgeg.  von 
Schnuse.    gr.  8.    Braunschweig.  1846.    \%  Thlr. 

An  Elementary  treatise  on  Hydrostatics  and  Hydrodynamics« 
By  Andrew  Searle  Hart,  L.  L.D.,  Fellow  of  Trinity  College. 
Dublin.  1846.    8.    6  s.  6d. 
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By  the  same  Author: 
An  Elementary  treatise  on  Mechanics.    8.    6  s.  6  d. 


Optik. 


Wiegmann^  U,:  Grundzüge  der  Lehre  von  der  Perspectife. 
Mit  19  Steindrucktafeln*    Düsseldorf.  1846.    8.  -  ly,  Thir. 


Astronomie. 


Mädler,  Dr.  J.  fl. :  die  Centralsonne.'  2te  amgearX).  und  er- 
weit. Aufl.    gr.  8.    Mitau.  1847.    %  Thlr. 

B  ar t h  o  1  o  in  ä i'  s  astronomische  Geographie  in  Fragen  und  Auf- 
gaben.   Jena-  1846.    8-    %  Thlr. 

Frost:  two  Systems  of  astronomy,  first,  tlie  Newtonian  System; 
second,  the  system  in  accordance  with  the  holy  scriptures.  4. 
1846.    16  s. 

Nordmark,  J.:  Globbära  och  Tidrakning  somt  Första  Gran- 
derna  i  Atrooomien.    Gefle.  1845.    32  sk. 

Argelander,  Fr.  W.  A. :  astronomische  Beobachtungen  auf 
der  Sternwarte  zu  Bonn.    1.    gr.  4.    Bonn.  1846.    geh.   5  Thlr. 

The  Nautical  Almanac  and  Astro^nomicai  £phemeris  for  the 
Year  1850.  Published  by  Order  of  the  Lords  Commissioners  of 
the  Admiralty.    Royal  8.    pp.  634.  sewed.    5  s. 

Co  Im  an,  G. :  lunar  and  nautical  tables.    8.    12  s. 

Examen  critique  de  Cosmos  de  Humboldt,  avec  Texpose  d'un 
nouveau  Systeme  ae  Tunivers  base  sur  une  loi  unique,  et  donnant 
Texplication  physique  et  rationelle  des  principes  newtoniens  par 
A.  X  Rey  de  Morande.    Paris.  1846.    8. 


Physik« 


Hessler,  J.  F.:  Handbuch  der  Physik.  Is  Hflt.  Wien.  1846. 
8.    1  Thlr. 

Petit  traite  elementaire  des  sciences  physigues.   Premiere  par^ 
tie.    IntroductioD  et  astronomie.    lo  18.  de  4  feuiUes.'  Lille.  1846. 

Meissas,  Alexandre:   notions  ölementaires  de  Physiqiie« 
Seme  Edition.    In  18.  de  9  feuiUes  %.    Paris.  1846. 
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■ 

Pinaud,  Au^.:  Programme  d'ao  coots  öl^mentaire  de  piiysi- 
que.  Quatri^me  editioii.  In  8.  de  3'2feuille8  plas  8  pl.    Toulouse  1846. 

LezioDi  elementar!  di  fisica  matematica,  date  nelP  uDirersita 
di  Corfü  neir  anno  scolastico  18^/41  da  Ottaviano  Fabrizio 
Mosotti,  profe«sore  di  meccanica  Celeste  e  fi^iea  matematica  neu' 
i.  r.  uDiversitä  di  Pisa.    Firenze.  1845.     Tomo  II.  (ultimo). 

Hellich  er,  R. :  Altes  und  Neues  aus  dem  Ge)[)iete  der  Na- 
turkunde, besonders  aber  über  Licht,  Electricität  u.  Magnetismus, 
gr.  8.    Freiberg.  1846.    V/^  Ngr. 

Neumann,  F.  E. :  die  raathematischeo  Gesetze  der  inducir- 
ten  elektrischen  Ströme.    Berlin.  1846.    4.     1  Thir. 

Pazienti,  Antonio:  deir  Azione  chimica  della  lucr,  del  calt>- 
rico,  deir  elettrico  e  dei  magnetico  sopra  i  eorpi  rnorganici;  dis- 
sertazione  per  ottenere  ia  lanrea  in  chimica.     Padova.  1846. 

Ward^s  Five  Hundred  Illustrations  to  Chemical,  Philosophi- 
cal,  Pneumatic  and  Electrical  Apparatns,  n-ith  the  Prices  afftxed. 
On  a  sheet.    2  d. 


Vermisclite  üt^hrifteB* 


C.  G.  J.  Jacob i:    Mathematische  Werke.    Band  I. 

Berlin.  1846.    4.    4  Thlr. 

■    Dieser  erste  Band  enthält  die  folgenden,   sämmtKch  aus.  dem 
Crelie' sehen  Journal  abgedruckten  Abhandlungen. 

.1.    Ueber  die  Entwicklung  des  Ausdrucks 
[a»^2aa((Bos»cosgj+sin«sin9Cos('^— ^'))  +  oV]     % 

2.  Ueber  die  zur  Berechnung  der  eHiptisehen  Function«» 
zweckmä^sigsten  Formeln. 

3.  Sur  i'elimination  des  noeuds  daas  le  probleme  des  trois  Corps.' 

4.  Theoria  nov!  mültiplicatoris  systemati  aequationum.  differen* 
tialium  vulgarium  applicandi. 

5.  Ueber  ein  leichtes  Verfahren,  die  in  der  Theorie  des  Säcu-' 
larstorungien  vorkommenden  Gleichungen,  numerisdi  au^Eulösen. 

6:  ähilla  condizione  di  uguadianza  di  dueradici  deli'  eqi^zione 
cnbica^  dalla  quäle  dipem^buo  gli  assi  principali  di  una  superficie' 
del  second'  ordine. 

7.  Neues  Theorem  der  analytischen  Mechanik. 

8.  Ueber  die  Additionstheoreme  der  AbeTschen  Integrale 
zweiter  und  dritter  Gattung. 

9.  Ueber  die  Darstellung  einer  Reihe  gegebener  Werthe  durch 
eine  gebrochene  rationale  Function. 
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10.  Ueber  die  Kreistheilung  und  ihre  Anwendung  auf  die  Zah- 
lentheorie. 

11.  Note  sur  les  fooctions  Abelieunesy  lue  ie  29.  Mai  1843  a 
TAcad.    Imp.  des  sciences  de  St.  Petersbourg. 

12.  Ueber  einige  die  elliptischen  Functionen  betreffenden 
Formeln. 

13«.  Ueber    den    Werth,     welchen   das    bestimmte    integral 

T 3 — 5--; —  för   imainnäre  Werthe  von  A   und  B 

0     1  —  ^cosg) — Bsuiq>  ® 

annimmt. 

14.  Beweis  des  Satzes,  dass  jede  nicht  fünfeckige  Zahl  eben 
60  oft  in  eine  gerade  als  ungerade  Anzahl  verschiedener  Zahlen 
zerlegt  werden  kann. 

15.  Extrait  d*une  lettre  adress^e  ä  M.  Hermite. 

16.  Ueber  die  Vertauschung  von  Parameter  und  Argument 
beider  dritten  Gattung  der  Abel' sehen  und  huhern  Transcendenten. 

17.  Ueber  einige  der  Binomialreihe  analoge  Reihen. 

18.  Ueber  eine  neue  Methode  zur  Integration  der  hyperellip- 
tischen Differentialgleichungen  und  über  die  rationale  Form  ihrer 
vollständigen  algebraischen  Integralgleichung. 

19.  Extraits  de  deuxlettres  de  M.  Charles  Hermite  äM.  Jacobi. 

Wir  sehen  dem  sehr  zu  wünschenden  recht  baldigen  Erschei- 
nen der  Fortsetzung  dieser  Sammlung,  über  deren  srosse  Wich- 
tigkeit unter  den  Mathematikern  nur  eine  Stimme  sein  kann,  mit 
Verlangen  entgegen. 

The  Cambridge  and  Dublin  mathematical  JouroaL 
Etited  by  W.  Thomson,  B.  A.  Fellow  of  St.  Peters  Col- 
lege.   Cambridge.    (S.  Nro.  XXXI.  S.  467.) 

Nos.  y.  et  VI.  On  Principal  Azes  of  a  Body,  their Moments 
of  Inertia,  and  Distribution  in  Space.  By  R.  Townsend.  —  Mis- 
cellaneous .  Notes  on  Descriptive  Geometry.  No.  I.  By  T.  S.  Da» 
vies.  —  Analytical  Investigations  of  two  of  Dr.  Stewart's  General 
Theorems.  By  T.  S.  Davies.  —  On  Arbogast's  Formulae  of  Ex- 
pansion. By  A.  De  Morgan.  —  On  Symbolical  Geometry.  Con- 
tinued.  By  Sir  W.  R.  Hamilton.  —  On  the  Rotation-  of  a  Solid 
Body  round  a  Fixed  Point.  Continued.  By  A.  Cayley.  —  On  the 
Diametral  Planes  of  a  Surface  of  the  Second  Order.  By  A.  Cay- 
ley. ^-  Sur  une  propriete  de  la  couche  electrique  en  equilibre  ä 
la  surface  d'un  corps  conducteor.  Par  M.  J.  Liouville.  —  Note  on 
the  preceding  Article.  By  W.  Thomson.  ~  On  the  Action  of  ti 
Force  whose  Direction  Rotates  in  a  Plane.  By  A.  Bell.  -^  Mathe- 
matical Notes  (Note  IB.  OntheEqüation  of  Payments.).  —  (No.,L 
of  Vol.  II.  will  be  published  on  the  Ist  of  January  1847.)      .     i. ' 


■  \ 


JLUerarliselLer   Berlelit« 


Schrifleii  Aber  Viiterrlclits-lletliode« 


In  dem  in  Maeer's  Pädagogischer  Revue.  October. 
1846.  S.  185.  ff.  abgedruckten  Aufsatze  des  Uierrn  Professors  Dr. 
Mensing  in  Erfurt:  «»Die  Gymnasien,  durch  ihre  Grund- 
sätze im  Kampfe  mit  den  Forderungen  der  Gegenwarf 
finden  sich  auch  mehrere  sehr  ^te  Bemerkungen  ifiber  den  mathe« 
matischen  und  physikalischen  Unterricht ,  weshalb  wir  diesen  in 
mehrfacher  Beziehung  interessadten  Aufsatz  den  Lesern  des 
Archivs  zur  Beachtung  empfehlen.  Besonders  unterschreiben  wir 
auch  völlig  das,  was  auf  S.  194.  und  S.  196.  über  den  geometri- 
schen Elementarunterricht  gesagt  ist,  und  tbeil^n  gadz  die  An- 
sichten des  Herrn  Vfs.  über  den  physikalischen  Unterricht.  Möge 
die  genannte»  einem  Bedürfnisse  der  Zeit  entgegenkommende 
Zeitschrift  fortfahren,  solche  mit  einer  ansprechenden  Darstellung 
wirkliche  Gediegenheit  verbindende  AufsätzQ  über  dcia  mathema- 
tischen und  physikalischen  Unterricht  zu  ver&Qien^ichen;  dann 
wird  sie  ihren  Zweck  in  Bezug  auf  diese  Unterrichtszweige  gewiss 
sieber  erreichen. 


€teseliiclif;e  der  llathenEatlk  und 

Physik. 


In  denl  Journal  des  savants.  Juiii.  1846.  finden  sich 
einige  Auszüge  aus  den  £  1  o  g  e  s  von  F  o  n  t  e  n  e  1 1  e  auf  verstor- 
bene Akademiker»  deoiii.wir  qie  folgeüdü^n  kurzen  Charakterschil- 
derungen einiger  Mathematiker  entlehnen,  die  einen  Jeden ,  der 
sie  best,  mit  jPreude  erfüllen  müssen. 

Töii  d6m  grossen  Astronomen  Gässihi  sagt  Fontenelle: 
,,Dont  l'eäiprit  ^tait^gal,trani|üiMe,  eit^pf  de  ces  vaineslnqui- 
^tudes  et  de  ces  agitations  insensees  qui  sont  les  plus  douioiffeu-, 
ses  et  les  pluH  tnclulrabtes  de  toutes  \m  matadies«  '  Un  grand  fonds 

Band  Vf..  34 
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de  religion»  et,  ce  qui  est  encore  plus,  la  pratiqne  de  la  religion, 
aidaient  beaueoup  ä  ce  calme  perpetueL  Les  cieux,  qui  racontent 
la  gloire  du  Cr^ateur,  n*eii  avaient  Jamals  plus  parle  ä  personn« 
qu'a  lui ,  et  n'avaient  jamais  niieux  persuad^.  *' 

Von  La  Hire  sagt  Foutenelle:  „Toutes  ses  journ^es  ^taient, 
d'un  bout  ä  Tautre,  occupees  par  l'ätude,  et  ses  nuits  tres-sou- 
vent  interrompues  par  les  observations  astronomiques.  Nul  diver- 
tissement  que  celui  de  clmger  le  tfavalt;  encore  est-ce  uu  fait 
que  je  liasarde  sans  eit  ^e  bfeit  ässur^;  Nul  antre  exercice  cot- 
porel  aue  d'alJer  a  L'Obserratoire,  a  TAcademie  des  scienGe»^  k 
Celle  darcMtectärcr^  SV  College  royardoiil  Ui^tMt  itmA  ytüteim^m. 
Peu  de  gens  peuvent  comprendre  )a  i'^licite  d'un  solitaire,  qai 
Test  par  un  choix  tous  les  jours  renouvele.  '* 

Ueber  Varignon  finden  sich  folgende  Bemerkungen:  „Sbn 
caractere  ötait  aussi  simple  que  sa  superiorite  d'esprit  pcavait 
le  demaiMl«:*.  J'ai  döja  donnä  cette  mome  l«aang«  ktmk  m  per- 
sonnes  de  c^tte  Academte,  qu'on  peut  croire  que  fe  ifierite  en  an« 
partient  plutdt  k  nos  sciences  qu  ä  nos  savants  *).  Je  n'ai  jamau 
vu  personne  aui  eut  plus  de  conscience,  je  veux  dire  qui  fut  plus 
a|)pliqu^  ä  sätlsfaire  exactement  au  sentiment  int^rieur  de  ses  de- 
vplts,  et  qui  se  cpntentät  moins  d'avoiF  satisfait  aux  apparencea'' 

Von  Reineau:  »,II  se  tenait,äL'öcart  de  toute  affaiie,  enoonp 
^us  de  toute  intrigue,  ei  il  comptait  pour  beaueoup  cet  avantagvy 
si  peu  rechercbö,  de  a'dtre  de  rien.  '^    ' 

Vo»  Tschirnbaui^ien:  99 La  vraie  philosopbie  afmit  fi4in6M 
ju«qtt'a  son  eoeor,  et  y  avait  ^abli  cette  d^icieusc^  tranquiUit^ 
^t  e«t  le  plus  grand  et  le  moins  recherchö  de  tous  les  bienal"  . 

-'■'  Von    Rolle:     ^^Vers  1082  an  jeune  g^om^e^   trds  mcöqiHF« 
rdsöot  d'ime  mant^r«  beüreuse  nn  probl^e  qui  TeVait  d'^fre  pri^ ' 

£«0^  Aussitot  M.  Celbert;  qui  avait  des  espions  poiitf  d^dutrit 
i  vi^Mtt  caeh^  ou  natssant;  d^terra  M.  Roll^  dans  1  e^ttr^aie  ob« 
seurit^  oiä  U  viyait>  et  Itii  donna  une  gratification  qui  deriiit'cMiAe 
mepensifio  fixe*/' 

Der  berühmte  Hydrauliker  Ritter  Giuseppe  Ventaroli^iH 
im  October  1846  zu  Bologna  gestorben.  Er  war  der  Verfasser  der 
Ricerche  suile  resistenze  che  ritardano  le  acque  cor» 
renti  ed  in  particolare  sulla  resistenzad'attrito.  Modena. 
1807.  und  der  Ricerche  geometriche  ed  idropietriche  fatte 
nella.senola  flegli  iiitf#fflieri  peintifieii- 41  ätiiae^  iiftrade 
Tanno  1821.  Milano.  1822»,  so  wie  vieler  Abhandlungen  in  den 
Commentarien  der  Akademfe  '  der  Wissenschaften  des  Instituts  ca 
Bologna^  deren  Mitglied  er  war. 


ArltlmieUlK« 
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mvt  KU  d«r  ÜbtVvrfiilbt  HH'Jriniia'  'Er«ter  TliciL    V>1'^ 
rtfAzlMlrflcNriiinr.    Mit   zw»!  Kaf'fdvtaf«!*/    Mr«i<«'rM# 

Ttixä  Handbuct^  Jer  algelira|sehen  AnälyMR  ilenHcIlim  !!#«» 
Vis-,  welcbes  Jem  bis  jeUt  in  seinem  ersten  THeile  vi.rli.-j.^^„^ 
Handbuülie'tior  Sflgeuannfen  btihern  Anulysis  s"" '■'f"^''mai»»n  uU 
■Vorläufer  gedient  hat,  i»t  im  Literar.  Her.  Sr.  XXV.  S.  3««.  nit 
••eliillirenHein  Lobe  ariirezeii;!  "orden.  Nicbt  iveijiger  Li.b  K^hSbtt 
in  allen  BeziehiingiMi  dem  yorlienehdeo  Uandliuob«  di^r  hitltttn- 
zialrcchnung.  Dasselbe  ist  ganz^  in  dem  neueren  sln-ngcn,  die 
ältere 'BehandliingsweUe  guiiz  in  den  Hintergrund  drän<.'endeu 
(■eiste  bearbeitet,  und^ewälirt  ant  eine  sehr  erfreidiuhe  Woicd 
die  Ceberzeufiung ,  dass  der  Herr  Vf.,  was  belanntlicli  nidit  gau/,_ 
leicbf  ist  und  —  yvie  m^in  sieb  leider  aüH  nuincl^eq  der  ncuestett 
Efscheinunijen  auf  dem  GeWefo  der  i|iat)jt)in«ti,$(;hen  J/iteratur  inimer 
mehr  überzeugen  nniss  —  nuLli  ijicbl  gar  zu  b^fi!;  an<>ettoffeB 
wird,  vollstiindi^  in  diesen  neueren  Geist  eirisedrungen  ist,  und 
zuajeicb  die  Fähigkeit  bekitxl,  diese  in  raelirfacher  Beziehung 
Bcnnierinen  Dinf;«  auf  eine  ansjirecliende»  na lii entlich  auch  d-n- 
Tängern  deutliche  und  dieselben  in  dieäeii  neueren  Getft  mit  mö(f- 
lichster  Leichtlgkiiit  t^infuhrendc  Aveisc  darzustellen.  Ausserdem 
ist  die  VolIständi|;keit  hervorzufaöbcn,  welche  dem  Herrn  Tf.  auf 
dem  Verhältnis» massig  nur  kleinen  liaume  Fon  zwei  nnd  zivanzie 
Bögen  zu  erreichen  gelungen  ist,  da  man  gewiss  nenij;  tvirÜicb 
[(«deutendes  in  diesem  Werke  yergeblidi  suchen  dürltc.  Zugleich 
hai  derselbe  sich  dadurch  jedenlalls  ein  besonderes  Verdienst  er- 
nprhen,  >dass  er  die  nuch  in  k«iiieni  vorhandenen  deutschen  oder 
Iranzcpsischan  *)  lyenigsfena  |in  dieser  VoJLständi^kfit  vorkonnnso* 
den 'deiiestea  Untersuchungen  Caucliy'9  Ober  die  Entwickernne  der 
^'ioictioneii  in  R^ihßri  und  die  Lehre  von  den  sogenaanteo  Kuttel- 
gribzea  der  Functionen  >  -  w^be  wir  onbedeuklicn  zu  den  nit^tig- 
sfen  ufid  scbüneten  neuern  Eroberungen  auf  dem  Gebiet«  der  Ana- 
lysiü  rechnen  (m.  Tergt,  auch  die  Abhandlung  im  Archiv.  Thl.  L 
Nr.  XLVIII.  S.  361.),  nicht  bloes  in  sein  Werk  vollständig  aufge- 
nonmien,  sondern  auch,  nas  bisher  noch  nicht  geschehen  ist  und 
was  ivir  (är  ganz  besonders  verdienstlich  hajien,  durch  eine  nicht 
geringe  Anzahl  vnn  xWfedlntesti j£b  S^lepiden  erläutert,  in  ihr 
gehöriges  Licht  gesetzt,  und  dadurch  namentlich  Anfängern  erst 
recht  zugänglich  gemacht  hat.  Eben  so  muss  auch  die  strenge 
BehandluDg  de»  Lagfknge'scfcen  Uinkebnings-  oder  ReverflioDS- 
problems  Im  neuntes  Kapttelv-dlA  sich  ebenfalU-in  dieser  neuen 
strengen  Behandlangsneitie  wobi  noch  in  keinetn  :de«tschen  Lehr< 
bm^e  findet,  der  Beachtung  der  Leser  sanz  beaonders  Amjtffdilett 
nnd'afs  ein  btsoftderes  Verdienet  des  tiei^i  Vfs;  herwitglitbobea 
werden.  Die  nichtigsten  Anwendungen  der  DilTerenzialrcchnuDg 
änf  die  (Jeöinelrie  fehlen  in  diesem  Werke  gleichfatls  nicht,  und 
änasetdeiH  versteht  es  sich  bei  einem  VerfaNsef ,  der  sich  schoä^ 
durch  eine  nicht_^eHnge  Anzahl  selliststiiiiilit^er  Arbeilen  auf  dia 
Tortbeilbafleste  Vlffe'ise  Wltannt  gemacht  hat,  wulil  von  selbst,  da«s 
en^nftdmiichcD^^slelluiigbiiltir^^fids.fehtcn,  in  welcher  Beziehung' 
Wir  ^orzflgtidh  cfts  auch  au^    diesem  Archive  ecb^>n  grüsstenÄeil» 
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bekannten  Arbeiten  des  Herrn  Vfs.  über  höhere  Differenzialqnotien 
ten,  die  sieh  den  Beifall  der  Kenner  in  Deutschland  und  im  Aus- 
lände so  sehr  erworben  haben ^   hervorheben  müssen,    da   diese 
auch  in   diesem  Werke  sehr  vollständig   und  theilweise  noch  in 
vervollkommneter   Gestalt   wiedergegeben    worden    sind.      Leider 
müssen  wir  uns   hier  mit  den    obicen  allgemeinen  Andeutangen 
begnügen,    hoffen  aber,    dass  dieselben  hinreichend-  sein  werden^ 
die  Leser  des  Archivs  auf  ein  Werk  aufmerksam  zu  machen  j  aas 
welchem    sie   sich  auf  die  leichteste  und  bequemste  Weise    eio 
Bild  von  der   die  ältere  Analysis  in  RQcksieht  auf  wahre  mathe- 
matische Strenge  und  Evidenz  so  sehr  überragenden  neueren  Be- 
handlungsweise  dieser  Wissenschaft  verschaffen  können ,  und  wün- 
schen sehr,    dass  auch  dieses  Werk  zur  immer  grossem  Verbrei- 
tung der  neueren  strengeren  Methoden  beitragen  und  es  dem  Herrn 
Verfasser,  wie  bei  dem  aus  allen  seinen  schriftstellerischen  Arbei- 
ten hervorleuchtenden  Talent  desselben  för  das  Lehrwesen  nicht 
bezweifelt  werden  kann,  gelingen  muge,  auch  in  seinem  Lehrkreise 
der  neueren  Analysis  immer  mehr  Jünger  zu  gewinnen,  ein  Wunsch, 
den  wir   hier  um   so    weniger  auszusprechen  unterlassen  können, 
weil  wir  vor  Kurzem  bei  einer  andern  Gelegenheit  (Literar.  Ber. 
Nr.  XXXIII.  S.  488.)  darauf  hinweisen  zu  müssen  glaubten^    dass 
es  namentlich  jeder  Universität  anständig  sei,   wenigstens  einen 
Lehrer  zur  gehörigen,  bei  dem  jetzigen  Zustande  unserer  Wissen- 
schaft  eine  Abweisung  nicht  mehr  zulassenden,  Vertretung  der 
neueren  strengeren  Richtung  in  der  Analysis  Zugewinnen,  so  wie 
einen  solchen  in  dem  Herrn  Vf.  des  vorliegenden  Lehrbuchs  die 
Universität,    welcher   derselbe   seine   Kräfte  widmet,    besitzt  — 
Dem  Erscheinen   des  zweiten,    die  Integralrechnung  enthaltenden 
Theils,    in  welchem  der  Herr  Vf.  gewiss  auch  der  Theorie  der 
bestimmten  Integrale  seine  besondere  Aufmerksamkeit  zu  widmen 
nicht  unterlassen  wird,    isehen  wir  mit  Verlangen  entgegen,   and 
empfehlen  das  vorliegende  Werk  nochmals  der  besonderen  Beach- 
tung- der  Jjeser.  ^  . 


Oeometrie« 


Lehrbuch  der  niedern  Geometrie  von  Dr.  ph.'Frie- 
drich  Eduard  Thieme,  Lehrer  der  Mathematik  an  dem 
Gymnasium  und  der  Gewerbeschule  zu  Plauen.  Erster 
TneiL  Planimetrie  nebst  zajilreichen  UebungsaufeafceD 
und  10  Figurentafeln.    Plauen.  1847.    8.    %  Thir. 

Das  vorliegende  Schulbuch  gehört  zu  den  verdienstlichen  Lehr- 
büchem,  welche  mit  einer  strengen  Behandlungjsweise  der  Geome- 
trie in  einem  altern  (aber  nicht  veralteten  und  nie  veraltenden) 
Geiste  den  neuern  Entdeckungen  auf  dem  Gebiete  dieser  Wissen- 
schaft gebührende  Beachtung  widmen  und  dieselben  auf  eine  Ver-' 
ständige  Weise  in  den  Schulunterricht  aufzunehmen  und  mit  ricKr 
tigem  pädagogischen  Takte  auf  eine  ftlr  denselben  angemessene 
Weise  zu  verarbeiten  suchen.  Da  es  nun  auch  eine  grosse  An- 
zahl zweckmässiger  Uebungsaufgaben  enthält,  ^nnd  sem  finewier 
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Umfang  and  sein  Preis  gerine  sind,  so  verdient  es  eewiss»  von 
Lehrern  an  huliera  Unterrichuanstalten  nicht  ganz  ao^eachtet  ge- 
lassen zu  vi'enlen. 

Programm,  womit  an  der  uffentlichen  Prfifunff  der 
Sehüler  der  Petrischale,  welche  Mittwoch  den  7.  Octo- 
her  1846  von  8$  Uhr  Vormittags  und  2^  Uhr  Nachmittags 
an  u.  s.  w.  stattfinden  wird,  ehrerbietigst  einladet  Dofe» 
toT  F.  Strehlke,  Direktor.  Inhalt:  1.  Alathematische  Ab- 
handlung des  Oberlehrers  Tröger.  2.  Schulnaehrichten. 
Danxig.    4. 

Der  Herr  Vf.  der  den  Schulnachrichten  vorauseeschickten 
mathematischen  Abhandlung  spricht  f>ich  fiber  dieselbe  auf  fol- 
gende Art  aus:  »»Die  Lehrbflcner  der  Stereometrie  enthalten  fOr 
die  Berechnung  des  abgekürzten  Kegels  in  der  Regel  nur  die 
Formeln,  nach  denen  aus  den  Radien  der  beiden  parallelen 
Flächen ,  der  HHhe  oder  Seitenlinie  —  der  kubische  Inhalt  und  die 
Seitenfläche  gefunden  werden.  Den  Gegenstand  vollstSndig  beim 
Unterricht  zu  behandeln  und  zu  zeigen,  wie  aus  drei  dieser  Stücke 
die  übrigen  berechnet  werden :  erlaubt  dem  Lehrer  die  beschränkte 
Stundenzahl  für  einen  Cursus  der  Stereometrie  nicht,  indem  ähn- 
lichen Gegenständen  dieselbe  Erweiterung  zu  Theil  werden  mütfste. 
Der  genannte  aber  ist  für  Schüler  von  besonderem  Interesse,  weil 
er  die  trigonometrischen  Functionen  in  mannigfache  Anwendung 
bringt,  und  auch  zur  Auflösung  höherer  Gleichungen  fährt,  wozu 
die  Geometrie  gewohnlich  keine  Veranlassung  giebt.  Daher  dQrfle 
diese  Berechnung  sich  wohl  för  ein  Schulprogramm  eignen,  des- 
sen Zweck  es  hauptsächlich  ist,  die  Schüler  anzuregen,  einzelne 
Lehrgegenstände  weiter  zu  verfolgen,  und  selbstständig  Arbeiten 
zu  unternehmen. '* 

Indem  wir  hierin  dem  Herrn  Vf.  völlig  beistimmen,  empfehlen' 
wir  diese  fleissig  gearbeitete  Abhandlung  den  Lehrern  an  hohem 
Unterrichtsanstalten  als  eine  Saininlun^  stereometrischer  Uebuiigs- 
aufgaben,  die  zugleich  zweckmässige  Uebnogen  in  der  Auflösung 
der  Gleichungen  nis  zum  vierten  und  zu  höheren  Graden  darbie- 
ten, recht  sehr,  und  bemerken  zugleich,  dass  der  Herr  Vf.  seine 
vollständige  Bekanntschaft  mit  dem  letztern  wichtigen  Gegenstände 
dadurch  deutlich  an  den  Tag  gelegt  hat,  dass  er  die  sicn  ihm' er-: 
gebenden  Gleichungen  immer  nach  mehreren,  nanientlich  in  neuerer 
Zeit  an  verschiedenen  Orten  mitgetheilten  Methoden  behandelt,  und 
dazu  zugleich  zu  der  wünschenswerthen  Bekannt^'erdung  dieser  neue- 
ren Methoden  in  einem  grossem  Kreise  beiträgt.  Auch  Künftige  Ver- 
fasser von  Sammlungen  mathematischer  Uebungsaufgaben  werden 
in  diesem  Schriftchen  manches  ihrem  Zwecke  Förderliche  finden', 
und  sind  daher  ebenfalls  auf  dasselbe  aufmerksatu  zu  mächen. 

Die  auf  diese  Abhandlung  folgenden  Schulnaehrichten  des 
Herrn  Directors  Strehlke  nehmen  das  Interesse  des  Lesers* 
mehrfach,  vorzüglich  aber  durch  eine  darin  geraachte  Mittheitnng 
in  Anspmch,  die  auch  hier  hervorgehoben  und  in  einem  weiteren 
Kreise  verbreitet  zu  werden  verdient.  Ein  westpreussischer  Edel-, 
mann,  Herr  Baron  von  Paleske  auf  Spengawsken  bei  Dan- 
zig,  der  schon  seit  sechs  Jahren  ein  ausgezeichnetes  englisches 
Mikroskop  und  Femrohr  und  mehrere  InrSftige  .Magnetstäbe  d^ 
Petrischnle  zur  freien  Benutzung  überliess,    hat  dem  Director  die- 


str  Lehranstalt  die  beträchtliche  Summe  von  300  Thaiern  aar 
Verfii^iig  geatellt^  um  dafür  gaoz  nach  eigener  Auswahl  und  eige- 
nem Ermessen  physikalische  Instrumente  fär  die  Petrischnle  an- 
zukaufen und  deren  Apparat  dadurch  zu  yervollständigen.  Mehr 
über  eine  solche  Handking  hier  zu  sagen,  •  Ist  unnfltz  ;*  denn  sie 
spricht  für  ^Biöb  selbst!;  2ur  weitern  Bekanntwerdung  derselben 
beizutragen, «chien  aber  auch  hier  um  so  mehr  Pflicht  zu  sein,  je 
seltener  dergleichen.  Fälle  in  unseren  Tagen- vorkommen.  Wer  an 
dem  Gedeihieo  des  < Schulwesens  lebhaftes  Interesse  nimmt,  muw 
sich  durch  solche  edle  Handlungen  in  einer  freien  unabhängigen 
Stell uii<7  sich  befindender  Männer  desto  mehr  erhoben  und  ange- 
sprochen fühlen,  je  mehr  man  sieht,  wie  stiefmütterlich  zuweilen  die 
Schulen  gerade' von  denen  behandelt  werden,  die  am  meisten  lur  ihr 
Emporkommen  sorgen  sollten,  wenn  auch  allerdings,  nameptlich  in 
neu.erer  Zeit,  ein  besserer  Sinn  in  dieser  Beziehung  schon  erwacht  ist 
und  gewiss  immer  mehr  erwac^hen  wird ;  und  möge  dieser  Sino 
sich  neben  den  Gymnasien  auch  namentlich  den.,  mehr  eine  rea- 
listische Richtuns;  verfolgenden  Lehranstalten,  die  der  AiifhülfB 
noch  sehr  bedürfen,  zuvvepdenl 

, Vorschule  der  darstellendefn  Geqrnetrte.  Voo  Dr.  4^ 
L.  Busch,  Observator  au  der  Königl.  Un'iversitäts-'SterR- 
warte  und  Lehrer  an  der  KönigT  Provinziäl-Gewerbe- 
schule  zu  Königsberg.  Mit  einem  Vorwort  von  &  6. 
J.  Jacobi,  ordcntl.  Professor  und  Mit'glied  d^r  B^rlj' 
ner  Akademie  der  Wissenschaftep.  Berlin.  6.  ttei-r 
mer.    1846     %  Thir. 

Unter  den  Hindernissen,  welche  sich  einem  erfolgreichen  Uq- 
te^richte  in   der  Geometrie   entgegenstellen,    tritt  ganz  besonders 
die  häufige  Unftlhigkeit  der  Schüler,    den  Zirkel  upd    das  Lineal 
zu  brauchen ,   hervor.  •  Wenn  die  Figuren  eranz   finfa^rh  sin4i  so 
zeigt  sich  dieser  Mangel  nicht  auffallend,  allein  hei  einigern)m»en 
zusammengesetzten  Gehilden  ist  er  oflt  die  Ursache   4es  Zurüfik- 
hleibens  selbst  fähiger  Köpfe.    Daher  kann  denn  auch  nichts  wiol|- 
ti^er   sein,  als   dass  der  Schüler  schon  fnihzeitig  gewohnt  werde, 
mit  Zirkel  und  Lineal  umzugehen.     In^  Danzige^  ^pmasium  ist 
seit  zehn  Jahren  d'^esem  Unterrichte  in  Ober-lertia  von  den  vif^ 
mathematischen  Stunden  eine  gewidmet  worden,    und- der  Erfolg 
hat  gezeigt,    dass    diese   Anleitung    zum    Construiren   flher    eine 
Menge  von  Schwierigkeiten  beim  wi^senschalUichen  Unterrichte  in 
der  Geometrie  und  Stereometrie  hinweghilft.      Den  Anfang  niac;ht 
die  Construction  einfacher  Aufgaben ,    deren  Lösung  den  .iSqbülem 
bereits  durch  frühern  Unterricht   bekannt  ist,    undT die  Zeichnung 
solcher  Figuren,    an  welchen  sie  die  Wahrheit  früher  bewiesener 
Sätze  durch  Erfalirung  bestätigt  sehen.    So  werden  z.  Q,  die  Aus- 
losungen der  Pothenotschen  Aufgabe  -  und  die  merkwürdigen  punkte 
iin   Dreiecke,   nach    der   in    der   Stunde  gegebenen  Anleitung  zu 
Ha«L3e  gezeichoetji  wie -denn  überhaupt  die  während  der    Stunde 
ll^^eichneten  Figi^ron  stets  zu  Hause  nochmals  sauber  in  grossem 
]!v(s^ts^stabe  ausgeführt  werden.    Dann  folgen  die  Aufgaben  von  d^ 
Berfhrungen.    .'  Die  Construction  derselben  wird   für  die  verr*"'" 


denen  Fälle  vollständig  sti\sgeführt,  und  diese  Zeichnungen  mfusbcii 
d^^n  später  ein  lei/cbtes  Verstäudnisf  der  Beweise  mueUch»  weni 
aiefifer  Gegensjt^j^  in  der  Geqnietrie.  behandelt  whrd.     Die  Kegel- 
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«chnftte  werde«  ejbetifalls  ironBtririrt  u.  s.  w!  Dann  folgt  das 
neiFder  Netasied^  einfachen  geometrischen  Körper  ^  welche  iroh 
den  Schülern  zn  Hanse  aus  Pappe  modellirt  werden,  den  BesofaluM 
d(M  einjährigen  Cursus  nia<ehen  die  Anfangsgrfinde  der  ProjecticnuH 
lehr^  Auf  'diese  Weise  wird  der  Unterridit  in  der  neuem  Geo« 
metrie  in  den  beiden  obern  Klassen  sehr  erleichtert,  auch  der  In 
der  Stereometrie  verliert  einen  grossen  Theil  seiner  Schwieru keit, 
indem  die  Schüler  bereits  gewohnt  sind,  sich  aoter  einer  Zeich*- 
näng  ein  k^rperUches  (rebiide  vorzustellen.  Der  Unterricht  in  det 
Stereometrie  kann  allerdings  durch  Modelle  erläutert  werden,  in- 
dessen scheint  es,  dass  man  damit  nicht  zu  freigebig  sein  dflrfe, 
denn.einmi^l  können  sie  selten  in  wflnschenswerther  Allgemeinheit 
ausgeführt  werden,  dann  aber  verwObnen  sie  auch  zu  sehr  die 
Bnkntasie  des  Schülers,  der  sich  später  von  den  venvlckelteii 
räümtlcheji  Gebilden,  für  welche  sich  Modelle  nicht  leicht  ausfüh- 
cen  lassen»  keine  Vorstellung  machen  kann.  Die  Stereometrie 
detsEt.das  Verständniss  von  Zeichnungen  körperlicher  Gebilde  voif-^ 
aus,  während  umgekehrt  die  Projectionslehre  sich  wiedi^r  auf  ()i6 
Stereometrie  gründet.  Man  befindet  sich  also  hi^r ,  strenge  genom^^ 
mein,  io  der  Yerlegebheit,  dass  man  von  dem  vorzutragenden  Ge-' 
genstande  wealgsteos  einen  Theil  als  bereits  bekannt  voraussetzen 
muss,  weshalb  ein  approximatives  Verfahren,  wie  das  oben  angedeu- 
tete. Dicht  uinpassena  erscheint.  Der  Unterricht  in  der  Geometrie  kann 
hekanntlich  nur  durch  Aufgaben,  welche  dem  eigenen  N^hdeitken 
des  Schülers  dargeboten  werden,  Leben  erhalten.  Die  Erfahnioe 
zeigt,  dass  auch  hier  die  Fertigkeit  im  Gebrauche  des  Zii'kels  ^na 
Lineals  sehr  vi^ichtig  ist.  Oft  glaubt  der  Schüler  eine  A(<ifl(isung 
gefunden  zu  haben,  —  wenn  er  sie  nun  gehurig  construirt,,  so  4^ w 
•r  bald,  ob  sie  stimmt  oder  nicht.  Im  letzten  Falle  wird  iir;Veraa-' 
laset, .  auf  eine  andere  Auflösung  zu  sinnen,  im  ersten  die  Rich- 
tigkeit nachzuweisen  :  in  beiden  Fällen  drängt  sich  ibm:  ^^^ 
liehe  Erfahrunffen  auf,  eine  ungenaue  Zeichnung  kanp  eine  richtige, 
Gon^truction  als  falsch,  der  Zufall  eine  falsche  als  richtig  erschei- 
nen lassen,  -^  der  schlummernde  Verstand  wird  geweckt.  Wenn 
hieinacb  der  Unterricht  im  Zeichnen  als  nothwendige  Propädeutäi 
fiir  den  wissenschafUicben  Theil  der  Geometrie  und  Stereometrie 
m«cheint,  so  kunn^n  wir  doch  nicht  unterlassen  ^  nuf  die  Uebel- 
stände  aufmerksam  zu  machen,  welche  auch  diese  nützliche' 
Sache  mit  sich  führen  kann.  Wer  den  jugendlichen  0eist  iek' 
Schüler  eines  Gymnasinms  kennt,  weiss  auch,  wie  leicht  das  we^ 
ii^;er  Dedeutende  mit  dem  Wesentlichen,  der  Zweck;  mit  deni' 
M^tel  vi^rwecbselt  wird.  So  kommt  es  denn  wohl  vor,  dass  gerade 
die  Schüler,  welche  im  Zeichnen  eine  besondere  Handg^schicldieh-:; 
keil;  besitzen,  sich  bald  auf  diese  so  viel  zu  Gute  thun , '  dass  sif» 
die  sajubet^  Ausföhrung  für  die  Hauptsache  ansehen,  und  derwis- 
senschaftlicben  Auffassung  des  Gegenstandes  abhold  werden,  so 
dass  sie  Beweise  für  überflüssig  ansehen,  wenn  sie  mH  ^\tkel 
und  Lineal  die  Ricbtigkeit  der  Gonstmction  erkannt  haben; ;  Das 
Verderbliche  einer  solchen  Ansicht  liegt  am.  Tage  und  der  %imtr 
wird  sich  beeilen  müssen,  dieselbe  zu  bekämpien.  Wenn  ferner 
der  Gebranch  des  Zirkels  und  Lineals  nur  auf  eine  iet  mtttlereii 
Klassen  beschränkt  und  in  den  obern  mcht  fortgesetzt  wird,^  d^ 
ist  er  nur  wenig*  pützttch.  Nur  zu  oft  glauben  die  S<chiil^  einer 
obern  Klasse,   dass  es  für  sie  nicht  mehr  ehrenvoH  sei,  das  am 
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treibeil,  was  in  der  niedern  von  ihnen  gefordert  wurde,  wie  z.  B. 
das  praktische  Rechnen  wohi  bisweilen  g&ozlich  Ton  ihnen  ver- 
nachlässiet  wird,  weii  sie  bereits  in  Quinta  damit  beschäftiet  wor^ 
den.  Solche  verkehrte  Ansichten  haben  ihren  tiefen  Grund,  und 
müssen  beim  mathematischen  Unterrichte,  wenn  derselbe  erfolg- 
reich wirken  soll,  mit  der  Wurzel  vertilgt  werden. 

Wir  haben  hier  den  Nutzen  des  Unterrichts  im  Zeichnen  tSx 
Gymnasien  und  ähnliche  Anstalten  anzudeuten  versucht;  dass  er 
fiir  technische  Anstalten  von  der  höchsten  Wichtigkeit  ist,  ver^ 
steht  sich  von  selbst.  Allein  wir  glauben,  dass  auch  hier  ein 
systematischer  Unterricht,  der  sich,  von  den  ersten  Anfangs- 
er  finden  des  linearischen  Zeichnens  allmählig  fortschreitend  zur 
Frojectionslehre  Bahn  bricht,  viel  leichter  zum  Ziele  fährt,  als 
ein  solcher,  der  mit  dem  Zeichnen jpraktischer  Gegenstände  sogleich 
seinen  Anfang  nimmt.  In  der  Runigl.  Provinzial- Gewerbeschule 
zu  Danzig  wird  seit  12  Jahren  der  Unterricht  im  Zeichnen  auf 
jene  systematische  Weise  ertheilt,  und  der  günstigste  Erfolg  hat 
sich  später  jedesmal  gezeigt,  wenn  Archltecturgesenstände  7  Maschi- 
nen u.  dgl.  an  die  Reihe  kamen.  Schüler,  welche  diese  Anstalt 
längst  verlassen  und  sich  zu  tüchtigen  Bauhaildwerkem  oder 
Maschinen-Baumeistern  ausgebildet  haben,  erkennen  sehr  hSu^ 
mit  vielem  Danke  diese  Methode  als  nützlich  an,  während  andere 
Praktiker,  welche  einen  entgegengesetzten  Weg  einschlugen,  aof 
halbem  Wege  stehen  blieben,  ohne  das  gewünschte  Ziel  za 
erreichen. 

Auch  in  technischen  Anstalten  ist  für  den  mathematischen 
Unterricht  das  linearisehe  Zeichnen  von  grossem  Nutzen,  beson- 
ders wird  die  besehreibende  Geometrie  nur  dann  mit  Erfolg  stu- 
dirt  werden  können,  wenn  die  Schüler  alle  Aufgaben  mit  Zirkel 
und  Lineal  nach  der  Anleitung  des  Vortrags,  zum  Theil  schon 
während  desselben,  in  grossem  Maassstabe  construiren. 

Der  grosse  Nutzen  des  linearischen  Zeichnens  für  di^  Züglinge 
wissenschaftlicher  und  technischer  Anstalten  kann  nicht  vencannt 
werden,  und  so  begrüssen  wir  freudig  das  vorliegende  Werkchen 
als  ein  solches,  welches  diesem  Unternchtszweige  frische  Nahrung 
darzubieten  geeignet  ist.  So  wie  das  Zeichnen  praktischer  Gegen« 
stände  ohne  Kenntniss  der  Frojectionslehre  unvollkommen  bleibt, 
so  ist  auch  die  darstellende  Geometrie  ohne  einsichtsvolle  Fertig- 
keit im  planimetri sehen  Zeichnen  nicht  zu  erwerben.  Der  Herr 
Verfasser  benennt^  daher  sein  Buch ,  in  welchem  er  mit  den  ein- 
fachsten planimetrischen  Aufgaben  den  Anfang  macht,  und  allmäh- 
lig zu  schwierigem  fortschreitet,  mit  Recht  Vorschule  der  dar- 
stellenden Geometrie.  Bei  den  Berührungs- Aufgaben  bedient  er 
sich  sowohl  einiger  der  neueren  Methoden,  als  er  auch  durch  geo- 
metrische Oerter  die  gesuchten  Punkte  bestimmt,  welches  beson- 
ders dem  Praktiker  angenehm  sein  niuss.  Die  ebenfalls  für  den 
Praktiker  wichtige  näherungsweise  Constructioo  reeelm&ssigflf 
Vielecke  giebt  er  nach  Rensddi ;  bei  einer  neuen  Auflage  würde 
er  die  schöne  Gonstruction  Sr.  Hoheit  des  Herzogs  Carl  Bernhard 
zu  Sachsen  Weiniar- Eisenach  gewiss  nicht  unbenutzt  lassen.  Für 
die  näherungsweise  Gonstruction  des  Urofangs  eines  Kreises,  des- 
sen Durchmesser   bekannt  ist,   giebt  er  drei  Auflösungen  >   von 
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denen  .die  dritte  für  die  Prazie  gewbs  aaerrichend  ist  Da  inde«- 
sen  die  neuere  Conetructionen  nocli  genauer  sind  und  keinen  gr^ 
•em. Apparat  erfordern,  so  würde  wenigstens  eine  derseliien  hier 
am  Orte  sein.  Sebr  ausführlich  ist  die  Construction  der  Kegel» 
schnitte  behandelt,  auch  hier  sehen  wir  immer  den  gewandten 
Praktiker.  Den  Beschluss  macheu  Spirallinie,  Cycloide,  Epicy- 
cloide  etc.  Die  äussere  Ausstattung  macht  dem  Herrn  Verleger 
Ehre,  auch  ist  sehr  zu  loben,  dass  die  Figuren  dem  Texte  unmit- 
telbar beigedruckt  sind.  Wir  wünschen  diesem  Werke  die  mög- 
lichst gprusste  Verbreitung,  und  hoffen,  dass  der  Herr  Verfasser 
sich  entschliessen  werde,  auch  för  die  beschreibende  Geometrie 
ein  ähnliches  Hfilfsbnch  zu  liefern. 

Danzig,  September  18.  1846. 

C.  T.  Anger. 

Nacti  der  obigen  ausführlichen  Anzeige  dur<ih  einen  .vtniig 
sachkundigen  Gelehrten  bedarf  zwar  die  Schrift  des  Herrn  Ob^er- 
Tator  Dr.  Busch  einer  Empfehlung  von  meiner  Seite  nicht  n&ehr; 
j^och  will  ich  den  •  Wunsch  auszusprechen  nic^ht  unterlassen,  das« 
diese  ihrem  Zwecke  gewiss  auf  eine  ausgezeichnete  Weise  ent- 
spcechende  Schrift  eine  recht  weite  Vorbereitung  finden  und  an  der 
sehf  x^  wünschenden  immer  grosseren  Forderung  des  betreffenden 
(Interrjc^,  4essen  vielfache  Wichtigkeit  in  der  obigen  Anzeige 
«^e^hr  deutlich  vor  Augen  gelegt  worden  ist,  auf  recht  vielen  Lehr- 
anstiüteo  benutzt  werden  mOge.  G.      «i  .  . 

Preisschriften,  gekrönt  und  herausgegeben  von  der 
Fürstlich  Jablonowski*schen  Gesellschaft  zu  Leipzig. 
LH.  Grassmann's  Geometrische  Analyse.  Leipzig. 
1847.    20  Sgr. 

Die  voq  der .  Fürstlich  Jablonowski'schen  Gesellschaft  zu  Leip« 
zig  für  das  Jähr  1845.  aufgegebene  Preisaufgabe  ist  im  Literari- 
aääeh  Berichte.  Nr.  XVItt..  S.  288.  mitgetheilt  worden  und  kanp 
dort  nachgesehen  werden.  In  dem  vorliegenden  Hefte  ist  ^e.Von 
der  Gesellschaft  mit  dem  Preise  belohnte  Abhandlung  des  Herrn 
HL  Grassmann  in  Stettin  veröffentlicht  worden.  Indem  wir 
diese  Abhandlung  den  Lesern  des  Archivs  zur  besondem  Beach- 
tung empfehlen,  bemerken  wir,  dass  Herr  Grassmann  sich  in 
derselben  mehifach  an  seine  Wissenschaft  der  extensiven 
Grösse  oder  die  Ausdehnungslehre.  Erster  Theil. 
Leipzig.  1844.  (M.  s.  auch  Archiv.  Tbl.  VI.  S.337.^  anschliesst, 
und  dass  die  erstere  Schrift  ohne  die  letztere  nicht  wohl  ganz 
verstanden  werden  kann.  Daher  hat  sich  Herr  Professor  Mößius 
In  Leipzig  um  die  Leser  und  um  die  Sache  gewiss  ein  wiesent- 
liches '  Verdienst  erivorben,  dass  er  in  einem  besondern  der  Qr^sßf 
niähü'schen  Abhandlung  in  dem  obigen  Hefte  angehängten  Ai^ 
satze:  Die  Grassmannsche  Lehre  von  den  Punktgrosseri 
und  den  davon  abhängenden  Grössenformen,  datge- 
stellt von  A.  F.  Möbius-,  diese  Lehre,  wie  er  sich  ausdfdckt^ 
„auf  eine  dem  Geiste  de^  Geometrie  entsprechendere  und  damit 
leichter  fassliche  Weise  zu  begründen  und  zu  zeigen,  wie  jene 
Scheingrössen  als  abgekürzte  Ausdröcke  wirklicher  Grössen  ange- 
sehen werden  können''  versucht  hat.    Je  mehr  uns  die  Sache  der 
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AuCmerk^nikeit  ^verth  xu  sein  scheint,  wie  itohon  Atchtv.  Theil 
VL  8.  337.  bemerkt  worden  ist,  desto  mehr  verdient  Heif  Profes- 
sor Hl  Abi  us  gewiss  Dank,  dass  er  sich  dieser  Arbelt  unter- 
zogen hati 


Hecliaiilk. 


Einladungsschrift  der  k.  polytechnischen  Schale  Id 
Stuttgart  zu  der  Feier  des  Geburtsfestes  Sr,  Majestät 
des  Königs  Wilhelm  von  Würtemberg  auf  den  27\  Sep- 
tember 1H46.  Mit  einer  Abhandlung  über  die  gezwun- 
gene Bewegung  des  Atoms  von  Professor  De  Kj^vscb. 
Stuttgart.  1846.    4. 

:  .'  Der.  Herr  Verfasser  dieser  Gelegenheitsschrift  scheint  lins 
seinen  Zweck :  die  Principien,  welche  der  Untersuchung  des  Geeea- 
standes- derselben,  über  dessen  eigentliches  Wesen  und  elgentliclie 
Bedeutung  er  sich  in  der  Einleitung  mit  Hinweisusg  auf';,CoTio• 
li-8:  Trait^  de  la  mecanique  des  corps  sötldes  et.Aueal- 
out  de  l'effet  des  machines^'  mit  hinreichender  Deutliehkrit 
und  Beibringung  einiger  erläuternden  Beispiele  aiisspricbt,  n 
Grunde  gelegt  werden  müssen,  ohne  Beihfflfe  analytisctier  Trans- 
formationen, also  übcrhaunt  ohne  einen  grossen  Aufwand  von  Cal- 
q^^  mit  alleiniger  Appeil^ktion  an  eine  gesusde  Anschauung  aus- 
einanderzusetzen,  und  dj^durch  eine  Erweiterung  des  so  wic&ti^^en 
imd  in  den  gewöhnlichen  Lehrbüchern  der  Mechanik,  wie  «r  sag^ 
äusserst  kümmerlich  behandelten  Kapitels  von  der  gezwungeiMri 
Bewegung  des  Atoms  zu  erzielen,  gut  erreicht  zu  habeUj^  weshalb 
wir  -di0se  Schrift  zur  Benutzung  bei  dem  Unterrichte  in  der  Mechar 
nur  |iQf  technischen  Lehranstalten,  auf  denen  natürlich  eine  mSg; 
liebst  .yereihfachte  Darstellung  dieser  in  mehreren  Theilen  schwieg 
rlg^n  Wissenschaft  vorzugsweise  Bedürfniss  ist,  wohl  empfehlen 
zu  dürfen  glauben.         . 


Optik. 


Optische  Untersuchungen.  Von  Johann  August  Gm- 
neri  Zweiter  Theil.  Theorie  der  achromatischen  Oli- 
lective  für  Fernrohre.  Mit  zwei  Fi£;ureptafein.  Leip- 
zig. 1847.    8.    1%  Thlr.  .    .  , 

Der  erste  Theil  dieses  Werkes  ist  im  Literar.  Bev.  N? .  XXXIL 
S.  479.  angezeigt  worden.^  Der  vorliegende  zweite  Theil  enthält 
wie  sein  Titei  angiebt^  die  Theorie  der  achromatischen  Objeotiye 
fiir  Fernruhre,  was  in  dem  Sinne  zu  nehmen  ist,  dass  bei  dieMt 
Theorie  immer  von  der  Voraussetzung  ausgegangen  wird,  daMdh 
einfallenden  Strahlen  sämmtlich  der  Axe   des   Objectivs   paNklM 
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sind,  oder  wenigsteim  von  einem  sehr  weit  von  dem  Objective 
entfernten  Punkte  kommen«  Die  Gruodformeln,  auf  welche  die 
Theorie  f^^findet  wird,  sind  in  diesem  TheUe  auf  eine  neue 
Weise  entr^ickelt  worden»  um  denselben »  eben  so  mß  den  ersten 
Theii,  möclicbst  zu  einem  (ifir  sich  seihst  bestehenden»  von  den 
im  ersten  Theile  gesehenen  Entwickelung^en  unabhängigen  Ganzen 
zu  machen.    Es  sind  zweifache  und  dreifache  achroniatische  (oder 


fernüne 

dass  sich  also  jedes  Objectiv  eben  so  gut  dialytisch  als  unter  der 
Voraussetzung  verschwindender  Entfernungen  seiner  einzelnen  Be- 
standlinsen  von  einander  berechnen  lässt,  wodurch  sich  diese  For- 
meln von  den  fröher  bekannten  wesentlich  untersoheiden ,  daselbst 
noch  J.  Hers  che  1  bei  seiner  Ent^vickelung  der  Theorie  zweifächer 
avhriNnatischer  Objeotive,  nach  welcher,  wie  Stampfer  gezeigt 
hat,  auch  die  Fraunhofer' sehen  Objectivegebautsina,  dieDickeb 
und  Entfernungen  sanz  unberücksichtigt  gebssen  hat  Ueberhaupt 
sind  alle'  Formeln  in  so  einfacher  Gestalt  dargestellt  worden,  tÜB 
es  die  Natur  des  Gegenstandes  und  meine  Kräfte  irgend  gestatte^ 
ten;  audi  habe  ich  dieselben  überall  so  weit  entwickelt,  dass. 
sich  die  numerischen  Data  unmittelbar  in  sie  einführen  lassen, 
und  nof  noch  die  Schwierigkeit  der  Auflösung  der  Endglelchun^tt 
übru^/bieibt,  welche  natürlich  bei  diesen  meistens  mehr  als  eiins 
Auflfisnng  zulassenden  Problemen  nicht  zu  umgehen  ist  Nähe^ 
rungsmethoden  sind  überall,  wo  es  nutbig  war  oder  vortlieilhaft 
a^p  sein.: schien,  angegeben  ivorden.  .  Alle  bekannten  Principe,  auf 
welqhß  man  bisher  den  Bau  acfirom^tischer  Objective  zu  gründen 
gesucht  hat,  und  eipigen^ue  von  mir.  selbst  angegebene,  habe  ich 
aijsfäbrjicb  betra^cbitet  ufi4  ^pßly tisch  entwickelt,  unter  den  erste- 
mal besonders  die  Principe  von  Euler,  Klügel  und  Littrow^^ 
Barlow,  J.  Herschel  (oder  Fraunhofer)  und  Gauss.  Die 
beiden  letzten,  namei^tlich  das  Princip  von  Gauss,  welchem. in 
theoretischer  Rücksicht  nach  meiner  Ansicht  vor  allen  anderen 
Princioei^  der  Vorzug  gebührt,  und.  nur  zu  bedäue>r|i  Ist,  dass,  so 
y}el  icii  weiss,  poch  keiq  Künstler  ein  Objectiv  nach  demselblBii 
gebaut  hat,'  h^be  ich  auch  auf  dreifache  Objective  ausfi^dehnt  und 
auch  iq  dieser  Beziehung  vollständig  änalytisjch  entwickelt^  was 
bis  jet^t  noch  nicht  unternommen  worden  ist,  'so  wie  denn  .über- 
haupt seit  den,  neuern  Ansprüchen  nicht  im  Entferntesten  inebip 
g;enü§;enden  Theorien  Eulers  und  Kluge l's  für  diese  ObJeCtltC) 
gär  nichts  von  einiger  Bedeutung  geliefert  worden  ist,  und  man 
die  Theorie  dieser  Objective;  seit Jepcr  Zeit  gewiss  sehr  nMt'tJnf 
recht  ^anz  hat  bei  Stalte  liegen,  lassen,  da  eine  Abhandlung  dßi 
sonist  sehr  verdienten  Oriani  wohl  picht  besonders  in  Anschlag 
gebracht  werden  .l^anq,  Ueberhaupt  habe  ich  in  dem  vorliegepden 
zweit^p  Theile  mein  Augenmerk  vorzugsweise  auf  eine  Vervoll- 
kommnung und  Erweiterung  der  älteren  xheorlen  gerichtet,,  iyeil 
ich  glaube,  :  dass  dadurch  bei  dem  jetzigen  Stande  der  Sache  der 
Präzis  vorläufig  pjuai  meisten  genützt  und  Vorischub  geleistet  wer- 
den kann,  und  behalte  eine  Behandlung  der  optischen  Instrumente 
ns^qh  weit  umfassendem  und  allgemeinem  Metboden,  wobei  auch 
noch  verschiedene  andere  Dinge  9ur  spräche  gebracht  werden  sol- 
en^    den  folgenden  Tbeilcn  dieses  Werks  9  deip^iieb?«  seiner  mehr- 
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fachen  Sch^vieH^keiten  i^efi^en,  und  weil  es  wenigstens  f&r  den 
Bweiten  Theil  aii  genfi^enden  und  meinem  Zwecke  eioigeraiassen 
entsprechenden  Vorarbeiten  fast  gänzlich  mangelte ,  eine  nachsich- 
tige Aufnahme  und  Beurtheilnng  wünsche,  noch  vor. 

G. 

Repertoire  d*Optique  moderne  ou  Analyse  complöte 
des  travaux  modernes  relatifs  anx  phenom^nes  de  Ja 
lumi^re;  par  M.  i'Abbe  Moigno.  Premiere  Partie.  Paris 
et  Leipsig.  1847.    8. 

rierr  Abbe  Moigno  hat  sich  bekanntlich  durch  die  Heraus- 
gabe seiner  Leyons  de  calcul  diff^rentlel  et  de  calcnl  in- 
tegral, redigöes  d'apr^s  les  m^thodes  et  les  ouvrages 
punlies  ou  inedits  de  M.  A.  L.  Cauchy  ein  so  allgemein  an- 
erkanntes Verdienst  erw  orben »  dass  wir  das  vorliegende  Werk  mit 
nicht  geringer  Erwartung  zur  Hand  nahmen,  und  zwar  um  so  mehr, 
weil  wir  von  der  Nothwendigkeit  und  dem  grossen  Nutzen  eines 
solchen  Werks  vollkommen  und  auf  das  Lebhafteste  fiberzengt 
sind^  indem  wohl  Jeder,  wer  sich  mit  einigem  Eifer  dem  iStudinm 
der  neueren,  namentlich  der  physikalischen  Optik  gewidmet  hat, 
die  mannigfachen  Schwierigkeiten  gefühlt  haben  wird,  mit  denen 
dieses  Studium  verbunden  ist,  wenn  man  sich  nicht  gerade  gaoi 
und  ausschliesslich  diesem  Gegenstande  hingeben  will  qder  kann. 
Wir  müssen  aber  offen  gestehen,  dass  wir  in  unsem  ErwartoDgeD 
mehrfach  getäuscht  worden  sind. 

In  der  in  sehr  überschwenglichen  Ausdrücken  geschriebenen 
Vorrede  erklärt  der  Herr  Vf.  auf  pag.  HL,  dass  er  in  diesem 
Werke  durchaus  nur  eine  exposition  physique,  sootenne 
seulenient  et  eiairee  par  des  formules  ei^mentaires  et 
facti  es  zu  geben  beabsichtige,  und  auf  alle  Anwendung  des 
hohem  Caiculs  verzichte.  Eine  elementare  Darstellung,  wenigstens 
in  dem  Sinne,  wie  man  dieselbe  namentlich  in  Deutschland  wohl 
zu  erwarten  gewohnt  sein  mochte,  und  wie  in  einigen  physikali- 
schen Lehrbuchern,  z.  B.  von  v.  Ettingshausen,  Augos't  u-A. 
auf  gewiss  sehr  verdienstliche  W^eise  zu  geben  versucht  worden 
ist,  liefert  die  Schrift  des  Herrn  Moigno  aber  sar  nicht,  sondern 
dieselbe,  ist  im  eigentlichsten  Sinne  durchaus  nicnts  weiter  als  dag, 
was  die  Franzosen  „üne  Analyse"  nennen,  wie  auch  auf  ihrem 
Titel  ganz  richtig  angegeben  worden  ist;  ja  man  kann  selbst  noch 
hinzusetzen:  sie  ist  wenigstens  in  ihrem  mathematischen  Theile 
vorzugsweise  oder  nur  „une  Anal^'se  des  travaux  de  Mr. 
Cauchy^',  welcher  letztere  zugleich  von  Herrn  Moigno  fast  auf 
allen  Seiten  mit  Lobsprüchen  auf  eine  Weise  wahrhaft  überschüttet 
wird,  die  einem  so  hochstehenden  Gelehrten  wie  Herrn  Cauchy 
—  dessen  grosse  Verdienste  von  Niemandem  mehr  als  von  uns 
anerkannt  werden  können,  wie  wir  auch  wohl  bei  jeder  Gelegen- 
heit bereits  zu  völliger  Genüge  bewiesen  haben  —  wolil  schwenich 
selbst  angenehm  sein  kann.  Gleich  von  vorn  herein  bedient  Heft 
Moigno  den  Leser  mit  einigen  aus  Herrn  CauchVs  Schriften 
entlehnten,   natürlich   aber  gar  nicht  weiter  begründeten  analytl- 
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Cauchv  zu  denselben  gelangt  i8t^  iniMe  denselben  gegebene  eigen- 
tbfirolicne  Forni,  Aber  nie  UWinde  der  Einführung  des  Imaginären 
in  dieselben  und  was  dergleichen  mehr  ist  und  hier  nur  andeutungs- 
weise und  ganz  im  Allgemeinen  hervorgehoben  werden  kann ,  zu 
vermitteln.  Dadurch  wird  aber  weder  dem  Physiker ,  noch  dem 
Analy^er  wahrhaft  genfitzt ,  indem  ersterer  eine  möglichst  ele- 
lienUre  und«  so  weit  es  die  Matur  des  Gegenstandes,  irgend  ge- 
stattet, strenge  Darstellung,  letzterer  dagegen  eine  recht  kläre  und 
übersichtliche,  die  eigentiidien  Hauptmomente  recht  scharf  hervor- 
hebende Darlegung  oes  Weges,  welchen  die  Analyse  genommen 
hat,  wünschen  wird..  Nach  unserer  Ansicht  wird  duner  auch  nach 
dem  Erscheinen  dieses  Werkes  des  Herrn  Moigno  ffir  jeden,  wer 
die  neuere  mathematische  Optik  kennen  lernen  will,  wie  bisher 
nichts  weiter  übrig  bleiben,  als  zu  den  Schriften  des  Herrn  C.audiy 
selbst  seine  Zuflucht  zu  nehmen,  und  Herr  Moigno  hat  nach  un* 
serer  Ansicht  durch  das  vorliegende  optisdie  Werk  jedenfalls  den 
Zwedc,  welchen  er  durch  seine  oben  angeföbrten  Lebens  de 
caicul  diff^rentiel  et  de  caicul  integral  in  mehrlacher Be- 
ziehung auf  ausgezeichnete  Weise'  erreicht  hat :  nämlich  die  Ar- 
beiten seines  grossen  Lehrers  einem  grOssern  Kreise  von  Lesern 
zugSnjglich  zu ,  lkfli[<^iieii  i0td  densetbeli!  suff^  zu  ver- 

schaKn,  nicht  erreicht  —  Die  Section  deuxiöme:  Expli- 
cation  raisonn^e  et  compar^e  des  ph^nomönes  de  I  op- 
tjique  dans  les  deux  aystdmes  der  l*ömisalon  et  desondu- 
lafiönsji  ist  zwar  ganz  ; deutlich  verfasst,  indem  sie  überhaupt 
mehr  historisch  als  scientifisch  verfahrt,  mochte  aber  }m  tianzen 
wohl  nicht  viel  mehr  liefern  als  in  den  vollständigem  physikalischen 
Hand-  and  Lehrbfichem  enthalten  ist,  wobei  auch  immer  die  Ar- 
beiten der  Fraiizosen  vorzugsweise  hervorgehoben  tind  flb^r  die 
Leijstungen  änderer  gestellt  werden.  Recht  gute  Zusammenstielhni- 
ffen  lie&n  die  dritte  und  vierte  Section,  —  die  beiden  l^tzteü  In 
dem  .ersten  Theüe,  —  von  denen  die  erste  ein  R^sumä'  4'iOp-: 
tlqite  m<^t-^crrolögique,  die  zweite  ein  R^sum^  d'Optique 
mibi^ralogique  enthält. 

',   Der  zweite  Theil  soll  enthalten:    L  la   iitt^rature    com- 

SÜte  de  Toptique  ^);.  2.  le  catologtie  raisonnä  et  figur^ 
es  prop.ositlons  ä  demontrer,  des  experiencQS  .  <|u^ 
cönstituent  la  d^monstration  et  des  appareils  ä:  raide 
desquels  se  fönt  les  experiences.  Nun,  daraus  wird  gewiss 
sehr  viel  zu  lernen  sein !  und  der  Herr  Verfasser  wird  doch  wohl 
am  Ende  unser  oben  ausgesprochenes,  vielleicht  etwas  vorschnel- 
les Urtheil  über  den  ersten  Theil  zu  Schanden  machen ,  upd.  Ä^ht 
behalten,,  wenn  er  die  Vorrede  zum  ersten  Theile  mit  den  Wortol 
schliesst:  „Nous  aurions  äinsi  comble  u(t  grand  vide,:  et  satis' 
fait  ä  un  immense  besoin.  **  —  Vorläufig  bitten  wir  aber  nur  einen 
Jeden,  bis  zum  Erscheinen  des  zweiten  Theils  zu  warten^  bevor 
er  sich  das  Werk  anschafft,  da  beide  Theile  Fünf  Thaler  netttt 


..-■  ■      .        t  ■  .         ■  • 

*).  Wel^e  man  bi*  sn  einem  gewiwee.  Zeitpenkte  tchon  In  |^Mer. 
Vollttandigkeit  in  dem  Dove'tchen  Repertoriam  findet» 

Anmerkung  de«  Setzen. 
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Physik. 
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Geschichte  des  Lei  de  nfros  tischen  PhänomeaB,  erste 

ramn 
chul< 


AbtheiluDg,  vom. Oberlehrer  Ur.  Emsmann.    (Programm 
der  Friedrich-Wilhelms-Schale  zu  Stettin,    mit 


nachrichten  vom  Director  Scheibert.)    Stettin.  4. 

Solche  Monographieo  wie  die  vorliegende  scheinen  ilns  fTfr  die 
SchnlprogramHie  sehr  geeignet  zu  sein ;  sie  nfitzen  den  Schfffflhi 
und  sind  auch  an  sich  interessant  und  nicht  ohne  wissenschaftliche 
Bedeutung.  Der  Herr  Vf.  hat  die  Geschichte  und^  Literatur  dee 
genannten  bekannten  Phänomens  sehr  ansffihrlich  mitgetheilt,  and 
die  verschiedenen  Erklärungsversuche  mit  seinen  eigenen  Ansieb- 
ten über  dasselbe  deutlich  und  vollständig  dargelegt,  so  dass  wir 
Wünschen,  er  mOge  bald  die  zweite  Abtfaeilung  nachfolgen  lassen. 


l^emilsclite  Siährlften. 


The  Cambridge  änd  Dublin  mäthematical  Jtfnrbal. 
Ktited  by  W.  Thomson,  B.  A.  Fellow  of  St.  Peter«  Cd- 
l^^ge,  Calmbridge.    (Vergl.  Lit.  Ber.  Nr.  XXXlO.  S.  492.) 

Mo.  VIL  Oo  the  Attraction  of  a  Solid  of  BevolutioD  on  •■ 
Elcxteroai  Point.  By  George  Booie.  -^  On  a  cert^  Symbolicai 
^iiation. .  By  peorge  Boole.  —  Investigation  ofcertaio  Prope^ 
tfes  of  äie  Ellipsoid.  By  Thomas.  Weddle.  —  On  Prinqipai  An» 
ot  a  Body,  their  Moments  of  Inertia,  ^  and  Distributton  in  Space* 
By  R.  'fownsend.  —  On  the  Integration  of  certaln  EquatiQiM  In 
I^mlie  Diiferences.  By  Rev.  Brice  Bronwin.  —  Oo  Symbolital 
Geometry.  Continued.  By  Sir  W.  R.  Hamilton.  —  On  the  Tbeory 
of  Involution  irt  Geometry*.  By  A.  Cayley.  —  On  a  M e6fiani<^ 
Representation  of  Electric,  Magnetic  ana  Galvanie  Fbrccis.  Bv 
William  Thomson.  —  (No.  Till,  will  be  published  on  tho'  Ist  ot 
Ma^ch  1847.) 

In  den  Bulletins  de  l'Acad^iiiie  Royale  des  sct^nce^iL 
desilettres  et  des  beaux-arts  de  Belgique.  Tome  XIK 
Ire  Partie.  1846.  Bruxelles.  1846.  8.  findefi  sich  die  folgeö* 
den  ausfilbrlicbern  Abhandlungen,  welche  der  Beaehttm^  derLeetf 
des  Archivs  empfohlen  tn  weraen  verdieneh. 

'  Note  sur  la  convergence  de  la  serie  de  Madauiin,  par  M.  !trai^ 
meripanns.    p«  63i 

Note  sur  la  convergence  des  s^ries,  par  M.  Timme rmürtiiA^ 
membre  de  FAcad^mie.    p.  140.  ~ 

Nouvelle  demonstration  d'un  lemme  et  dun  th^rtoe  de  M.  Ja- 
cob!, par  Ai  Piocb,  professeor  d'analyse  k  räoole  milHabe  de 
Belgique.    p.  151.  •     i...-. 
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(DiaMr  Anfintx  bezieht  sich  auf  «hw  an»  «Um- Ualimtitch^n 
flbetaetzta  Abhvadlinff  in  LiouVille'a  .if  »Kr'baL  'Sftpt^mbrit. 
1846.,  welche  4an  Titeiabit:  Sur  le^firinciit«.  dd  4ei(n.l«r 
mnltiplicateur  «t  «ur  soa  asag»  cdidiii«  tloAvean  prin- 
eipa  RS  'rtl<tabi%ii*}.'ipar.  H..  J«<f<bbk)'  '      i  :  '  -  :.  .  /  i. 

Du  (acteur  d'int^aticui  .  des,  ^ätuins  ,' boitiAJtiUcVt  't^ 
M:"LeYt^,ri'(:oU,  k^ll^^prä  dtf ' faatVersM /de  tiänC'ir.  159. 

,  Note  snr  lea  expreaeiAiw  dev  radnes  d'oo  Doiqfaw  fin  prpdjDH» 
infiaUi, -parALScbaar,  docteur.en.sck-ncas.  p.  2^1.  ,  ..  i  ;i 
V  ' :^r'Je')>itr^1t<<toffninnie  d«8 forces defShumi St^lh,  f)»  Aif  ilH't 
ttr6rm>kt^DS,  iUitaWi  'tm  \' Mtafifattie  ftf  prolMiMf  <s  IViiltCMW 
iW'tbntf/  p/m  ■  ■■.  ■  I  ;,-  ■;■■;  .-  ■'  '  ■■\--  ''- '  ■■'■■  *■' 
..,■■  S|)T  je«  TibcMipPf^ iju'aii  cf ^rstnit ^l^bHpie. disqa^fUiu f^;D^4f)f 
daii»:U)fe/  di^;^  iCt'awil^  D0^';e«^teaGei4'w  ifOU'^n^l  (^<^|riAVf 
dane.lop  ner&  d««!'a)ünaiix',vivaiite,  ^Exbait  aunp  lettre  ae."^^ 
E. 'WairtiHKnn,;pn(e8«eui  ä  rA^;a4^wiß,de  Lausanae,  t^&liQup? 
t«tet)-,pt,m  ..,!i.:  ,  '...■    'k,     .       ■■■■i-.;,,',. 

Snr  n*  tMottote-  de  Canchy  telKtiF  au  diiT«|Mi'peidi«t  'd»» 
fanctionci  (th  sMiM;'  pMf  H.  lj«mftrtek'''pMiCnieM"«  r4JithtertM 
d»"Gati(r.     p:  »3p.     '    ■  :         ■•    i/^:-"';-    k' 

(Bettm  Cftoctty's  netfMte  J>erflbtMe  AHMlteti:<ab«^i  die  Bh»^ 
MckdnV.d«'  FM«lfoifteil  tu  R0ih«n;  s.^^rchlr.-l^bl.  h  tS.'364i)i>.. 
^' '  läecberfiMä  xur  ies  di^tf^rminauf«,  par.JU.  jCatalaD^,T^p^t^«y)J 
krEoije  jMibrtechDique,  «ecrett^re  die  1»  Soci^tö  ^vim9■i^^^■'fi« 

^i..X^vintfceaMiiter4«faa'tz;  de«>jr  den  Lesera  .jU',Ai9%;{i 
bsld  in  emei  deutschen  Bearbeitung  hiitzutheilert  boBaii,j)  ^  f    ^■,^^^^^ 

'"''Manidtisini  ierrafttr»  (Eitrait  d\*ie  Ibflva  d«  Bl.  L^ii/oDt, 
dlm^tcür-ae  robstWAiiiw  Ho«!  !de.i.Aliniiflh';  il  HI  Qhiat  e4«it^ 
p:  5äß.       -Ün/- .."■,.■    •...    ■■■-    -      '■>-(    -  -.  -■■'■;!!  M'jl-.-h 

'  notes  .siir'.  qifetqpea  ^^stioii4,  esc^lp^eti  par' Itf.j  ^'f'^anV^ 
dans  un  n^oiotre  ii^itnV:  £tudeS  t^^.ojifrituea  e'^>6XK^riin,a|^ 
tales  surf^tabriss^inent  des  cfiarjt'eutes  a^f^noi^jaVtf«^ 
par  M.  l)emaDei^,'majuT  du  g^ii,^e,  ^.  ^fl4.  ,  ■  ,^'.7"  ,  .."' 
ÜApport  de"BI.''(>l'aha^y,'  ear  un  appanil' proprei  ft  dwabrer 
Ae  tr^-detitM  dUFäFecces  d*  (WMaion  niaom^iqa»»>  pcbpoail 
pariU.  »tiata,Ve  ßumont.  ;p^6a7.  i  1.    - 

'''"'!R«^li  t'dut  la  dfVisIoii  deä  dotultffcs  kpffoxltnattfa,  pitrlKyät^ 

hülst,  inembie  de  l'Academie.    ö.  Ö961 

(Auch  diesen  nur  liurzen  Aufsatz  hoffen  wir  den  Lesern  des 
Archivs  bald  in  einer  deutschen  Bearbeitung  mittheilen  zu  ItSnnen.) 

Note  sur  remploi  des  d^iväaa  en  Algibre,  parM.  Lamarle, 
professeur  k  l'Universit^  de  Gatid.    p.  6w. 

Mbt«  W  Ik  doflyergence  dB  lahÄfie  rfe  l'ayitff.pai'^. 'bÄ''" 
mar le  etc.    p.  724. -'-t  ■     •■'     '  --■  ..        -  '■  -'■■■    ' 

StirrteH^s;i'Hde'<IAleU  da"0  OeteW  I8l7,  jKrf  M.  tiiÜ^fi 
aide  ä  l'Observatoire  Royal  de  Bmxelles.    p.  728. 
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Sur  lea  aurores  bonktles,  la  luniidre  zodiacale  et  les  ^toiles 
filanteB.  (Extrait  d'une  lettre  adre^see  a  AL  Quetelet,  par  H. 
Ed.  Herrick,  de  New-Haven,  Etats  Unis.)    p.  744 

Sur  la  dedinaison  magn^tiqae  et  ses  variations  k  Cracoyie. 
(Extrait  d'une  lettre  de  M.  Weisse»  directeur  de  l'ObserFatoire, 
äM.  Quetelet)    p.  751. 

Wir  kSnnen  der  Beschränktheit  des  Raumes  wegen  nur  diese 
erdsseren  Aufsätze  hier  namhaft  machen;  ausser  aenselben  ent- 
hält aber  dieser  812  Seiten  starke  Band  noch  eine  Menge  Vorzüge 
lieh  von  Herrn  Quetelet  herrOhrender  sehr  interressanter  kiSrze- 
rer  Aufsätze  und  Mittheilungen,  hauptsächlich  über  die  Ph^no- 
m^nes  p^riodiques,  die  auch  in  naturhistorischer  RCcksicbt 
vdk  grossem  Interesse  sind,  und  das  Blühen  u.  s«  w.  der  Pflan- 
zen, den  Zug  der  Vogel  und  ähnliche  Erscheinungen  in  der  Natur 
betreffen.  Auch  der  Aufsatz:  Sur  les  indlens  O-Jib-Be- 
Wa's  et  les  proportions  de  leur  corjps,  par  M.  A.  Quete- 
let bietet  vielfaches  Interesse  dar,  da  Herr  Quetelet  die  An- 
wesenheit von  zwQlf  Indianern  vom  Stamme  der  0-Jib-Be-Wa*s  be- 
nutzte, um  an  denselben  Messungen  anzustellen,  und  -  dieselben 
dann  mit  andern  an  Belgiern  von^  vorzüglicher  Grosse  und  Schön- 
heit des  Körpers  angestellten  Messungen  zu  vergleichen. 

Herr  Quetelet  sagt  am  Schluss  seines  Aufsatzes:  „Ces  rap- 
prochements  <(ont  bien  propres  k  dätruire  les  pr^jug^s  qui  existent 
au  sujet.de/s  Indiens.  On  voit  que  leur  conformation  est  k  pea 
prös  exactement  la  n6tre,  et  que  si  eile  lui  est  sup^rieure  soos 
plusleurs  rapports,  cet  avantage  brovient  de  la  facilitö  qn^ont  les 
diffärenties  parties  du  corps  ä  se  a^velopper  avec  plus  de  libert^ 
et  par  des  exercices  plus  avantageux. ''  —  Messungen  der  SübM 
mit  dem  Dynamometer  von  Regnier  fiden  aber  aoch  zum  To^ 
theil  der  Indier  aus. 

'Man  erkennt  aus  dem  Obigen  die  ReichhaItijB;keit  dieser  Bul- 
letins, und  wir  werden  von  jetzt  an  deren  Inhalt  m  imaern  Litenr 
rischen  Berichten  um  so  mehr  fortwährend  vollständig  angÄeii^ 
weil  mit  dem  vorher  angezeigten  Bande  eine  neue  Aera  der  Brflf- 
s^ler  Akademie  beginnt,  indem  dieselbe  s6it  dem  Anfimge  d« 
Jahi'es  1846  durch  die  Munificenz  des  Königs  Leopold  mit  eher 
dritten  Klasse  (Clässe  des  beaux-arts)  vermehrt  und  überhaupt  in 
mehreren  Beziehungen  vervollständigt  und  erweitert  worden  i^ 
weshalb  die  Akademie  seit  dem  «^hre  18416  auch  „Acad^mie 
Royale  des  sciences,  des  lettres  et  des  beaux-arts''  helsst  Einige 
der  obigen  in  mehrfacher  Beziehung  interessanten  AnGiätxe  sollen, 
wie  vorher  schon  bemerkt  worden  ist,  im  Archive  in  dentscbes 
Bearbeitungen  mitgetheilt  werden. 


D  r  u  ck  f  e  h  1  e  r  r 

TheU  VII.  S.  387.  Z.  2.  v.u.  und  S.388.  Z.4.,s.m.  (--.l)«^lttri|L 
TheU  IX.  Heft  I.  S.  48.  Z.  8.  s.  m.  JT  fär  :r.  .  ,   .!     ,i 

Theil; IX;  IJefi;  I.  S.  8&  Z.  24.  s.  m,  Körper,  statt  Kjlrp^n 


ülterarlisclLer   Serlelit. 


C^eschichte  der  lüatliematik  und 

Physik. 


M^moije'SHr  la  vle  et  les  travaux  de  Simon  Stevin. 
Par  Steichen^  doctear  en  sciences  mathematiquea  et 
phyaiquea»  et  professeur  de  m^canique  rationnelle  et 
de  m^caaique  appliquöe  k  l'äcole  miiitaire.  Bruxelles. 
VM6.    8. 

Die  kleine  Schrift  von  Herrn  Quetelet  über  Simon  Stevin 
igt  im  Literariscfaen  Berichte  Nr.  XXVII.  S.  393.  angezeigt  wor- 
den. In  dem  vorliegenden  grösseren  Werke  giebt  Herr  Professor 
Steichen  vorzugsweise  eine  sehr  dankenswerthe  Analyse  aller 
von  Stevin  herausgegebenen  Werke»  and  wir  halten  diese  Schrift 
daher  für  einen  nicht  unwichtiiren  Beitrag  zur  Geschichte  der 
liathematik.  Nach  der  8.  6.  una  8.  7.  von  dem  Herrn  Vf.  gese- 
henen Aii£iähliing  sind  die  von  Stevin  herausgegebenen  Wem 
folgende: 

Un  Trait^  d'arithm^qu«  et  d'algdbre  (jrabliö  en  1585). 

Une  Table  d'int^^t  et  de  l'argent  (l6Si). 

La  Statique  comprenant  THydrostatique  (1586). 

L'lovention  de  la  dime,  faisant  suite  ä  rArithm^tique  (1585). 
.     Un  Trait^  de  fortification ,  en  15d4.    (Biblioth^ue  de  Leyde.) 

La  Cosmographie»  qu'il  composa  dans  rinterralle  de  läOO  ä 
1608»  et  qui  est  irnjirimee  parmi  ses  oenvres  flamandes,  en  denx 
tomes,  dont  le  premier  panit  en  1505  et  le  second  1508.  (Edition 
qui  se  trouve  k  notre    bibliotheque   royale  et   qui  est  loin  d'dtre 

coropUteO 

La  Castramentation ,  publik  en*  1617. 

La  Fortification  par  ^eluses  (1618). 

La  Dialectiqae,  que  l'auteur  fit  aussi  publier  en  1585,  unpeu 

aY^nt  TArithm^tique. 

Sa  Vita  politica,  ^ui  date  de  1590« 

Daos  son  Arithmötique  et  Algdbce  se  trouveut: 

Band  IX.  35 
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La  Traduction  des  auatre  premiers  livres  de  Diophante; 

Un^Traitä  des  granaeurs  incomniensurables ; 

L'Explicatioii  laconiaue  du  lO^  livre  d^Euciide ; 

Une  Geometrie  pratfque; 

Un  Traite  de  la  tenue  des  livres,  publie  en  1608. 

Die  Analyse  der  nnlitairischen  Werke  rührt  vou  dem  HerrD 
Alexis  Brialmont,  aueien  eleve  de  Tecole  militaire, 
sous-lieutenant  da  ^enie,  her. 

Die  zweite  Abtheilung  des  Werks  liefert  auf  pag.  171.  hu 
pag.  242.  sehr  dankcnswerthe  Notes  et  eclaircissements. 

Ueber  Stevin's  äusseres  Leben  ^var  im  Ganzen  wenie  lu 
sagen,  jedoch  hat  der  Herr  Verfasser  auch  in  dieser  Beziennog 
alle  ihm  zugänglichen  Quellen  treulich  benatzt,  wenn  auch  iqnter 
die.  Aual^'se  !der  Werke  SteViu^a,  nameiäiicli'flhr  deA'Mttd«ia- 
tiker,.die  Hauptsache  bleibt. 

Nun,  wir  empfehlen  diese  Schrift  nochmals  den  Liebhabern 
der  Geschichte  der  Mathematik  zur  Beachtung. 

••  mm   •  •  9^0^  M  h     f       -.    i         -14  1    ■ 

.     .  »^  "  ■        'J  ^   '  ■  *    . 

Aritliiiietik. 


Lehrbuch  der  Arithmetik  für  höhere  Bildnngsau- 
stalten.  Aus  historiseheD  und  psychologisdieB  Grund- 
lagen für  die  Zwecke  des  Unterrichts  neu  entirickelt 
von  Dr.  Theodor  Wittstein.  Die  OperatiötieA  'an  xu* 
sammengesetzten  Zahlen.    Hannover  1846.    8.     Ys  Rtliln 

Der  erste  Theil  dieses  ^mpfehlenswerthen  l^ehrlitel|it  ist  1» 
Lfterar.  Ber.  Nr.  XXVIIL  S.  413.  angezeigt  wordeft,  ulid  das  doit 
ausgesprochene  Ürthell  gilt  ganz  auch  von  dem -vorliej^eiidefi  ^wci* 
ten  Theile,  weshalb  wir  uns  hier  mit  der  Angabe  des  fhlililtA  k- 
ghQgen  können.  Erster  Abschnitt  Rechnun^i^fit  küsam" 
mengesetzteii  Zahlen  im  Allgemeinen.  jÜecfb.üung  i^ 
Summen  und  Producten.  Rechnung  mit  Potenzen.  Recfanuntff  mit 
Logarithmen.  Zweiter  Ahschniti,  Theorie  der  Gleichimf- 
gen.  Rechnung  mit  Gleichungen.  Auflösung  der  Gletcbnoffeli. 
Dritter  Abschnitt  Theorie  der  Zahlensysteme,  iädi- 
tion  und  Subtraction.  Mnitiplication  und  Division.  'Potemeirungiiiid 
Wurzelausziehung.  Vierter  Abschnitt  Tiieilbarkait  d.^ka- 
discber  Zahlen.  Kennzeichen  der  Theilbarkelt  g^iiae^ •  ZaMeu. 
Entstehung  geschlossener  und  periodischer  DecimalbrQch^.  Fünf- 
ter Abschnitt  Theorie  der  logarithmiscben  Svstejae- 
Berechnung  der  Logarithmen.  Conatruction  und  Gebraucn  der  b* 
garitbmischen  Tafeln. 

Man  sieht  hieraus,  dass  das  Buch  auf  sehr  geringem  RaffM 
(nur  137  Seiten)  Vieles  in  sehr  einfacher  Darstellung  up4i  VMr 
Wickelung  giebt.  Auch  aus  der  Theorie  der.  Zahlen,  9.  j^fi  der 
Ferma tische  Satz^  kommt  Einiges  vor«  und  da^  Buch  ver 
dient  jedenfalls  zu  allgemeinerer  Beachtung .  empfohlen  x«  werden. 

Die  Buchstabenrechnung  und  Lehre  von  den  Ißl^l- 
chungen.     Mit    einer   San^mlung    von   AufgäbeiL    -'Voa' 
F.  Rummer,   L^hlrer  dtfr  Mathematik  an  der^hShWren 
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Bfireerschule '.und   Hauptitihrer   der    Gewerbtfchule    zu 
Ueidfiiberg.    Heidelberg.  1847.    a    1  Rtbir. 

Ein  zwar  ^aiiz  elementares,  aber,  wie  es  scbeiht,  r^cbt  prak- 
tiaches  und  seinem  Zwecke  gut  enteprechcnde«  Buch,  welches 
zugleich  eine  sehr  reichhaltige  iSanimlung  von  Uebungsaufgaben 
darbietet,  und  in  der  That  diefiSlelle  eines  kurzen  Lehrbuchs  und 
einer  Aufgabensammlung  für  erste  Anfanger  in  der  fiuchsta}>en- 
recbnung  und  Algebra  zudeicli.  vertreten  kann.  Dasselbe  enthalt 
die  gewohnliche  Buchstabenrechnung  mit  Einschluss  der  Lehre 
von  den  Logarithmen,  ,die  niedern  Keihen,  die  Gleichungen  des 
ersten  und  des  zweiten  Grades';  die  Anfangsgründe  der  unbe- 
stimmten Analytik«  die  Zirt)3-nn({' Rentenrechnung.  Wir  glauben, 
dass  das  Buch  seiner  vorherrschenden  praktischen  Tendenz  wegen 
namentlich  den  Lehrern  an  mehr  einer  praktischen  Richtung  fol- 
genden Lehranstalten  zur  Beachtung  empfohlen  zu  werden  verdient. 

Algebraische  Aufgaben  deä  ersten  und  zweiten  Gra- 
des, von  Miles  Bland.  Nach  der  'Sien  Ausspähe'  'des 
englischen  Originals  für  deutsche  Schulzw-ecke  b^nr- 
beitet  von  Dr.  Christ.  Heinr.  ij^agel,  Rector  der  R^al- 
anstalt  in  Ulm.    Stuttgart.  1B47.    1  Rthlr.  6  Sgr. 

Mile«  Bland  ist  der  englische  Meier  Hirsch  und  der  Herr 
Ueberselzer  hat  gewiss  auf  den  Dank  aller  Schulmänner  für  seiqe 
Arbeit  zu  rechnen,  schon  der  nicht  uninteressanten  Vergleicbuns 
«regeo.  Aber  auch  die  Sammlung  an  sich  ist  sehr  reichhaltig  uba 
unterscheidet  sich  namentlich  dadurch  von  den  ähnlichen  Bdchern 
io  Deutschland,  dass  den  Aufgaben  theils  die  vollständigen  Auf- 
lösungen, theils  nur  die  Resultate  derselben  beigefugt  sind,  was 
(gewiss  Manches  für. sich  hat  Der  Umfang,  den  diese  Sammlung 
.in  der  Uebersetiung  —  da  der  Herr  Uebfsrsetzer  Einiges  aus  dem 
Originale  wegzulassen  für  zweckmässig  befunden  bat  —  in  wis- 
Benschaftlicher  Rücksicht  einnimmt,  ist  zwar  duT(;h  den  Titel  hio- 
reicbend  bezeichnet^  inde^is  wollen  wir  den  Inhalt  im  Folgenden 
noch  etwas  >  bestimmÜßr  angeben. 

/.  HaupttheiL  Algebraische  GleichunfjfenvolHerst67i 
und  zweiten  Grade.'  J.  Abtheilung.  Gleichungen  vom  ersten 
Grade  mit  Einer  unbekannten. Grösse.  JUL  Abtheilung.  Gleiehun- 
gem  vom  ersten  Grade  mit  mehreren  unbekannten  Grössen.  III.  Ab- 
theilung. Reine  quadratische  Gleichungen,,  nebst  Gleichungen 
von  höheren  Graden,  welche  ohtte  Ergänzung  des  Quadrats  geßist 
werden  können.  IV.  Abtheilung.  Unreine  quadratische  Glei- 
chungen mit  £iner  unbekannten  Grösse.  V.  Abtheiiung.  Un- 
Mlne  quadratische  Gleichungen  mit  awei  unbekannten  Grössen.  — 
-//:  WüMpttheiL  Aufntk'beny  weither  auf  algebraische  Glei- 
chungen führen.  1.  Abtheilung.  Aufgaben,-  welche  auf 
Gleichungen  vom  ersten  Grade  mit  Einer*  unbeluinnten  Grösse  fäh- 
ren. II.  Ab  t  h  e ii  u  n  g.  Aufgaben ,  -  welche  auf  Gleichungen  <vom 
ersten  Grade  mit  zwei  unbekannten  Grossen  ftihfen.  HI.  Abthei- 
lung. Aufgaben,  welche  auf  reine  quadratische  Gleichungen  od#r 
auf  Gleiohüngen  von  higheren  Graden  iiuhr0n^  die  ohne  Ergänzung 
des  Quadrajts  gelöst  werden  können.  IV.  A;b  t  )i e  i  iupi  g.  Amgaben, 
-welche  aU|  unrejine  qu^r^tisch^  Qieichungen  fuljireni.  Y.  Abthei- 
iung. Att%aben  Qberaritbiuotij$qheund  g,eaBietri;|bcbe  Progressloneti. 

33* 
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Jede  Abtheilung  enthält  Aufgaben  mit  und  ohne  Auflu^ungeD: 
för  die  letzteren  sind  die  Resultate  der  Auflösungen  am  Ende  zu- 
sammengestellt. 

De  spectatissimis  quibus  aequationes  altioris  gra- 
dus  numericae  solvuntur  methodfis  dissertationem  ma- 
thematicam  scripsit  Dr.  C.  Weissenborn,  Berolini.  1847.  8. 
12  Sgr. 

Diese  Dissertation  enthält »  ohne  auf  eine  gewisse  Selbsstan- 
digkeit  Anspruch  machen  zu  dürfen  ^  eine  kurze  und  einfache, 
ziemlich  deutliche  Darstellung  der  bekanntesten  älteren  und  neue* 
ren  Methoden  zur  Auflösung  der  numerischen  Gleichungen,  läset 
aber  rücksicbtiich  der  Vollständigkeit ,  namentlich  in  theoretiscber 
Beziehung,  Vieles  zu  wünschen  übrig.  Denn  dass  z.  B.  die  so 
wichtige  Lehre  vom  Excess  der  gebrochenen  rationalen  algebni- 
sehen  Functionen  und  deren  Anwendung  zur  Bestimmung  der  An- 
zahl der  zwischen  gegebenen  Gränzen  liegenden  reellen  Wurzdiiy 
sowie  deren  Anwendung  zur  Bestimmung  der  Anzahl  der  zwischeo 
gegebenen  Gränzen  liegenden  imaginären  Wurzeln  einer  gegebe- 
nen Gleichung  (m.  s.  Archiv  derlVIathem.  und  Phys.  Tnl.  L 
S.  19.)  ganz  fehlt,  ist  doch  kaum  zu  billigen.  Auch  hätte  über 
Cauchy  s  schöne  Methoden  zur  Auflösung  der  numerischen  Glei- 
chungen (m.  s.  Supplemente  zu  dem  mathematischen 
Wurterbuche.  Tbl.  II.  Art.  Gleichung)  wohl  Einiges  gesagt 
werden  sollen.  Ueberhaupt  liefert  also  diese  Schrift  —  ohne  dass 
wir  uns  hier  auf  weitere  Einzelnheiten,  einzugehen  einlassen  kön- 
nen —  kein  deutliches  und  einigermassen  vollständiges  Bild  vod 
dem  gegenwärtigen  Zustande  der  Lehre  von  den  numerischen 
Gleichun^n,  und  enthält  grösstentheils  nur  allgemein  bekannte 
Dinge.  Daher  hätte  der  Herr  Vf.  erst  noch  tiefere  Studien  raadien 
sollen,  bevor  er  mit  dieser  Schrift  —  da  dieselbe  einige  eigen- 
thOmliche  Untersuchungen,  die  man  wohl  namentlich  in  einer  Dia* 
sertation  wenigstens  in  dem  Kreise  derjenigen  Ansprüche ,  die  man 
an  solche  von  Anfängern  zu  verfassencfe  Schriften  zu  machen  sick 
berechtigt  halten  darf,  zu  finden  hoffen  dürfte  —  gar  nicht  enthält, 
öffentlich  hervortrat.  Enthält  eine  solche  Schrift  wie  diese  keine  eigen* 
thiimlichen  Untersuchungen,  so  muss  sie  wenigstens  in  der  Da^ 
Stellung  des  Bekannten  mit  möglichster  Kürze  hinreichende  Voll- 
ständigkeit verbinden.  Wer  aber  das  Bekannteste  über  die  Theorie 
der  numerischen  Gleichungen  in  kurzer  Zeit  einigerniassen  kennen 
lernen  will,  und  selbst  erst  Anfanger  in  diesen  Dingen  ist,  mag 
immerhin  fiir's  Erste  zu  der  vorliegenden  Schrift  greifen. 

Der  Geist  der  mathematischen  Analysis  und  ihr 
Verhältniss  zur  Schule  vom  Professor  Dr.  Martin  Ohm. 
Zweite  Abhandlung.  Auch  als  Anhang  und  Kommentar 
zu  seinen  verschiedenen  Lehrbüchern.  Mit  einer  Fiffu- 
ren-Tafel.  Auch  unter  dem  Titel:  Der  Geist  der  Diffe- 
rential- und  Integral-Rechnung.  Nebst  einer  Denen- 
und  gründlichem  Theorie  der  bestimmten  Integrale 
von  Dr.  Martin  Ohm.    Erlangen«  1846.    8.    1  Rthir. 

„In  dem  1842  erschienenen  „Geist  der  mathematischen  Anir 
lysis"  —  sagt  der  Herr  Vf.  in  der  Vorrede  —  „habe  ich  es  vei^ 
sucht,  den  mnern  wissenschaftlichen  Zusammenhang  der  LehfW 
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der  Elementar -AnalytiiH  kurz  hervorzuheben.  Denselben  Zweck 
hat  die  gegenwärtige  »^  Abhandlung'^  in  Bezug  auf  die  Differential  • 
und  Integral-Rechnung,  welche  daher  in  Bezug  auf  jene  die  ,,2weite'' 
genannt  werden  kann.  Im  Verlaufe  dieser  gegenwärtigen  ist  daher 
jene  allemal  als  ,, Erste  Abhandlung^  citiri  Da  der  Vf.  auch  fOr 
jLeser  schreibt,  die  sich  nicht  gerade  ausschliesslich  mit  Mathe- 
matik beschäftigen,  die  aber  mit  der  Wissenschaft  Schritt  zu  hal- 
ten wflnschen,  so  ist  hie  und  da  Sorgfalt  angewandt  worden,  durch 
nähere  Erörterungen,  durch  kurze  Ausfiillimg  von  Lücken  ein  leich- 
teres Verstand niss  zu  vermitteln,  was  andere  Leser  für  überflfis- 
•ig  halten  müssen.  Ein  Schriftsteller  muss  suchen,  in  dieser  Hin- 
sicht die  rechte  Mitte  zu  treffen." 

Der  Inhalt  ist  folgender.  Auf  eine  42  Seiten  lange  Einleitung 
folgt  der  Geist  tfer  Differential'  und  Integral-Rech- 
nung, welcher  aus  fünf  Kapiteln  besteht.  Erstes  Kapitel. 
Die  gesammte  Ableitungs-Recnnung.  Zweites  Kapitel.  Inte- 
grale entwickelt  gegebener  Functionen.  Drittes  Kapitel.  Ueber*. 
0ing  der  Form-Gleichungen  in  Zahlen-Gleichungen.  Ueber  den 
Gang  der  reellen  Werthe  einer  Function.  Der  Lagrunge-Taylor'sche 
and  der^  Lagrange -Maclaurin'sche  Lehrsatz.  Die  Leibnitzische 
Differential-Rechnung.  —  Viertes  Kapitel.  Von  den  numerisch- 
bestimmten  Integralen.  Fünftes  Kapitel.  Von  den  numerischen 
unendlichen  Reihen  und  von  den  numerisch -bestimmten  Integralen 
mit  unendlich -grossen  Grenzen. 

Wir  können  über  diese  Schrift  nur  so  viel  sagen,  dass  die- 
selbe ganz  in  dem  bekannten  Geiste  des  Herrn  Vfs.,  welcher  nach 
unserer  Ueberzeugung  nicht  der  eigentliche  und  wahre  Geist  der 
i^engeren  neueren  Analysis  ist,  verfasst  Ist,  wobei  wir  übrigens 
dem  bekannten  Streben  des  Herrn  Vfs.  nach  Systematik  und  All- 
semeinheit gern  alle  Gerechtigkeit  widerfahren  lassen.  Auf  Neu- 
heit Anspruch  machende  Resultate,  die  aber  in  dieser  Schrift,  da 
der  Herr  Vf.  in  der  Vorrede  sagt,  dass  er  auch  für  solche  Leser 
schreibe,  die  sich  nicht  ausschuesslich  mit  Mathematik  beschäfti- 
gen, wohl  auch  nicht  zu  geben  bezweckt  worden  sind,  haben  wir 
m  dieser  Schrift  am  allerwenigsten  gefunden. 

Auf  eine  ausführlichere  Kritik  uns  einzulassen ,  gestattet  der 
Zweck  des  Literarischen  Berichts  im  vorliegenden  Falle  nicht,  und 
wir  verzichten  auch  um  so  lieber  auf  eine  solche  von  unserm 
Standpunkte  aus,  weil  wir  uns  dann  wahrscheinlich  auf  eine  ähn- 
liche lan^  Diatribe,  wie  sie  dem  Herrn  Professor  Kummer  in 
Breslau  in  der  Vorrede  zu  der  vorliegenden  Schrift  zu  Theil  ge- 
worden ist,  gefasst  machen  müssten,  die  wir  aber  dem  Herrn  Vf., 
um  seine  gewiss  höchst  kostbare  Zeit  zu  schonen,  gern  ersparen 
möchten ,  und  zwar  um  so  mehr ,  weil  dieselbe  filr  uns  selbst  doch 
ganz  ohne  Nutzep  sein  würde. 

Raabe,.  J.  L.,  Die  Differenzial-  und  Integralrechnung  von 
Gleichungen  zweier  und  mehrerer  Variablei|.  Der  Differenzial-  und 
Integralrechnung  zweiten  Theils  zweite  und  letzte  Abtheil.  gr.  8. 
Zürich.  1847.    SVs  Rthhr.  . 

Doctrinae  serierum  infinitarum  exercitationes.  Aue- 
tore  Mag.   Em.    Gabr.   BjOrUng,   ad  Reg.  Acad.  Upsal. 
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Math.  Doc,  ad  Rep^.  Gyinn.  Aros.  Math.  lect.  dcsign..  Reg. 
societ.  scient,  Upflal.  meiilbro.  Pars  Ilcla.  (£x  Acti« 
Reg.  Societ.  Scient.  Upsal.)    IJpsaliae.  MDCCCXLVI.   4. 

Die  erste  Ahtheilung  dieser  Ahhandlune  ist  im  Literar.  Ber. 
Kr.  XXXI.  8.  458.  angezeigt  worden;  wir  Können  also  den  dort 
angegebenen  Hauptzweck ^  weichen  der  Herr  Vf.  bei  der  Ablas- 
snng  derselben  hatte ,  als  bekannt  voraussetzen.  In  der  vorliegen- 
den zweiten  Alith(rilun<;  unterwirft  er  das  Binoniialtheoröm,  dessen 
Ausdehnung  auf  imaginäre  Exponenten  er  liekanntlich  hauptsäch- 
lich I)eali6ichtii;t,  indem  dieses  wichtige  Theorem  bis  jetzt  immer 
nur  auf  reelle  Exponenten  eini;eschrhnkt  worden  is't»  eigentlich 
einer  neuen  Behandlung^  und  bringt  dasselbe  auch  auf  pag.  20. 
auf  einen  allgemeinen  und  bestimmten  Ausdruck.  Leider  ist  es 
uns  an  diesem  Orte  nicht  gestattet,  auf  viele  Einzehiheiten  einzu- 
gehen. Und  wenn  wir  uns  daher  »uch  besrniigen  nn'issen ,  die  Ab- 
handlupg  als  eine  für  die  Theorie  der  Reihen  fiberbnupt^  nament- 
li<ih  mit  Rücksicht  auf  deren  Converge^iz  und  Divergenz,  in  meh- 
reren Beziehungen  nach  unserer  Ueberzeugung  wichtige  zu  bezeichnen, 
welche  den  Liebhabern  der  neueren  Airalysis  sehr  zur  Beachtung 
empfohlen  zu  werden  verdient;  so  können  wir  uns  doch  der  Wich- 
tigkeit des  Gegenstandes  wegen  nicht  versagen,  den  Ausdruck, 
auf  welchen  der  Herr  Vf.  das  allgemeine  Binomialtheorem  gebracht 
hat,  den  Lesern  des  Archivs  im  Folgenden  mitzutheilen : 

Theor.  IV.  Binomiale. 
Aequatio 

(1  +Ä-)J^=  1  +yi.r  +y2a^^  +  y3i?3  + 

Vera  est  non    modo   realibus  x  (numerice  <1)  et  y,   sed  o:  etjf 
quibuscumque  fonnae 

0:= u  (Cos  «7  +  Vy  —  1  Sin «(?) . 

y  =  a(Cos6  +  ^^^^\nb)  —  ^K,^v^^-i: 

]  :o)  quoties  Mod.  o;  <  1  sit ; 
quin  immo 

2:o)  quoties  Mod.  x  haud  >  1  sit, 

€i)  dum  |x  positiväi  est  quantitas, 

immo  etiam 

b)  fi  reali  qualibet  supra  — 1,  certe  dum  «  finita  quasd- 
tate  ab  — 1  discrepat. 

Ipsa  autem  series  raembri  posterioris  divergens  est 

l:o)  dum  Mod.  x=l  est, 

ä)  quoties  fi  negativa  üümeriee  ^1  fiierit. 
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6)  dutn  a:ss-^JL,  etiamai  fi=0  (v  positiva  aut  neg.) 
tat  negatira  nomerice  <1  (v  positiTa,  negativa  aat  0) 
fiierit; 


,.,^o)  quotie«  Mod.  j:>I  sit  (plsx  forte  fuerit  Exponens  ^nume- 
rus integer  aat  0). 

Dom  ff  nnm.  est  integer  ideoqne  senea  finita;  vera  est  aequatio, 
iamsi  tnnc  Mod.  ar>l  fberit. 


*;  Wir  wünschen  sefar,  das«  diese  Abhandlung  in  ihren  beiden 
Abtbeilungen  die  Beachtung  finden  möge,  vrelche  sie  gewiss«  in 
mehr  als  einer  Beziehung  vierdient f  und  weisen  die  Liebiiaber  der 
neueren  Analj'sis  nochmals  besonders  auf  dieselbe  hin. 


Oeometrie. 


Die  Bildlehre.  Vom  Professor  Dr.  M.  6.  von  Pau- 
eker.  Mit  100  Seiten  Fagungeii(Figurentafeln).  Mitau. 
1846.    8.    ly«  Rthlr. 

In  der  Vorrede  spricht  sicli  der  Herr  Vf.  über  dieseei  ikich 
im  Allgemeinen  auf  folgende  Art  aus. 

,,Der  Zweck  dieses  Buches  ist  eine  gänzliche  Umgestaltung 
der  niedem  Bildlehre,  sowohl  in  ihrer  Begründung  als  in  ihrer 
Aoschauunsj^sweise. '^ 

„Von  Euklid  bis  auf  unsere  Zeit  wurden  die  Beweise  det 
bildmässigen  Wahrheiten  durch  Maassgleichungen  geführt.  Hierzu' 
rechne  ich  sowohl  den  pythagorischen  Lehrsatz  uod  seine  Folge- 
rungen, als  auch  die  Lehre  von  der  Aehnlichkett  und  den  Verhält-, 
nissen.  Die  Maassgleichungen  beruhen  auf.  dem  Begriff  der  Zahl. 
Ihre  £inftlbrung  in  die  Bildlehre  giebt  dieser  eine  fremdartige 
Kennzeichnung  und  thut  ihrer  selbsstSndigen  Auffassung  Eintrag.'^ 

j, Unter  den  neuern  Raumforschern  hatte  Steiner  zuerst  oatfi 
grosse  Verdienst,  die  Abhängigkeit  der  Ffigungen  durch  die  Biid- 
gleichung  aufzudecken   (Entwickelung  der  AbhSn|pgkeit  geome- 
trischer Gestalten.  18'1'2.).     Er  begrSndete  diesen  Sat2^  dur<m  Bin-, 
düng  von  Verhältnissen.". 

^,In.  der  Bildlehre  ist  aber  die  zählhafte  Behandlung  nach  dem 

Ausdrucke   meines  verewigten  Lehrers  J.  W.  Pf  äff  nur  ',,eine 

BjrQcke^S  welche  nach  gemachtem  Gebrauche  weggeworfen  wird." 

'    j»Ich  habe  daher  versucht,    die.  niedere  Bildlehre  von  allem, 

was  an  Maassgleichnngen  und  Verhältnisse  erinnert,  zu  befreien." 

•  Hieraus  sehen  wir,  dass  der  Herr  Vf.,  um  seinen  Zweck,  wie 
es  an  diesem  Orte  erforderlich  ist^  nur  ^ana  in  der  Kfirae  und 
gana  im  Aiigemelneu  zu  bezeichnen,  bei  der  Abfassung  die««« 
v^erks  die  Absicht  hatte,  die  sogenannte  neuere  Geometrie  in 
ihren  wichtigsten,  und  schönsten  Resultaten  gana  von  der  Verhält- 
niaälehre  zu  entkleiden,    und  Alles  bloss  zuletzt  auf  die  Betrach- 
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tung  gleicher  Dreiecke  zu  gründen*  In  der  That  enthSlt  also  dieses 
durch  die  im  Literar.  Ber.  Mr.  XXX.  S.  451.  angezeigten  ,»Fflnf 
berühmten  Fraeen  aus  der  Bildlehre.  Mitau.  1845.*' 
desselben  Herrn  Vts.  vorläufig  angekündigte  und  eingeleitete  Werk 
eine  ganz  neue  Darstellung  und  Begründung  der  sogenannten  neue- 
ren Geometrie  in  ihren  Uauptresultaten ,  und  verdient  nach  unse- 
rer vollkommensten  Ueberzeugung  gar  sehr,  den  Liebhabern  der 
Geometrie  zur  Beachtung  angelegentlichst  empfohlen  zu  werden. 
Diese  Empfehlung  dürfte  aber  an  diesem  Orte  um  so  nothwendi- 
ger  sein ,  weil  Mancher  durch  eine  besondere .  Eigenthumiichkeit 
dieses  Werks  leicht  abgehalten  werden  könnte,  sich  mit  seinen 
Inhalte  genauer  bekannt  zu  machen.  Der  Herr  Vf.^  hat  es  flkii 
nSmlich  zugleich  zum  Gesetz  gemacht ,  die  ganze  Geometrie  von 
allen  fremden  Ausdrücken  zu  entkleiden ,  und  alle  derselben  eigen- 
thümlichen  Begriffe  mit  echt  deutschen  Worten  zu  bezeichnen. 
Allerdings  erschwert  dies  das  Studium  des  Werks  einigermasseo. 
Indess  kOnnen  wir  versichern ,  dass  Jeder ,  wer  nur  der  deutschen 
Sprache  gehurig  mächtig  ist,  den  Herrn  Vf.  leicht  verstehen  wird« 
Auch  empfehlen  wir.  die  oben  erwähnten  „Fünf  berühmten 
Fragen  aus  der  Bildlehre''  bei  dem  Studium  des  vorliegen- 
den Werks  zudeich  mit  zur  Hand  zu  nehmen,  weil  sich  der  Herr 
Vf.  in  dieser  kleinen  Schrift,  —  was  in  dem  vorliegenden  Bache 
nun  nicht  mehr  geschehen  ist  — ,  über  die  von  ihm  gewählten 
deutschen  Ausdrücke  etwas  näher  erklärt  hat,  wie  auch  aus  unserer 
vorher  angeführten  Anzeige  d#frselben,  auf  die  wir  daher  auch  hier 
in  der  in  Kede  stehenden  Beziehung  des  Folgenden  wegen  verwei- 
sen, ersichtlich  sein  wird. 

Das  ganze  Werk  zerfällt  in  drei  Hauptabschnitte,  welche  die 
folgenden  Ueberschriften  führen :  Erster  Abschnitt  Stab  und 
Ecke.  Zweiter  Abschnitt.  Doppelbildung.  Dritter  Ab- 
schnitt Kreis  und  Ab  kr  eis.  Ucber  den  besondem  InhaK 
dieser  Abschnitte,  über  ihren  und  der  in  ihnen  enthaltenen  Sätze 
innem  Zusammenhang  unter  einander,  über  die  besondere  Art  und 
Weise  der  Begründung  der  einzelnen  Sätze,  über  Alles,  was  dem 
Herrn  Vf.  vorzugsweise  eigenthümlich  ist,  hat  sich  derselbe  aber 
in  der  Vorrede  so  ausführfich  und  mit  so  vieler  Deutlichkeit  aus* 
gesprochen ,  dass  wir  die  Leser  des  Archivs ,  weil  der  Zweck  und 
die  Einrichtung  unserer  Literarischen  Berichte  ein  weiteres  Einge; 
hen  auf  Einzelnheiten  nicht  gestatten,  lediglich  auf  diesie  Vorrede 
verweisen  können,  wenn  sie  sich  vor  dem  eigentlichen  sor^&Itigea 
Studium  des  Werks  näher  mit  seiner  ganzen  Tendenz  Dekanat 
machen  wollen. 

A.usser  den  genannten  drei  Abschnitten  enthält  dais  Werk 
noch  einen  Anhang,  in  welchem  der  Herr  Vf.  fär  diejenigen» 
welche  gewohnt  sind,  das  Bildmässige  nur  in  den  Maassgieichnn- 
gen  anzuschauen,  die  wichtigsten  Maassgleichungen,  welche  sieb 
aus  den  Bildgleichungen  ergeben,  angeführt  hat.  Am  Schlüsse 
nimmt  er  die  Kreisberübnuig  noch  einmal  vor  und  theilt  aus  3er 
bekannten  Auflösung  Grergonne's,  durch  einige  eigenthümliche  be- 
merkenswerthe  Sätze,  verschiedene  ebenmässige  Ausdrücke  mit, 
welche  zu  einer  sehr  geschmeidigen  Berechnung  aller  Bestimmungs- 
stücke  föhren. 

Wir  stimmen  dem  Herrn  Vf.  vollkommen  bei,  wenn  er  in  der^ 
Vorrede  sagt,    „dass  er  glaube,  dass  es  ihm  gelungen  sei,  olui» 
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ir^nd  ^ne  zabibafte  Betrachtung  oder  MaassgleiGhung.  die  ganze 
Bildlehre  ab  ein  io  «ich  abgeschlossenes  Ganzes  darzustellen'^ 
und  halten  dieses  Werk«  dem  wir  eine  allgemeinere  Beachtung 
sehr^  wünschen^  iedenfalls  fSr  eine  Bereicbening  unserer  geo- 
metrischen Literatur.  Wollten  wir  naph  einem  gewobniidien 
Ausdrucke  sagen,  dass  dasselbe  manches  oder  nicht  weniges  El- 
gentbOmlicbe  enthalte,  so  würden  wir  dem  Herrn  Vf.  sehr  Unrecht 
fliun,  denn  Alles  in  demselben  bis  auf  die  Kunstsprache  Ist  wirk- 
liches EÜgenthum  desselben  Wir  haben  dieses  Werk  hier  um  so 
wärmer  empfohlen,  weil  wir  die  Bemerkung  gemacht  zu  haben 
glauben,  dass  gerade  solche  nothweudig  ein  genaueres  und  sorg- 
taltigeres  Studium  erfordernde  mathematische  Werke  in  den  gewöhn- 
lichen kritischen  Zeitschriften  nicht  auf  verdiente  und  eine  der  auf 
Ihre  Abfassung  sichtlich  verwandten  Mühe  und  Kraft  entsprechende 
Weise  Anerkecjung  finden. 

Die  [inssere  Ausstattung  ist  in  jeder  Beziehung  Torzüglich  und 
namentlich  ist  auch  auf  die  ungefähr  200  Figuren  enthaltenden, 
nicht  leicht  zu  entwerfenden  Figurentafeln  besonderer  Fleiss  und 
grosse  Sorgfalt  verwandt  worden ,  was  jedenfalls  auch  ein  nicht  zu 
übersehender  Vorzug  eines  solchen  Werks  ist 

Ricerebe  di  anallsi  applicata  alla  geometria,  dl  Fortunato  Pa- 
dala.    Neapoli.  I&i5. 

In  Nr.  5iB9.  der  Astronomischen  Nachrichten.  S.  209. 
findet  sich  ein  kleiner  Aufnatz  des  verehrten  Herausgebers  dersel- 
ben, Herrn  Conferenzrath  Schumacher,  welcher  die  Ueberschrift 
ffihrt:  U.eber  die  Zahl  9S,  die  das  Verhältniss  des  Durch- 
messers zufn  Umfange  des  Kreises  ausdrückt.  Herr 
Conferenzrath  Schumacher  theilt  in  diesem  Aufsatze  einen  von 
dam  bekahnten  Rechner  Herrn  Dase  bis  auf  200  Decimalstellen 
berechneten  Werth  von  tu  mit,  und  zeigt,  dass  derselbe  mit  dem 
von  Herrn  Doctor  Clansen  in  Dorpat  bis  auf  ^SO  Decimalstel«* 
leo  berechneten  Werthe  in  den  ersten  200  Decimalstellen  genau» 
übereinstimnrt,  ton  einem  andern  von  Herrn  Rutherford  in  den- 
Phllos.  Transactlons.  1841.  Part  U.  pag.  283.  bis  auf  206 
Decimalen  berechneten  Werthe  aber  von  der  153sten  Decimalstelle 
an  stark -abweicht,  wodurch  also  die  Falschheit  des  von  Herrn 
Rütherford  a.  a.  O.  angegebenen  Werths  deutlldi  dargethan  ist^ 

In  derselben  Nummer  der  Astronomischen  Nachrichten 
theilt  Herr  Qoetor  Clausen  in  Dorpat  ein  Paar  sehr  elegante 
Theoreme  über  die  kürzesten  Linien  auf  Flächen  des.  zweiten 
Grades  mit,  von  denen  das  erste  als  eine  Verallgemeinerung  des 
bekannten  Jacobi'schen  Theorems  zu  betrachten  ist,  weshalb  wir 
nicht  umhin  lo^nnen,  Liebhaber  der  höhern  Geometrie  und  Geodä- 
sie, zu  welcher  letztern  diese  Theoreme  natürlich  in  naher  Beziehung 
stehen,  auf  diesen  Aufsatz  des  Herrn  Doctor  Clausen  hier  be- 
sonders aufmerksam  zu  machen,  weil  er  vielleicht  leicht  ihrer 
Beachtung,  die  er  gar  sehr  verdient,  entgehen  konnte. 


Grundlehren  der  ebenen  Trigonometrie,  analyti- 
schen Geometrie  und  Infiniteslmal-Rechnung.  Von  J«; 
B.  Belanger.    Deutsche  Bearbeitung  von  Dr.  Bernhard 


518 

Gugler»  Prafessor  an  der  K.  polytechnischen  Schule  zu 
Stuttgart.    Stattgart.  1847:    8.    22  Sgr. 

Ein  nach  unserer  Meinung  recht  gutes  Büchlein,  welches 
wegen  seiner  einfachen,  anschaulichen  und  auf  das  Praktische  ge- 
ricnteten  Darstellung,. in  welcher  letzteren  Beziehung  es  eben  auch 
nur  Torsiigswelse  daä  liefert,  was  fiir  die  Praxis  am  wichtigsten 
ist,  ohiie  dabei  doch  in  Ungrfindlichkeit  und  Seichtigkeit  zu  ver- 
fallen, sich  zur  Grundlage  fhr  den  Unterricht  auf  mehr  eine  prak- 
tische oder  technische  Richtung  verfolgenden  Lehranstalten  sich 
recht  gut  eignen  mag.  £s  auf  deutschem  Boden  zu  verpflanzen  war 
daher  ein  guter  Gedanke.  Gegen  die  Uebersetzung  Ist  nichts  za 
erinnern,  die  Süssere  Ausstattung  ist  ausgezeichnet  und  der  Preis 
im  A^erhälthiss   zu  derselben  sehr  niedrig. 


Praktische  Oeometrie« 


Lehrbuch  der  höheren  Geodäsie  von  Dr.  Philipp 
Fischer,  Lehrer  der  praktischen  Geometrie  und  Mathe« 
niatik  ah  der  höheren  Gewerbschule  zu  Darmstadt 
Zweiter  Abschnitt.  Enthaltend:  Die  Beobaehtnngsar- 
beiten  und  Instrumente.  Mit  vier  Figurentafeln.  Darm 
städt.  1846.  8.  1  Rtfair.  5  Sgr.  --  Dritter  Abschnitt.  Ent 
haltend:  Die  Berechnungen.  Mit  einer  Figurentafel 
D&rmstadt  latö.    8.    1  Rthlr.  10  Sgr. 

Der  erste  Theil  dieses  Werkes  ist  im  Literarischen  Berichte 
Nr.  XXVIU.  S.  418.  angezeigt  worden.  Der  Inhalt  der  zweiten 
und  dritten  Abtheilun^  ist  aus  dem  Titel  selbst  ersichtlich.  Wir 
müssen  dem  Herrn  Vf.  das  Zeugniss  geben,  dass  er  in  diesen 
beiden  Abtheilungen  allerdings  etwas  selbstständiger  als  in  (der. 
ersten,  die  Metilode  der  kleinsten  Quadrate  enthaUenden  Abäiei' 
lung  gearbeitet  hat,  wenn  auch  freilich  diese  beiden  letzteren  Ab- 
theilungen doch  nur  grö^steotheils  in  Auszügen  aus  andern  We^ 
ken  bestehen,  und  vorzugsweise,  ja  fast  einzig  und  allein,  Bes- 
sel'B  Arbeiten  über  höhere  Geodäsie  von  dem  Herrn  Vf.  benutzt 
worden  sind ,  die .  et  jedoch  möglichst  zu  einem  systematischen 
Ganzen  zu  verbinden  eesucht  hat.  Für  Leser  also,  die  nicht  anf 
die  eigentlichen  Quellen  zurückgehen  wollen  oder  können,  wird 
dieses  iVerk  immer  seinen  Nutzen  haben,  und  wir  empfehlen  da- 
her diese  befden  letzteren  Abtheilungen  als  ein  ganz  gutes  Reper- 
torium,  hauptStnchlicS  jedoch  nur  rücksichtlich  der  erwähnten  Bes- 
selschon  Aroeiten.  Dass  aber  in  demselben  qoch  Vieles  fehlt,  was 
ein  auf  gehörige  Vollständigkeit  Anspruch  machendes  Werk  Über 
höhere  Geodäsie  nothwendig  ent'- alten  müsste,  lässt  sieh  leidit 
nachweisen.  So  fehlt  z.  B.  eine  Theorie  der  terrestrischen  Re- 
fi-action  gänzlich,  was  gewiss  kaum  zu  entschuldigen  ist.  Befaumt- 
lieh  ist  diese  Theorie  aus  zwei  Gesichtspunkten  dargestellt  wor- 
den, von  denen  man  den  einen  den  geometrischen ,  den  ändernden 
physikalischen  nennen  könnte.  Als  der  wichtigste  Vjnrtreter  der 
ersteren  Richtung  ist  Lambert  anzusehen,  welcher  in  der  ele- 
ganten Schrift:    Les  proprietes  remarquables  de  la  rout« 


-«**•. 


519 

de  la  lumiere  par  Ics  airs  et  eii  ^ee»*^. 
millenx   refringens    «pheriqaes    et  ♦vc^/J',, 
Par  j.  U.  Lambert.    A.  la  Haye.     175*5.     iMmm^ 
Titel:    EigenKchaften  der  Bahii  de»  Lickt*  «^/ 
bert.    Berlin.  1//2.)  eine  sehr  schöne  teeih^tf«! 
der  terrestrischen  und  aHtronomischen  Relractivft  — 
aber  der  ersteren  —  gelieiert  hat,  die  nach  Viuwttt' 
jetzt  immer  noch  mvhr  Berücksichtigung  verdient,  a, 
lieh  geschenkt  wird.    Die  physikalische  TheorW; 

sehen   und    terrestrischen   KefracKion    —    hauptsäcli ^ 

ersteren  — ■  ist  liekanntUch    von  Laplace   im  ICJt*^  j^^T     "^ 
Mecaniaue  Celeste  (T.  IV.  pag.  '231.)  auf  eine  Im>a.„^  ^ 
sinnige  Weise  entwickelt  worden,    und   verdankt  Ai^'S-u.  «   "^ 
Geometer  ganz  ihre  gegenwärtige  Gestalt.    Beide  Th«;itor«^  -«^ 
fibrigens  rflcksichtlicfi  der  terrestrischen  Kefraction  gafi%  «i  <  *^ 
selben  ilcsnltat,  dass  nämlich  dieselbe  der  hoiissoutalen  fj^x^«!^ 
des  Beobachtung«forts  von   dem  beobachteten  Objecte  ^A^t  ^ 
entsprechenden   Winkel  am    Mittelpunkte   der  Erde    pro|»^^rv^]^ 
also  von  der  Zenithdistanz  unabhängig  sei  (I^ambert  a«  a.  U,  o^  '^ 
Th^orÄme  XXV III.    —    Laplace  a.  a.  O.  pag.  278.).     WiTl^J, 
Dr.  Fischer  über  die  terrestrische  Refraction  beibringt,    lMdl/4^ 
eigentlich  bloss  die  sogenannten  gegenseitigen  ZenithdistanKen  « 
also  bloss  die  Beobachtungen,  gar  nicht  die  Theorie  — ,  sehli«^^ 
sich  ganz  an  B  es  sei  und  Bayer  (Nivellement  zwischen  Btsf. 
lin  nnd  Swinemünde,   vergleiche  Archiv  der  Alatheniatik   un4 
Physik.  Theil  I.  S.  75.)  an,    und   findet   sich    im    Wesentliche» 
eben  so  in  den  meisten  Werken  über  Geodäsie.    —    Kothwendic 
hätte  nach  unserer  Aleinung  auch   eine  systematische  Darstellung 
der  s|)häroidischen  Trisfonometrie,  oder  wenigstens  der  lur  die  Geo- 
däsie wichtigsten  Au' gaben  derselben  in  dieses  W>rk  gehOrt,  wie 
dieselbe  z.  JB.  auch  Puissant  ganz  nach  Legen dre  m  den  zwei- 
ten  Theil  seines  bekannten  grossen  geodätischen  Werks    aufge- 
nommen hat.    Merkwürdig  ist  es  aber  auch  in  der  That,  dass  die 
herrlichen  Arbeiten  von  Gauss   über  die  allgemeine  Theorie   der 
krummen' Flächen ,    welche  mit  der  Geodäsie  in  der  enesten  Vei« 
bindung  stehen  und  den  praktischen- geodätischen  Arbeiten  dieees' 
grossen   Mathematikers    ihre   Entstehung    verdanken,    in    diesem 
\\>rke   so   cut  \\\i*.    gar   keine  Berücksichtiguni^  gefunden  haben; 
denn  die  gelegentliche  Envähnung  der  ältesten  hierher  gehörenden 
Abhandlung;    von  Gauss  (Disquisitlones    generales    circa 
superficies  cnrvas  etc.)  wird  uns  der  Herr  Vf.  doch  wohl  nicht 
entgegenstellen  wollend    und  die  neueren,  diesen  Gegenstand  be- 
treffenden Arbeiten  des  grossen  deutschen  Gconieters  scheint  der- 
selbe  gar   nicht   zu    kennen.  —  Da  jedes    trigonomotriscbe  Ketz 
gehilrig  astronomisch   orientirt  werden  muss,    so   hätte   in  einem 
vollständif^en  Werke  über  höhere  Geodäsie  doch  auch  darüber  die 
nnthige   Belehrung  gegeben    werden  sollen,    wie  sie  sich   wieder 
bei  Puissant,  selbst  in  dem  Lehrbuche  der  höheren  Geo- 
däsie,   von  August   Decker.     3Ian  nli  eim.  i836.   findet;    ja 
selbst  der  alte  Tobias  Mayer  lässt  sich    darauf  einigermassen 
ein.     Aber  darüber,  also  über  Längen-  und  Breitenbestimmungen, 
die  damit  unmittelbar  zusammenhängenden  Zeitbestimmungen,  Be- 
stimmungen der  Azimuthe  u.  dgl.  sagt  uns   unser  Herr  Vf.  so  gut 
wie  gar  nichts,   und   sein  Werk  ist  in  dieser  Beziehung  ganz  un- 
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vollstäudig  lind  kann  also  auch  nicht  die  vollständige  Ausbilduni» 
eines  Geodäten,  der  in  Wahrheit  auf  diesen  Namen  AnsprucD 
machen  darf»  bezwecken.  Auch  hängt  es  mit  diesem  Mangd  des 
Werks  wahrscheinlich  zusammen,  dass  in  der  zweiten«  die  Instru- 
mente betreffenden  Abtheilung  gar  nichts  über  Reflexionsinstru- 
mente und  deren  Theorie  vorkommt,  was  wir  gleichfalls  niclit  hil- 
ligen kennen;  denn  so  wenig  wir  die  Theorie  des  Sextanten, 
Spiegelkreises,  der  Prismenkreise  u.  s.  w.  in  einem  Werke  über 
niedere  Geodäsie  an  ihrer  Stelle  halten  können ,  so  sehr  sind  wir 
doch  auf  der  andern  Seite  überzeugt,  dass  die  Beschreibung  und 
Theorie  dieser  Instrumente  in  einem  Werke  über  höhere  Creodä- 
sie ,  schon  ihres  wichtigen  astronomischen  Gebrauchs  wegen,  nicht 
fehlen  darf.  Auch  über  Karteoprojectionen  enthält  das  Werk  nickt 
ein  Wort,  wo  wieder  die  treffliche  Abhandlung  von  Gauss:  Ali- 
gemeine  Auflösung  der  Aufgabe:  die  Theite  einer  ge- 
gebenen Fläche  auf  einer  andern  gegebenen  Fläche  so 
abzubilden,  dass  die  Abbildung  dem  Abgebildeten  in 
den  kleinsten  Theilen  ähnlich  wird,  in  Schumacher's 
Astronomischen  Abbandlungen.  Drittes  Heft.  Altona. 
1825.  4.  S.  1.  reiches  Material  hätte  liefern  können.  —  Nun  ^ 
glauben  schon  durch  diese  wenigen  Bemerkungen  unser  oben  aas- 
gesprochenes Urtheil  hinreichend  bestätigt  zu  haben.  Auch  nach 
dem  Erscheinen  dieses  Werks  werden  daher  immer  noch  Puis- 
sant's  bekannte  Werke  (Trait^  de  G^od^sie.  T.  I.  IL  und 
Trait^  de  Topographie)  mit  dem  meisten  Rechte  auf  syste- 
matische und  eine  sewisse  Vollständigkeit  erstrebende  DarsteUui^ 
Anspruch  machen  dürfen  und  vorzugsweise  zum  ersten  Studium 
empfohlen  werden  müssen,  worauf  man  dann  zu  dem  Studium  der 
betreffenden  einzelnen  Abhandlungen,  und  zwar  vorzugsweise  deut- 
scher Mathematiker,  übergehen  kann.  Die  Mittheilung  einiger 
noch  ungedruckten  Arbeiten  des  verewigten  Schi  ei  er  mach  er 
in  dem  vorliegenden  Werke  muss  schliesslich  noch  als  recht  dan- 
kenswerth  bezeichnet  werden,  ein  Dank,  welcher  nach  der  eigenen 
Angabe  des  Herrn  Vfs.  vorzüglich  dem  jetzigen  Grossherzoglich 
Hessischen  Kataster-Dirigenten,  Herrn  Oberfinanzrath  Dr.  Hügel, 
gebührt,  worin  wir  also  dem  Herrn  Vf.  völlig  beistimmen. 


Q  p  t  i  k. 


L'Ottica  esposta  in  terza  rima  dal  padre  rettore  Giuseppe 
Giavoletti.    Koma  1846. 


Astronomie. 


Recherches  sur  les  mouvemens  de  la  planete  Herschel  par 
M.  Leverrier.    Paris.  1846. 
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Storia  Celeste  del  R.  Osservatorio  di  Palermo  dal 
1792  al  18ia  Parte  priiua.  1792—1802.  Tomo  necondo.  1798. 
Vienna.  1846.  4.  —  Tomo  terzo.  1797—1798.  Vienpa.  1846. 
4.  Auch  unter  dem  Titel:  AnDalen  der  k.  k.  Sternwarte  io 
Wien.  Nach  dem  befehle  Seioer  k.  k.  Majestät  auf 
Sffentliche  Kosten  herausgegeben  von  C.  L.  von  Lit- 
trow,  Director  der  Sternwarte  und  o.  8.  Professor  der 
Astronomie  an  der  k.  k.  Universität  zu  Wien  u.  s.  w.,  und 
F.  Schaub,  Adinnct  der  Sternwarte.  25sterTheiL  Neuer 
Folge  5r  Bana.  Enthaltend  Piazzi's  Beobachtungen  in 
dem  Jahre  1796.  Wien.  1846.  4.  —  26ster  Theil.  Neuer 
Folge  6r  Band.  Enthaltend  Piazzi's  Beobachtungen  in 
den  Jahren  1797  und  1798.    Wien.  1846.    4. 

Der  erste  Theil  dieses  Werks ,  <flir  dessen  Herausgabe  die 
Astronomen  Herrn  Director  von  Littrow  und  Herrn  Adjoncteo 
Schaub  sich  zu  dem  lebhaftesten  Danke  verpflichtet  fühlen 'mfls- 
son,  ist  im  Literarischen  Berichte  Nr.  XXXI.  S.  464.  seinem 
Zwecke  und  seiner  Tendenz  nach  ausßlhrlich  angezeigt  und  seine 
grosse  Wichtigkeit  gebührend  hervorgehoben  worden.  Indem  wir 
uns  also  hier  auf  jene  Anzeige ,  der  wir  nichts  Wesentticlies  hin- 
zuzusetzen Aviissten,  beziehen,  können  wir  aber  nicht  .umbin»  on- 
sere  Freude  über  das  Erscheinen  der  beiden  neuen  vorliegenden 
Bände  und  unsere  Bewunderung  des  Fleisses  und  der  Beharrlich* 
keit  der  Herren  Herausgeber  ausdrücken,  mit  welcher  dieselben 
den  schleunigen  Fortgang  des  Werks,  dessen  Bearbeitung  noth- 
wendig  mit  nicht  geringen  Schwierigkeiten  verknüpft  .sein  muss 
und  grosse  Sorgfalt  und  Genauigkeit  in  Anspruch  ninunt»^  zu  för- 
dern verstehen.  Mlige  es  dens^beü  gelingen,  recht  bald  den  gros- 
sen Schatz  der  Piazzi'schen  Beobachtungefi  in  ihrer  uranrüngl^hen 
Reinheit  den  Astronomen  vollständig  in.  die  Hände  zu  liefern,  wo- 
fär  ihnen  der  Dank  der  Mit-  und  mchwelt  nicht  en^ehen  kann! 
dass  aber  auch  der  hoben  Osterreichischen  Regierung,  durch  deren 
Freigebigkeit  allein  die  nothwendig  mit  sehr  beträchtlichen  Kosten 
verbundene  Herausgabe  dieses  wichtigen  Werks  möglich  gemacht 
wird ,  nicht  minder  der  Dank  jedes  Freundes  der  Astronomie  und 
mathematischen  Wissenschaften  überhaupt  gebührt,  versteht  sich 
von  selbst,  verdient  aber  hier  wiederholt  hervorgehoben  und  zu 
allgemeinerer  Kenntniss  gebracht  zu  werden ,  weil  solche  Beispiele 
der  Munificenz  hoher  und  höchster  Landesbehörden  jeden  wanren 
Freund  der  Wissenschaften  mit  wahrer  Freude  erfüllen  und  den 
Wunsch  lebhaft  anregen  müssen,  öfter  auf  dergleichen  Beispiele 
hinweisen  zu  können.  Je  seltener  dieselben  im  Allgemeinen  noch 
sind,  desto  mehr  verdienen  sie  hervorgehoben  zu  werden! 

Kleines  astronomisches  Jahrbuch  für  1847.  M it  Be- 
nutzu-ng  der  Berliner  Ephemeriden  herausgegeben  von 
Fr.  Eichstrom,  Oberlieutenant  der  K.  Würtembergischen 
Artillerie.    Stuttgart.  1846.    8.    1:1%  Sgr 

Der  Inhalt  dieses  kleinen  astronomischen  Jahrbudis  ist  folgen- 
der» Zeit-  und  Festrechnung.  Zeichen-Erklärung.  Sonnen-  und 
Mond -Ephemeride.  Planeten -Ephemeride.  Saturns-Ring.  Jupi- 
terstrabanten. Stern- Oerter.  Erscheinungen  und  Beobachtungen 
(Sonnen-  und  Mond-Finsternisse.    Planeten-Constellationen.    Stern- 
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bedeckunJE^en).    fiilfstafeln  (Geograpbische  Lage  der  Häufet -Stero 
warten.    Kenractions  -  Tafel.    Zur  Verwandlung  der  mittlern  Zeit  in 
Stemzeit.    Zur  Verwandlung  der  Steruzeit  in  mittlere  Zeit.)/  Ueber 
die  Einrichtung  des  Jahrbuchs  und  dessen  Gebrauch. 

Diese  kleinen  Ephemeriden  scheinen  un$  Liebhabern  der  Astro- 
npniie  recht  sehr  empfohlen  zu  werden  zu  verdienen  ^  und  in  einer 
zweckmässigen  Auswahl  alles  dasjenige  zu  enthalten^  was  ein  sol- 
4^er  wünschen  kann;    Die  Ansahen  in  Zeit  und  Winkeln  sind  bis 
auf  Secunden«    theilweise  selbst  bis  auf  Zehntheile  der  Secunde 
■genau j  was.. wir  VMllig^billigen  müssen,    4a  das  Büchlein  nun  auch 
selbst  ffir  genauere  Beobachtungen    brauchbar  wird ,    und  blosse 
Dilettanten  leicht  das  weglassen  können ,  was  sie  für  ihre  Zwecke 
als  überflüssig  zu  betrachten  geneigt  sein  dürften.      Eben  so  sehr 
müsseh  wir  es  billigen,    dass   der  Herr  Vf.  überall  Berliner  Zeit 
zutln  Grunde  gelegt  hat,   was   gemss  seiner -Arbeit  zu  grosserer 
und  allgemeinerer  Verbreitung,    die   sie   uns,    wie  schon  erinnert, 
reeht  seht  zu  verdienen  scheint,    behüiflich  s^in  wird.     Die  Son- 
nenparallelaite  ist  inf  Mihntetl  und  l^ecunden  angegeben,    was  wir 
fiir.  den  blossen  Liebhaber  der  Astronomie  und  überhaupt  für  die 
gewOhnif^iiiäH  Zwecke  be^uenl^r  halten,  als  wenn  wie  in  den  grte* 
Sern  £p^itaner)den  der  Logarithmus  der  Entfernung  der  Sonne  tob 
der 'Erde ■  angegeben  wird,    wenti  auch   freilich' flSr  strens  wissen- 
schaftliche Zwecke  der  letztern  Methode  jedenfalls  der  l^zdgge- 
bjihrt:"  Druck  "und  I^apier, überhaupt,  die  äussere  Ausstattung  des 
Werkebens;  sind  sehr  schön  und  werden  gewiss  auch  dazu  beitra- 
gen, dasselbis  in  einem  weitern  Kreise  zu  verleiten,  wie  dasselbe 
nach  unserer  Meinung  verdient.     Sehliesslicih  wünschen  wir^  dass 
der  Herr  Vf.  die  künftigen  Jahrgänge  möglichst  zeitig  herausgeben 
m5ge,  daS6  dieselben  iinmiBr  wenigstens  jedenfalls  vor  AofaDf;  4es 
Jahrs,  'desi^n  Zahl   d^ 'Jahrgang  auf  seinem  Titel  trägt >    m  die 
Hände  der  Himmelsbeobacliter  kommen.    Mögen  der  Herr  Heraus- 
geber und  die  Verlagshandlüng  alle  Aufmunterung  tat  Fevtsetxanr 
tnres  Unternehmens  finden  I    Einen  solchen 'iAuszug  ans  den  irel- 
lichen  Berliner  Ephemeriden  haben    wir   längst  gewünscht ,    und 
sind  überzeugt,  dass  deriielbe  recht  vielen  Nützen  stiften  wird« 

G r ui  tli ui s e n ,  Fr.  v.  P.,  iiaturwissenschaftlich-aBtEonomisohes 
Jahrbuch  för  1848.    München.  1847.    2%  Rthlr.    ^ 

Fünfzehnjährige  Hygrometer ^Beobacbtung'eA  (:182fr 
bis  13S3.,  1636  bis  1845)  ah  der  k.  k.  Sternwarte  zu  Wien^ 
reducitt  •? bn  Dr.  C.  Jelinek.    4. 

Ob  diese  lithograpbirten  Hygrometer -Beobachtungen  auf  deim 
Wege  des  Bviqhhandels  zu  erhellten  sind^  wissen  wir  nicht;  iedenfiük» 
s^ni^iaber.di'e  Meteorologen  wegen  der  ^ziemlich  grossen  ^Keihe  voa 
Jalurep,  ^elpl^e' dieselben  urarasseq,  aufsieaufmerksä^iliznmachea» 
und  Herr  Di*.'  'Jelijiek  verdieot  gewiss  Dank  Cir  seine  9Jaf  die 
Reduction  verwandte  nicht  geringe  Mühe,  wie  Jeder  weisd,  "*•"" 
g\oh  lAit  dergleiblMA  Refluetioneni  ^beschäftigt  hat.      ' 


wer 


■  ■  .  .  ■ 

■   »        •  •      • 


Leitfaden  ffir  die  pfaysikarfscbeo  V6itrk'^e^"-j;il'- 
■&ih«,t  ip  den  obereo  KUssen  de«  Könixl-  Pr^ueeisfhen 
C,^d^|ttf))-C«ip^.,  VojiDr.  W.  äeetx,  B«rjl.i).  1846.  «.  %  ßtbl. 

Ein  ganz  kurzer  Leitfaden  über  die  Hauptlehren  deiPliyvik, 
dfr;aucb,,a,i)f  iniifgli^bst  eiufache  und  leichte  (iiatheiimtit^che  Begrün- 
duttm  adfit,  \v^0is/f\jtafi  DareMluag  fli^r  GcscUe  in  ii i athena tisch ^r 
^mnit  Wftidies.ootlwendi^  und  thunlich  ist,  die  uiKhi};e  «äcksiehl 
nunint ,;  Wir  slauhen.  da^s  das  BiicliIciD  iu  derH^id  eines  ge- 
•chtditeb  Lenters^  dessen  Eiläuteruü^  es  nutiirlith  sehr  bedarf, 
b«!i  .dem  physikajiscbeu  Unierricfate  zneckmüsäig  als  Leitfaden  g^j- 
bramh^  .tver^D  k<^iD.  .  .  ■,■.■/.-.:, -,1111  ■.  ; 

Muncke,  G.  VP.,  populäre  Warmelebne'od&r' Üi'rttaiurig  d^ö 
WeHens  und  Verhaltens  der  Wärme,  gr.  8.  Leipzig.  ISlTl'lVARtnlf'- 

el,  L.,  die  Lehre  1 
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■■■.:i;;    -i  ^aill.--.-    ..  '  1 -i    ..    i: '.i ::  •i''\i    inil  fijtiitmtiä 

(■■■  ■ 1  ■■■' 

Annuaire  de  rOfaservat^ite  Kayat 'de  Bruielles,  par 
A.  Quetelet,.DiT«cteur  de  c«t  fil;ablissem.eiiL  .  1S47.  14> 
ann^e.    BruzelUe.  1846.    12.    ^^gr.  ""  ' '■ 

Der  reiche  Inhalt  dieses  Annv^iijf^t  im  Liti^vfrischen  Berichte 
Nr.  XXIX.  S.  443.  bei  Gelegenheit  eines  frühem  Jahrgangs,  mit 
weltAem  dter  voriie^^ende  im  Wesendichen  gleiche  Einricbtun^kat, 
angeseben  worden,' worauf  daher  hier,  mit  einer  wiederholten  Em- 
pfeh£ng  des  gewiss  sehr  empfehtenswerthen  Buchs,  zu  verwaisen 
geuflgend  seia  wird. 

The  Cambridge',  and' Dublin  ibatfreiAittiGal  Journal. 
E;dited  by  >V.  Xii,oms«u,  B.  A  Fellow  of  St.  Peter's  Col- 
lege, Giibri^ge.;.(yergl.  tlter.  Bei-.  JVriS^tXTT' 8:1506.; 
.'  :Noa.  %II1.  &  IX.  On  äie  Deeiee  oif  a  iSuiJ^e.lt«ciproe4  W 
a  cireft  «iie.'.ISy'  il»V.  Georga  Salmioil.  ~*-,]Note  on  tVa  PaFQ- 
bofic  FMntii  af-^hr£iides-;  By  Rev.  Geo:rgQ  Sa.lmo*^r~.Ey&JiW»: 
tion.of-  a;  Bifefioite  bttcgnii.  -By^Erancia-  W-l  S4«wman,'7—  ,Qii 
L«^aiithniK  bitt^neds  «l^>the.Se«ottdOrdbr.  Patt.J.  By.  Fkangj« 
W.  ^NewüLan.  — .  Ol)  dl«.  Lawa  of  EquiÜbriumAifdE  .Motion  r^ 
Solid  And  Fluid  Bodief«..  By  Samuel  Haughton.  —  On  certain 
Definlte,!lbf£gräls'  soggeslediby  Problems  in  the  Tf^öory  of.  Efec- 
tricity.  By  William  ThomBÖn.  —  On  de'rtain  Fdrmulab  «r 
Differ«Dtitnloni  witb  Applicattona  to  bc  EvalnattoD.of  DefiniteJate- 
grals.  Bv  A:  CayJey.  —  On  tfae  Cauatle  by'Refiectioa  bT''^ 
Circle.  By'A.  Cayley.  —  On  SyroboUcal  Geometry.  ContinuDd. 
By  Sir  W.  R.  Hamilton.   On  certain  Symbolical  Representation« 
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of  FuDctioDS.  By  the  Rev.  BriceBroBwin.  —  Od  Prineipal 
Axe8  of  a  Body  their  Moments  of  Inertia,  and  Distribntion  in 
Space.  Continued.  By  K.  Ton-nsend.  —  (No.  X.  will  be  pnb- 
lUhed  on  the  15tfa  of  May.  1^7.) 

Berichte  über  die  Verhandluogen  der  Kuniglidi 
Sächsischen  Gesellschaft  der  Wissenschaften  so  Leip- 
zig.   Nr.  111. 

Diese  Nummer  eothält  die  beiden  folgenden  lesenswerthen 
mathematischen  Ao&ätze:  Ueber  die  phoronomlsche  Deu- 
tung des  Taylorsdien  Theorems  Ton  Herrn  Mobius  und 
Ueber  die  Begründung  eines  Gesetzes  zur  Bestimmnng 
des  scheinbaren  Alters  des  Menschen  aus  Inssern 
Merkmalen  und  den  gesetzlichen  Zusammenhang  des 
scheinbaren  Alters  mit  dem  wirklichen  T^on  Herrn  Dro- 
bisch.  —  Die  übrigen  Aufsätze  siod  chemischen  and  physiologi- 
schen Inhalts. 


Preise  der  Petzval' sehen  Belendttnng»- 

Apparate  bei  Franz  ^l¥atbl,  OptilLer  nnd 

Hedhanlker  in  l¥ten,  MarlahilfHanptotramfe 

ÜTr.  40.9  fliir  g^oldenen  ^l¥eintranbe. 

(Vergl.  Literar.  Ber.  Nr.  XXVIII.  S.  420.) 

Einfacher  Apparat  mittlerer  Gattung  140  Fr.  CM. 

„  „        kleinerer       „  90    „       „ 

Doppelter        ,,       mittlerer        „       700    „       „ 

„  „        kleinerer       „        500    „       „ 

I  Prenss.  Reichsthlr.  =  1.43  Fr.  CM. 

(Von  Herrn  Diredor  von  Liltrow  zn  Wien  gefälligst  mitgetheUt.) 


Berichtigungen. 

In  den  Nouvelles  Annales  de  Math^matiqnes.  D^- 
cembre.  1846.  (T.  V.)  p.  687.  hat  Herr  Lebesgue,  prbfesseor  1^ 
la  tACcXiii  de  Bordeaux,  angezeigt,  dass  in  den  anch  im  Archive. 
ThI.  VI.  S.  54.  mttgetheilten  numerischeo  Ausdrucken  des  Hem 
Amiot,  professeuv  au  ooUege  Saint-Louis,  fiir  das  jregiilire  Sieb- 
sehneck  statt  66-M4V17  gesetzt  werden  mfisse:  W+.\^V% 
was  ich  hier  zur  Kenntniss  der  Leser  des  ArcbiTa  brineey  m 
auch  im  Archive  die  angezeigte  Berichtigung  vornehmen  zu  KSoneft^ 

In  dem  Literarischen  Berichte  Nr.  :^XXin.  S.  492.,  Z.  SQ.  ud 
Nr.  XXXIV.  S. S06.  Z.  16.  ist  ,,Edited«'  statt  ;,Eti ted«<  za  selben. 

In  dem  Literarisdiien  Berichte  Nr.  XXXIV.  8.  5ÖL  Z.  9D. 
(ThI.  IX.  Heft  2.)  setze  man  ».Verbreitung'^  statt  „Vorb«* 
reitung.''  .6. 


^  t 


r 

Sf  '■ 


f  I  ■  ■       • 


Ülterarlsclier  Berlclit. 


OeMdiiclite  der  Iffatliemafik  und 

PhyslliL. 


'  '  ■!■ 


Deo  astronomischen  Nachrichten  ist  als  Beilage  beigegeben: 
A  briefNotice  of  theLife,  Researches  and  Discoveries 
of  Friedrich  Wilhelm  BesseL  By  Sir  X  F.  W.  HerscheJ. 
(Eztracted  from  the  Annual  Report  of  the  Hoy^I 
Astronomicai  Society.)    London.  lo47.    8.  ; 


Arithmetik« 


Die  qninäre  and  yigesimale  Zählmethode  bei  Völ- 
kern aller  Weittheiie.  Mebst  ausführlichem  Bemer- 
kungen über  die  Zahlworter  Indogermanischen  Stam- 
mes und  einem  Anhang^  über  Fingernamen.  Von  Dr. 
August  Friedrich  Pott,1Professor  zu  Halle.  Halle.  1847. 
8.    1  Rtlr.  24  Sgr. 

Für  Mathepnatiker  wird  es  genügen,  von  der  Existenz  dieses 
Buchs  in  Renntniss  gesetzt  zu  werden. 

Niedere  Grossenrechnung.  Vom  Professor- Doetor 
M.  G.  Pancker.  In  acht  Abtheilungen.  Mitau.  1846.  8; 
Preis  75  Kop.  S.  , 

EtMte  Ahthe-ilung.  Die  HOhe^  Zweite  Abiheilung. 
Die  Aiedere  Gleichung.  Dritte  AötAäiluAg,  Die  Relke. 
Vierte  Abtheilunff.  Die  Messgleicbung.  Fünfte  Ab* 
th-eilunff.  Anwendung  der  Hühennamen  auf  Handels» 
rechnungen.  Sechste  Abtheilung.  Die  mehrstellige 
Einstufung*  Siebente  Abtheilung.  Die  Stufungeii. 
Achte  Abtheilung.    Berechnung  der  HOhennamen.  v 

Band  IX.  36 
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Diese  Schrift  enthält  eine  nicht  geringe  Anzahl  eigenthüm- 
iicner  Darsteüangen  und  Methoden,  aauptsächlich  in  der  Lehre 
von  den  Gleichungen,  besonders  von  den  Gleichungen  des  dritten 
^  und.  vierten  Grades,  und  von  der  Auflösung  der  höheren  numeri- 
schen Gleichungen,  in  welcher  letzteren  Beziehung  der  Herr  Vf. 
auch  in  einem  Anhange  zur  siebenten  Abtheilung  das,  was  in  die- 
ser wichtigen  Lehje  von  älteren  und  neueren  Mathematikern  ge- 
leistet worden  ist  (Harriot.  Descartes.  1637.  — -  Olivier.  1826.  — 
Newton.  —  Lagrange.  1767.  —  Waring.  1762.  Lagrange.  1767.  — 
Taylor.  1715.  —  New  ton.  1676.  -.  Faurier,  1780-1831.  -  Fourier. 
—  Fourier.  —  Sturm.  18ä9.  — /fludde./rr  Rolle.),  zwar  nur  kun, 
aber  doch  in  ziemlicher  Vollständigkeit,  zusammenstellt«. 

.>  Ätö  flicht  ÜöaiJeiaiui  diesen  GrilnJeÄ^tfObdera  aucb"iiiodi<tailber 
anderen  Rücksicht  mässen  wir  die  vorliegctiide  Schrift  den  Lesen 
des  Archivs  zu  ganz  besonderer  Berücksichtigung  empfehlen.  Die- 
selbe enthält  nämlich  einen  so  reichen  Schatz  von  Beispielen,  he« 
sonders  fär  die  gesammte  Lehre  von  den  Gleichungen,  namentlich 
auch  ^  i  die  ,^{ifDre  tj^p  der  jAnflö^ung;  dirl.hthQiäii'tratteÄchen 
Gleicliiin&;en,  wie  wir  in  einer  Schrift,  von  ähnlichem  Umfange  uns 
nicht  gefunden  zu  haben  cfriniierh-,  tind  der  Herr  Vf.  muss  grosse 
Zeit  und  Mähe  auf  deren  Bearbeitung  verwandt  haben ,  hat  sieh 
aber  dadurch  auch  jedenfalls  um  den  Unterricht  in  diesem  wichti- 
gen Theile  der  Mathematik  ein  sehr  wesentliches  Verdienst  er- 
worben, da  dergleichen  Beispiele  durchaus  nicht  im  Ueberfluss 
scShon  vorhanden  sind,  und  wir,  wie  gesagt,  nicht  wiissten,  wo 
ainderträrts  so  vieles  Ziveckmässige  und  mit  grosser  Sorgfalt  und 
Umsicht  Durchgeführte  auf  so  klemem  Räume  sieh  vereinigt  fiinde. 
Wir  empfehlen  daher  wiederholt  auch  diese  Seite  der  vorliegen- 
den Schrift,  namentlich  Lehrern  der  Mathematik  an  höheren  iJih 
terrichtsanstalten,  angelegentlichst. 

Rücksichttich  der. von. dem  Herrn  Ver&sser  gebrauchten  neneo 
Kunstausdrflcke  ist  im  Wesentlichen  dasselbe  zu  sagen,  was  wir 
bei  seiner  Bild  lehre  im  Literar.  Ber.  Nr.  XXXV.  S.  515.  uns 
2^1  bemerken- erlaubt  haben. 

EUmeos  d'Algibre'  par  J.  Pelletier.  Lohs-le-Sauloier. 
1847.    8. 

Probl^mes  d'Alg^bre  et  exercices  de  caicul  algebriq^e  .avec 
les  Solutions;   par  M.  Ritt.     Trois.  ed.    Paris.  1847.    8.    5—0. 

Ueber  die  Verwandlune  der  Wurzeln  quadratischer 
Gleichungen  in  Ketten  bräche,    eine  zu  dem  Programm 
des  Kurfürstlichen  Gymnasiums  zu  Cassel  von  1847  ge- 
hörige' Abhandlung  von  Dr.  E.  W.  Grebe,    Gymnasial*' 
lehrer  in  Cassel.    Cassel. .1847.    4. 

Dieses  sehr  beachtenswerthe  Progrs^nmu.  enthält  die  folgenden 
AVthellungeki.  I.  Allgemeine  theoretische  BetradktmM^. 
yeyn,  bei  denen  der  Herr  Vf.  nach  seiner  eignen  Angabe  nnr  den 
Zvi^eck  hat,  die  Lehren,  welche  sich  auf  das  Verwandeln  der  Wiir* 
aeln  qnadratischep  Gleichungen  in  gemeine  Kettenbrüehe  beunhea» 
dem  Anfänger  zugänglicher  zu  machen,  weshalb  er  bei  denseÜMi 
auf  sehr  zweekmäMge  )Veise  aus  der  Lehre  von  den  KettanbTaciNfti 
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nichts  als  den  BcgrilF  der  letateren  vonLuasetzt.  11.  'PraktiMches. 
1.  Verwandlung  der  Wurzeln  einzelner  quadratiAehiÄT 
Gleichungen  in  Kettenbrüche.  ,  2.  ^Aufsuchung  einer 
geordneten  Zusammenstellung  von  quadratischen  Glei- 
chungen mit  den  dieselben  auflosenden  periodischen 
Kette nbrfichen.  In  diesem  letztem  Theile,  den  wir  für  beson- 
ders verdienstlich  halten  und  wegen  dessen  wir  die  Schrift  vor- 
züglich zu  allgemeinerer  Beachtung  sehr  empfehlen  >  sucht  der 
Herr  Vf.  zuerst  das  einer  selchen  Zusaiamenstelhing  am  Besten 
Eitm  Grunde  zu  legende  Princip  auf«  worfiber  die  Leser  des 
Archivs  die  Schrift  selbst  nachzusehen  haben, '  und' theilt  dann 
auf  S.  16.  bis  S.  32.  eine  sehr  fleissig  und  umsichtig  berechnete 
Tafel  Quadratischer  Gleichungen,  wie  sie  zu  denperio- 
di»chen  KettenbrOchen  gehören,  nach  den  betreffenden 
IrFationalzahlen  geordnet  mit,  welche  natürlich  zugleloh  ehi 
reiches  Material  von  Beispielen  ffir  die  betreffende  iHehtig^ 
Lehre  der  allgem^eo  Arithmetik  liefert >  und  nach  der  von  dem 
Herrn  Vf.  gewählten  Anordnung  alle  Irrationalzahlen  von  V2,  \% 
V5,  V6,  V7j  u.  s.  w.  an  bis  V 117,  Vll8,  yllÜ,  i^  190  durch- 
Iftott.  Die  in  Aussicht  gestellte  Bekanntmächuhg  der  schon'  be- 
r^dineten  weiteren  Fortsetzung  dieser  Tafel  halten  wir  för  ^eWr 
wfinsohenswerth,  und  würden  selbst  der  ganzen  Tafel,  wenn  der 
Herr  Vf.  dieselbe  nur  mit  einer  nöthigen  kurzen  Einleitung  über 
4as  ihr  zum  Grunde  Uzende  Princip,  ihre  daraus  sicfi  von. selbst 
ergebende  Einrichtung  und. ihren  eiwa  auch  durch  eiQ -Paar  Bcp« 
spiele  zu  erläuternden  Gebrauch  versehen  wollte ^  sehr  ^ern  .einen 
Platz  im  Archiv  einräumen,  wenn  der  Hen:  Vf.  uns  dieselbe ^i)9ir 
diese  Zeitschrift  mittheiten  wollte,  was  wir  der  zu  wänschenden 
möglichst  weiten  Verbreitung  dieser  verdienstlichen  Arbeit  fÜtr  för- 
derlich zu  halten  berechtigt  zu  sein  glauben.  Diese  allen  Lesern 
des  Archivs  gewiss  sehr  erwünschte  ü^ittheilnng  in  demselben  zi| 
machen,  erlauben  wir  uns  daher  den  Herrn  Vf.  hierdurch  aufzu- 
fordern. Für  nicht  minder  verdienstlich  halten  wir  endlich  die  von 
dem  Herrn  Vf.  gleichfalls  in  Aussicht  gestellte  Bekanntmachung 
seiner  Untersuchungen  über  di<^  Auflösung  höherer  Gleichungen, 
namentlich  der  des  dritten  Grades,  durch  Kettenbrüche,  und  for- 
dern ihn  auf,    nicht  zu  lange  auf  dieselbe  warten  zu  lassen. 

Mathematische    Exkursionen.     Von  . J.  E.  Fleischer 

i Programm   der   höheren  Bürgerschule  zu  Treptow  &D 
er  Rega  von  Ostern  1847).  Treptow  a.  d.  Rega.    4. 

Da  der  Herr  Verfasser  dieser  Schrift  tu  den  liebsten  Schülern 
des  Herausgebers  des  Archivs  der  Mathenmtik  und  Physik  ge- 
hört, und  in  derselben  sein  eigener  Name  mehrfach  auf  eine  von 
der  treuesten 'AnhängKchkfsit  zeugende  Welse  genannt  wird,  wo- 
f&r  der  Herausgeber .  dem  Herrn  Vf.  nur  auf  das  Freundschi^ft- 
lichste  danken- kann,  so  muss  sich  derselbe,  um  nicht  den  Schmn 
einer  ihm  zwar  sonst  ganz  fremden  Partheilichkeit  auf  sich  zu 
laden,  hier  mit  einer  kurzen  Angabe  des  wesentlichen  Inhalts  der 
vorliegenden   Schrift   begnügen.      Der   Herausgeber  des  Archivs 

flaubt  nämlich   allerdings,   wie  der  Herr  Vf.  auf  S.  1.  zu  be'mer- 
en  die  Güte  hat,  zuerst  die  höheren  Differenjftalquotieoten  i,e!f: 
Function 

y  =  Arctanga?,  « 

36* 
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und  denmichst  auch  von  Arccot;r,  auf  die  sehr  einfache  und  be- 
qitvme  Form 

^=1.2.3....(n— 1)(— l)"-»co8y»sinM(J»— y) 

gßbraohtf  d.  h.  die90  Dtfferentialquotieiiteti  im  AilgemeineA 
durch  den  Cofiiniis  voq  y  =  Arctang  s  ausgedrückt  bu  haboi. 
Gaoz  dasselbe  leistet  nun  der  Herr  Vf. «in  der  vorliegenden  8cbrift 
für  die  Function  ^  s=  Arcsino;,  fSr  deren  Differentiale  bekaontlicb 
zuerst  Euler  einen  nicht  leicht  zu  entnickelnden  Ausdruck  qo- 
mittelbar  dureh  die  Variable  o;  gegeben  hat,  und  demnächst  auch 
für  die  Function  y^Arccoso:,  und  gelangt  dadurch  zu  nach  leicht 
übersehbaren  Gesetzen  fortschreitenden  wenig  complicirteo-  For- 
meln, die  er  unter  verschiedenen  Formen  —  auch  nach  einer  von 
Schweins  in  seiner  Theorie  der  Differenzen,  und  Diffe- 
rentiale öfters  in  Anwendung  gebrachten  Metbede «  durchweiche 
aber  freilich  nur  sonst  in  ihrer  Bildung  ganz  klar  vor  Aussen  lie» 
gende  und  zur  unmittelbaren'  Anwendung  vorbereitete  t'ormehi 
mehr  in  einander  geschoben  werden»  wenn  yvir  so  aased 
dfirfen  *)  --  ausdrückt  Die  Formeln  für  die  höheren  Differeanal« 
von  Arcsinvers  x  und  Arccosvers  a:  ergaben  sich  dann  ««eh  ua* 
mittelbar. 

In  der  zweiten  kurzem  AbtheiJung  d^  Schrift  entwickelt  der 
Herr  Vf.  noch  einige  sonst  schon  bekannte  Integrale  auf  eVaeyon 
andern  allgem'einem  Integrationsmethoden  ^nnabhängige  Welse  niid 
sehliesst  mit  einigen  Beachtungen  über  die  Cycloide. 

* 

Trait^  g^n^al  et  complet,  th^orique  et  pratiqne  du  calcul  dei 
int^^ts  compos^  etc. ,  du  calcul  des  int^rets  simples  etc.  Par 
L.  Moulin-Collin.    Paris.  1847.    4. 


Cleometrie. 


Theorie '  des  paralleles ,  dämontree  d'une  maniere  simple  et 
rigonreuse^  sans  aucune  consid^ration  de  rinfinie,  par  Achille  Le- 
fran^dls.    Paris.  1847.    8. 

Traitö  des  reciproques  de  la  g^ometrie  ^l<^mentaire  de  Legendre, 
>suivi  des  notes  et  a*un  appendice  par  J.  Joanet    Paris.  iSO.   & 

Probi^mes  de  geomötrie  et  de  trieonom^ie^  avec  lam^tbode 
ä  suiyre  pour  la  resolution  des  proolemes  de  geom^ie  et  lee 
«plutions;    par  M.  Ritt    Trois.  ed.    Paris  1847.    8.    5—0. 


*)  EiniMr  webig«tonf  in  ihrem  Princip  ganz  ihnlichen  Methode  htl 
«Ich  auch  Libri  l^el  rerschiedeiier  Gelegenheit,  z.  B.  bei  dea  b«k9i|a- 
ten,  eigentlich  nijr  recurrirenden  ^leichiwgen  für  die  PrmTmlU'iiihip 
Kahlen  (Supplemente  zum  mathematischen  Wörterbuche.  ThU  h,  iü* 
Bemoalli'schei  Zahlen)  bedient. 
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TraU^.  de  Gäom^trie  d^scripthre  par  J.  Adhtaar.  Troii.  ^d. 
Paris.  1847.    8.    20-0. 

Programm  der  Gew«rbschale  bu  Winterthur^  aur 
Eröffnung  des  neuen«  mit  dem  11.  April  1847  beginnen- 
den Schuljahrea.  Inhalt:  Einige  geometrische  Aufga- 
ben, algebraisch  und  geometrisch  gelöst  von  C.  Adams. 
Winterthur.  1847.    4. 

Der  Herr  Vf.  dieses  Programms »'  welcher  sich  schon  durch 
mehrere  in  den  Literarischen  Berichten  des  Archivs  sämmtlich  an* 
gezeigte  Schriften  um  die  Geometrie  vielfach  verdient  Seemacht  hat«  be- 
absichtigt in  diesem  Progtanim  MroenHich«  die  algebraische  und 
rein  geometrische  Auflösung  goometrischer  Aufgaben  durch  Bei- 
spiele zu  erläutern  und  beide  Auf lösungsmeth öden  an  derselben 
Atifgabe  gewissermassen  zti  paralldisiren.  Die .  aufgelösten  Auf- 
gaben sind  folgende:  1.  In  ein  gegebenes  Drdeck  ein  Quadrat 
zu  beschreiben.  *i.  In  ein  gegebenes  Dreieck  ein  Rechteck  m 
beschreiben«  dessen' Seiten  ein  gegebenes  Verhältniss  zu  einan- 
der haben.  3.  In  ein  gegebenes  Dreieck  eiii  Rechteck  von  ge^e* 
benem  Inhalte  zu  besenreiben.  4.  Jn  ein  Quadrat  ein  gleichseiti- 
ges .Dreieck  so  zu  be8<ihreiben « .  däss  die  eine  Ecke  dieses  Drei- 
edto  niit  eltiefEcke  dei^ -Quadrates  zusammenfalle.  5.  Es  ist  ein 
Winkel  und  )n'der  Haibürunffslinie  deiSselben  ein  Punkt  gegeben: 
mau  M\  durch  diesen  Punict  eine*  Gerade  so  ziehen«  dass  das 
zwischen  den  Schenkeln  des  Winkels  eirthaltene  Stück  derselben 
eine  gegebene  Grösse  habe'.  ^  Wir  halten  die  gegebenen  Auflö- 
suiigen  för  lehnheich  uimI  meistens  auch  fSr  einfach  und  elegant« 
und  empfehlen  datier  die  vorliegende  Schrift  zu  allgemeinerer 
Beachtung,  wünschen  auch«  dass  der  Herr  Vf.  sein  Vorhaben« 
eine  grössere  Sammlung  solcher  auf  diese  Weise  behandelter  Auf- 
gaben herauszugeben,  in  Ausführung  bringen  möge. 


Qn^jaefEle^ 
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Eltoens  de  Trigonom<^trie  par  Lefebure  de  Fourcy.    Sixidme 

ed.    Paria.  1847:  :«.-   •    •         ■     )  •■  - ..  ■•!  •:  •  •  ■                    •  i  . 
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^  e,o  d  ik.»  i  e. 


Erste  Anleitung  im  Op^riren^mit  dein  gebrä/uchUch 
n,  Measli 
die   «ich    dei 


steu;  Measlnstramenteii. "   yoTs:diule  ,  für   diejenigen« 

)r    praktischen    Geometrie  (.widmen   .wnUen. 
V.<in  Thpidd.   X'KotzuTä,    ö(feii>tlteb<m   Proiesser   dvr 


MAthenvatik.    Mit  d  lithogr,   TafeiU,    Leipzig.  1847.   8. 
15  Sgr..  / 
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V  Diese  Schrift  scheint  zu  yerdieneii,  dfenen,  #elöbedie  einfachsten 
Messoperationen  mit  den  gebräuchlichsten  Instrumenten  etwa  zu  <iko- 
nomischen  Zwecken  in  derKüi^ze  kennen  zu  lernen  wünschen,  als 
rdcht  deutlich  und  zweckniässig'  empfohlen  zu  werden.  Audh  bei 
dem  ersten  Unterrichte  in  der  praktischen  Geometrie  auf  Real- 
und  Bürgerschulen  scheint  das  iBuchlein  zweckmässig  zund'Gtunde 
gelegt  werden  zii  kuimlBn. 


■    ■»»  n 


IKecliaiiik. 


■  •  ■  ■  «  •  . 

Die  Princinien  der  Hydrostatik  und  Hydraulik*  /Von 
H.  Scheffler.  Erster  Band.  Erste  J/ieferüng,"  20  Sgr. 
Erster  Baiid.  Zweite  und  dritte  Lieferung*  1%  Rthir, 
Mit  über  300  in  den  Text  gedruckten  Hiilzscbiittteu. 
Braunsch^eig.  1847.    8. 

Eine  neue  Bearbeitung  der  Hydrostatik  und  Hydraulik  mit 
fortwährender  Anwendung  der  höheren  Analysis»  wie  sie  der  Herr 
Vf.  in  diesem  Buche ,  von  welchem  uns  bis  jetzt. dr^i  Liefenrng^n 
vorliegen,  zu  liefern  unternimmt,,  scheint  uns  i allerdings,  Beaurf* 
niss  zu  sein,  und  wir  eiiipfeblen  dassjelbe  daher  sowohl  deQ:tii!Bo- 
retiseben  Mathematikern,'  als  auch  den  Technikern  zux.BeacIituQ|« 
Nvr  erstwenfi  dassel)i0.  vollständig  erschienen  ist,  H'|r4  eipjB  wf9« 
tere  Besprechung  zpl^ssig  und  zvfeckmässig  sein.   . 


.  «i  •  ■ 


Astronomie« 


Die  Astrononvie  ii^  populärer  Darstellung  von  Dr. 
6.  L.  Schulze,  K^Äif  h  8S<ch9i«<;fcem  'Geheimen  Kirchen- 
und  Schulrathe.  Mit  vielen  Holzschnitten  und  einer 
lithographirten  Sternkarte.    Leipzig.  1847.    8.    22l^  Sgr. 

Eine,  wie  es  bei  flüchtiger  Durchsicht  scheint,  ganz  popiilStQ 
sehr  deatiiche,  auch  die  neuesten  Entdeckungen  berücksichtigend« 
Darstellung  der  Hauptlehren  der  Astronomie  von  dem  schon  dureh 
frühere  Leistungen  auf  diesem  Gebiete  vortheilhafl;  bekannten 
Herrn  Verfasser.  Bald  werden  wir^  nun  aber  genug  solche  Dv- 
Stellungen  der  Astronomie  in  ^populärem Gewände  haben! 

Elementare  Darstellung  der  Analyse  der  Fixstern- 
Beobachtungen  des 'Herrn  Ueheimed  Itath  Bescrel^'voB 
G.  Rfimker.  Zweit^  Abtheilung,  (Enthaltend,  Aia*A)f 
wendttng  der  Correctionsformeln  zur'AusmittelQifg'tii 
Fehler  der  Mond-s- Tafeln  mit  Atiwendung  auf -dicf'Bj 
deckung  der  PIejAden  am  10.  Aiigttsl'1646>.  iRttdiM^ 
1847.    4.  ~    '^ 
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Di9  0f«^e  AbthciMiMig  dieMr  Slcbrifl  is^Mpi  |4terar.  her.  Nr.XXX. 
S.  453.  angezeigt  wordei^..  Üeber  die.  yorüegeß^e ,  z^reife  Ab^bri^ 
luDg  8|>ricnt  sieb  der  Herr  Vf.  auf  folgende  Art  aus:  ^^Ani  Scblusae 
des  letzten  Jahresbericbtes  der  roatbematischeu  Gesellscbaft  wurde 
mit  Hinweisung  auf  das  daselbst  gegebene  Beispiel  bemerkt,  dass, 
wenn  nur  Eintritte  oder  nur  Austritte  beobachtet  sind,  die  Ver- 
besserungen der  Mond^^TafelOy -in,  flrrtilngeiung  von  Meridian- 
Beobachtungen ,  sich  nur  durch  die  als  richtig  zu  Grunde  gelegte 
Länge  eines  der  Beobachtungsorte  bestimmen  lassen.  Die  Ab- 
sicht dor  gegenwärtigen  Zeilen  ist,  ztu  zeigen^  wie  sieb  di^e  Ver- 
bessenaigen  aust  den  Beobacbtujigen  s^ib^t  ableiten  l^p^^sen,  wenn 
beide  Phasen  an  yerschieden^n  Oerteni;  beobachtet  sind.''  Ffir 
alle,'  welche  sich  mit  ähnlichen  Rechnungen  beschäftic^en  wollen^ 
wird  das  in  dieser  Schrift  ausföhrlich  mitgetli€»lte ,  auf  dem  Titel 
scbün  näher  bezeichnete  Beispiel  eine  sehn  gute  Anleitung  s^fai, 
um  auf  dem  bestcin  Wege  zum  Ziele  zu  gelaogen. 

Grandzüge,  d^r  neueren  astronomischen  Beobach- 
tÄngs-Kunst  Entworfen  von  Dr.  C.  T.  Anger,  P)rofes- 
sor.    Dan  zig.  1847.    4.    15  Sgr. 

Ehren  Auszug  aus  dieser  in  jeder  Beziehung^  sehr  iesensWer- 
ifi^ti  Schrift  hier  zu  eeben^  ist  leider  in  der  Kürze  irieht  wohl 
mO&licb;  Wit  eitipfehieti  dieselbe  daher  nur  im  Allgemeinen  aus 
völlkomipenster  Ueber^euguti^  allen  deneh,  welche  siiih  ein  recht 
deittficfaies  ]B|ld  von  den  Princi^en  zuyersehaffen  wünschen,  welche 
d|^.  liietterefi'  astronomischen  beobachtungskunst  zum  Gnlnde  lie- 
^ed, 'iind' bemerken,  dass  die  Schrift,  m  weicher  d|^r  Herr  Vf« 
vielfach  di^  Ansichten,  welche  man  in  älterer  Zeit  befolgte ,  mit 
den  rieuerien  zusammenstellt,  auch-  häufig  wirklieb  »f^estellte 
Beobachtungen  aU  Beispiele  gebraucht  und  dadurch  seiner  Dar* 
Stellung  efoen  hohen  €^ad  von  Deutlichkeit  zu  verleihen  geviusst 
hat,  einem  Jeden  verständlich  ist,  wer  sich  nur  im  Besitze  der 
allgemeinsten  astronomischen  Begriffe  und  Kenntnisse  befindet. 
Zugleich' hat  der  Herr  Vf.  durch  diese  Schrift  dem  der  Wissen- 
schaft leider:  zu  früh  entrissenen  B esse I,  welcher  ohne  Wideniede 
M  der  'eigentliche  Begründer  der  neueren  astronomischen  Beob- 
achtungskunst angesehen  werden  muss,  ein  neues  schönes  Denk- 
mal'gesetzt.. 
•       •  ■        •  ■  .^ 

'' ".„Fassen  wir , das  Bisherige  zusammen'^  —  sagt  der  Herr  Vf. 
alnySehliis^js  seiner  Schiift  —  ,,  so  ergiebt  sich  aus  den  angestell- 
ten Bi^träi^htungen ,  dass  weder  durch  die  Genauigkeit  der  Ope- 
ratiöti'  ivalir^nd  des  -Observirenis,  noch  durch  die  optische  Kraft 
oder  mechanische  Vollendung  der  InstrnmeAte ;;  die  sicheren  Re- 
sultate, welche  wir  gegenwärtig  besitzen,  herbeigeführt  wurden. 
Der  Auffassung  der  Astronomie  als  einer  grossen  Wissenschaft 
hat  die  neuere  Beobachtungskunst  ihre  Entstehung  zu  danken.. 
Denn  der  Zusamui^p^ang  zwischen  dem  Beobachten,  dem  Rech- 
nen und  den  mathematischen  Untersuchungen,  ist  kein  zuftllliger, 
er  ist  durch  die  N  tur  der  Aufgabe  bedingt :  den^anzen  Ster- 
nenhimmel mit  allen  seinen  Erscheinungen  dem  mensch- 
lichen Geeiste  so  anschaulich  zii  ma.chen,  dass  innerhalb 
der  Wisj^eoschaft  I^ein  Zweifel  über  die  Realität  des 
Erkannten  möglich  sei.''  . 
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lAöchte  sich/döcd'Gleiclies,  Ja  nur  Aebnliclies^  aoch  Ton  d^ 
Ührtgen  Naturwisiseoschaften  i^ageii  lassen!  1 


■  i 


i.     . 


P  li  y  s  i  k. 


Ueber  das  Verbalten  Kwiscben   der  Nataranffassung  des 
kens  und  der  Einbildungskraft.    Von   H.  €.    Oersted.    Deul 
von  H.  Zeise.    Altena.  1847.    8.    6  8gr. 

Resultate    d#s    inagnetlseheii    Ob;6ervatoriums 
Mflncben  w&brend  der  dreijähTigen  Periode  1843,   II 
1845    von  Dr.  J.  Laihont.    Beigefügt  sind:    Magnetisi 
Messunsen    auf    einer    Reise     nach    Deutschland    ui 
Frankreich  im  Jahre  1844   von  Dr.  J.  A.  Ansstrom,    Ol 
servater  der  Stertiw4irte  in  Upsala.    München.  1846. 

Ausser  ihrem  Hauptinhalte  ist  diese  Schrift  auch  sehr  lel 
reich  und  interessant  wegen  der  von  Herrn  Doctor  Lamont  vt 
ausgeißchickten  Jt^eischreibung  der  kleinem  von  ih^  construii. 
magnetischen  Instraniente ,  jnamentUcb:  der  Variationsinstrumeoil 
des  magnetischen  Theodoliten  und  des  magnetischen  ReiseÄ< 
doliten,  die  auch  durch  Zeichnungen  versinnlicht  und  zu  gebrauci 
gelehft  wordep  sind«  Wir  empfehlen  daher  diese  Schrift  aus 
angegebenen  Grunde  allen  denen ,  welche  diese  für  den  beabsii 
tigten  Zweck  ^ewis^  s^br  geeigneten  Instrumente /  die  uns  ofr 
haupt  eine  weitere  Verbreitung,  als  sie  bis  jetzt  noch  gefum 
haben  dürften,  zu. verdienen  scheinen j(  genauer  kennen  zu  leri 
wünschen  und .  sich  seib^  mit  magnetischen  Beobachtungen 
beschäftigen  beabsichtigen. . 

! 

I       '       •     .  ■    . 

Zeitschrift    def.k.k.    Gesellafchaft    der   Aerzte 
Wien.  .  Redakteur:    Primararzt  Dr.  Karl  Haller.    Dri 
ter  Jahrgang.    Heft  8.  und  9.     (Beiträge  zur  Lehre  v< 
Magnetismus.)    Wien.  1846.    8.    1  Rthlr. 

Auch  für  Physiker  wird  die  in  diesen  beiden  Heften  enti 
tene  buchst  ausführliche  und  genaue,  vüUig  aktenmässige  £rzl 
lung  der  Betrügereien  der  Somnambule  L e  o  p  o  l  d i  n  e  R.  in  W i< 
uniTder  Verirrungen  und  Täuschungen^  deneri  sich  seÜbst  miani 
Aerzte  in  solchen  Fällen  leider  hingeben,  lehrreicb  und  int( 
sant  seiui  eben  so  wie  dieselbe  beides  für  uns  gewesen  ist 


Druckfehler  im  neunten  Tbeile. 


Heft  I.    S.  47.  Z.  8.  für  „nur''  s.  m.  „nwu 


(( 


»» 


„     ß.  4T.  Z.  26  für  X  s.  m.  X.  / 

tll*  S.  233.  und  HeftlV.  S.  383.  streiche  man  ifi  „AWi:.röti(«f  i 
den  Üeberschriften  der  Aufslltze  T^r.  XXII.  u.  Nr.  XLIV.)  dilTy 


t) 


»» 


»» 


5.  245.  Z.  14.  r,  o.  für  „p^^g'-  234*-  s.  m.  9,pag« 

S.  24T.  Z.  14.  für  „T.  VI."  »,  in.  ^T.  YIl»« 

S.  248.  Z.  4yT.  u.  für  „^  logarithmorum"  s.  nu  „e^h 

garitirmorum." 


Tafl. 


Taf.n. 


—f C       ä      T^l 


Taf.n. 


c      a    F'  s 


i^M 


fi 


^of 


nr/jr 


zii^r 


f 


\ 


m  ""»r- 


xt 


^/T 


^  ./ 


4 


i.M 


fu/6: 


- -.J 


Ta/m. 


>r' 


ra/ff. 


'//-^ 


m^ 


/ 


f/ 


/ 


//'-:• 


'57' 


^ 


^^X 


fi 


/• 


'^v^ 


/    I 


L-^-t-\ 


f- 


\ 

\"  - 

\ 

\ 

r^ 

-  \ 

K :.— . 


4 


i 


i 


r 


